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Séminaire "Sophus LIE" Exposé n°® 2
Année 1955/1956

P Y U

HYPERALGEBRES ET GROUPES FORMELS

(Exposé de P. CARTIER, le 27.1.56)

1.~ Hyperalgébres.

Dans cet exposé, K désigne un anneau commutatif unitaire.

Définition 1 : On appelle hyperalgébre sur K une K-algdbre U associative,
unitaire, augmentée, filtrée, munie d'une application diagonale vérifiant les

axiomes suivants.

(HAl) L'augmentation ¢: U 5 K.1 est un K-homomorphisme unitaire ; on

adonc U=U"2K.1 , U désignant le noyau de §£ .

(HAz) L'application diagonale ANA: U — s U ®K U est un homomorphisme uni-

taire de U dans U ® U possédant les propriétés suivantes :

a) I désignant 1'automorphisme identique de A , on a :
(1) Te D)o L=(D8I)oh
L'galité des 2 applications de U dans U® U & U exprimée par (1)

s'énoncera en disant que A est associatif.

b) S désignant 1l'involution a b > b®a de U®@U ,ona:
(2) So A= A,

Autrement dit, A est commutative.

¢) P:U&®U U  décignant 1'application a ® b — ab  déduite

du produit, on a :

(3) Po(Iéﬁ\’f)oA:P'o(&@I)oA:i

Autrement dit, A est compatible avec 1'augmentation.

(HAB) Il existe une filtration d'algébre croissante de Uv par des sous-modules

U(n) »,n=0,1, ..., quivérifie_ :

(4) U(O) = K.1

(5) A U(n) Z: U(P) & U(n_p) y 'pour tout n 30 , g_tl

O<p<n
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ost un abus d'écriture pour désigner 1'image canonique de

U(p) ® Y(n-p) ,
U(p) ®U(np) a2 UEU -

Rappelons que, pour définir une filtration d'algébre croissante, les sous-

modules U(n) doivent vérifier :

(6) U(O) CU(l) C eee CU(n) CU(n+1) C ovee
(7) - nz0 U(n)
(8) U(IZJ.) U(n) C U(m+n) pour tous m, n .

Lemme 1 :

a) A ost un monomorphisme.
b) si uEU+, Su: Au—u®1-1®u6U+®U+

. Démonstration :

a) résulte immédiatement de (3) .

(HAl) entraine la décomposition en somme directe :

TeUu=U0"@i" +0"®1+190 +kK.1®1 .

Soit ueU" 3 posons Au:ulig)l+1®u2+k1®1+u' , avec
uy u2€U+,k&K 5 u’eU+qg:U+ . Nous avons :
P, (IQZ’,&)OAu = u1+k.1 , et, de méme,
Po(fxI)oAu= u,+kl.

-D'ol, d'apres (3), w=u,=u , k=0 ,ce qui équivaut a b) .
+ +
Lemme 2 : Posons, pour tout n >0 , U(n) = U(n) NU . Alors :

a) pouwr tout n»0 , Upy= U’En) ® K.1.

b) si ueut u = —u®l-1%u€ > v Ul .
) (n) ) Au-us ulg%zﬁ—l (0) ® U(n-p)

Démonstration : a) résulte de U(n) ) U(O) = K.1 et de (HAl) .

D'autre part, il résulte de (HAB) et de a) que :

AU, \C1lO®U, \ +U, @1+ U7\ ® Uy .
() () * ) ©1* 2 (o) © Uap)

Le lemme 1,b entraine b . Ce dernier résultat va nous permettre de définir
une filtration (Un) qui vérifiera (HAB) et sera maximale en ce sens que

' U(n) C U, pour tout n» 0, quelle que soit la filtration (U(n)) véri-

fiant 1'axiome (HAB) .
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Posons, comme définition par récurrence :
= (0)
o+ < +
(9)  uell ez uct’ ot bue P U ®U

. lépgn-1
Un = K.l + Un , pour tout n20

+

n-p

Le lemme 2,b entraine, par récurrence U(n)c Un .

Les relations U0 = K.1¢C U1 C ooee C;Un C +ee s'établissent immédistemont,

einsi que

AUn < D U %0 .

O<pgn
Réciproquement, soit uwel , tel que Su< > Up @Un__ .
l¢p<n-1 P
T""
On aéduit imédiatenent qu lome L,b que Sue ) Ul =
l¢pgn-1

S
donc ueU o
n

Démontrons par récurrence que Um Un C Um+n s en supposant cette proprié-
té exacte pour m<j , ngk , m+n# j+k (elle est évidente pour
m ou n=20 ). Si ueU:]'.L s veU;,

Auv = (Au)(Av) € ( Z___ U -__m;( _}___ n ) o

O<sm < O<n<k
On déduit de 1'hypothése de récurrence que

Auv C E U+®Uf. + Ut

U
1$p éi""j—l P 1+J-p J k

+ o+
§<)l+l®UJ k!
_— + +
d'ot (lemme 1) , Suv C U ®U

ot
1$<aTj-1 P e 7 ct uv el

i+j  °
I1 en résulte U.U, = U, U, +UT +U% +K1CU, . .
i%j i i j i+
Nous voyons donc que les (U ) constituent une filtration de U . L'axiome

(HAB) pourrait donc &tre remplace par le suivant @ U n = U .Nous ne
n20

considérerons désormais que la filtration \Un) .

2.~ Dualité des hyperalgébres.

Pour éviter des complications inutiles, nous imposerons & une hyperalgé-

bre U 1la condition suivante :
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(HA4) U est un K-module libre de basc (e )0‘ ¢A § chocun des sous-modules

U, de la filtration canonique est cngendré par une partie de la base (ed)a cA

Cet axiome appliqué & Uy = K.1 , implique que l'un des ey est un

scalsire invargible.

Nous désignerons par V 1le dual du K-module U ., La valeur de v&V pour
ueU sera notéde < v, u > (£XK). Soit e;'z €V défini par < e& » e5> =0
si 4 o , < e*& » 6g> = 1 . Le module V s'identifie au produit direct

o(le"q K.e:( . Nous introduisons sur V 1la topologie produit des topologies
discrétes sur les facteurs Koé . On vérific que cette topologie n'est autre
que la topologie de la convergence simple o (V , U) , avec la topologie dis-

créte sur K . Le module V est évidemment complet, et ses &1éments s'éerivent

univoquement g Ky ea& , ou les k L€ K sont quelcongues.

Réciproquement, soit u' une forme K-lindaire continue sur V . Flle est
entiérement définie par ses valecurs sur les e’; qui constituent un ensemble
total dans V . Elle est continue si et seulement si u' s'annule sur tous
les ea& 4 1'excpetior d'un nombre fini d'entre eux. Les remarques montrent
que le dual de V s'identifie & U .

Le produit tensoricl U & U admet la base (ey ® e )(o(,ﬂ) c AR

Nous avons, comme dans le cas géndéral, un homomorphisme naturel de V® V dans
le dual de U ® U . Les considérations précédentes montrent que cet homomorphis-
me est injectif ; nous identifierons V® V i un sous-module du dusl de U& U3
ce dernier sera noté = V&V . Le module V&V , muni de sa topologie de
convergence simple peut-étre considéré comme le complété de V & V. La topolo-
gie induite sur V ® V se définit directement par le systéme fondamental de
voisinages de 0 : V&J +J®V , J parcourant un systéme fondamental de
voisinages de O dans V , Le dual de V@V oest U QU .

Nous pouvons alors, transposer les applications A , P, £, S.

I®U —>1 a comme transposé /N : 0V _sV 2V
U S3U®U a comme transposé P': V&V —>V

.o

U __ 30U a comme transposé &' : V3V

m(‘nDFd

U&U —>U®U a comme transposé S' : V@V__._>V§)V

Nous noterons I' l'application identique de V (transposée de 1I) .
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L'associativité de P se traduit par :
(9) Po(I®P)=Po (PeI)
(1)

D'ol, par transposition :

(10) T'e A)o A= (NeI)oh

c'ost-a~dire 1'associativité de 1'application diagonale N (ce. (1)) .

De méme, transposant (1), nous obtenons :
(11) PP (PP®I') =P o, (P e@I),

c'egt-a-dire 1'associativité du produit P' ; V devient ainsi une algdbre

associative. Trensposant (2), nous avons :
(12) P'p S' =P' ,
ce qui signifie que l'algébre V est commutative.
Désignons par e 1'élément de V défini par €u= Le,u> 1
pour ué&lU . |
Nous avons, pour tous veV , et u, u'e€v:
Le®v , uu > = Ce,ud<dv,u' >=4dv,Po(e®@)(u@u)>

Dloh <e®v,AuD=4Lv,u >, dapréds (3) , et P'(e ®v)=v.
On démontre de méme que e est unité & droite. L'algébre V est donc unitaire;

1'unité e sera notde (abusivement) 1 .

L'application &'tV —» V est un projecteur ( £, &= & se trans-

pose en £' o £'= €& ). Pour veV , uél , ona:

CE'W ,ud>= v,eu>d>=<v,<1l,u>d>.1>=1,d&,
d'ou g'v = «<v, 1 > .1 , ce qui montre que §¢' est une augmentation.

Nous définissons les sous-modules V ~de V (h=0,1, ...) en po-
sant veV ~ si et seulement si «v,U ;> = (0) ; per conwention,
U-'l = (O) .

AlnSi ) VO:VDV].D"' Dvn 3'300

() -
Comme ngjo U,=U 5 150 v, = (0) .

soin de formuler plus préeisément les énoncés

(1) Nous laissons au lecteur
s VeV .

le
concernant le module V&V &
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La relation (4) signifie que V, est le noyau de g .

Soient veVIr s v'eVn . Nous avons
KP'vev),ud>d= Lvev' , Au >.
,Aué ; U. 20U s comme j+k=m+n-1,

=

j&m-1 ou k<n-1 3 il en résulte :

Si uéedu
m+n-1

(13) vV Cu , pour tous m , n >0 .

En particulier, les V= sont des idéaux bilatéres. I1 est clair que les

Vn sont engendrés (en tant que sous-modules fermés) par des parties de 1l'en~

*
semble (eo()ozeﬁ

La topologie de V n'est pas définie, en général, par les Vn . Ele
admet comme systéme fondamental de voisinages de O les orthogonaux des sous-
espaces de type fini de U . Or tout sous-espace de type fini M de U est
contenu dans un sous -espace M engendré par un nombre fini d'éléments basiques
(e,) » et vérifiant de plus : AMcrou.,

Démontrons ce résultat par récurrence sur n , n étant le plus petit en-
tier tel que M, CU_ (un tel entier existe parceque M, est de type fini),
Nous pouvons supposer, en remplagant éventuellement MO par un sous-module de
type fini qui le contient, que MU est engendré par MO «"\Un_l et par un nom-

Py - 3 1 . C
bre fini de ey € U ~7U , , soit 1'ensemble (Oﬁ)/SEB , BCA . Supposons
également que 1 €My . Soit M, <U ;, un sous-module de type fini de U 19
contenant MO(\UH_1 , et tel que Seﬁ &Ml ® M, pour feB . Soit M2 un
sous-module de type fini contenant M, engendré par des éléments basiques et
tel que AMZ €M, ®M, (un tel module existe, par 1'hypothése de récurrence).
I1 suffit de prendre M ecngendré par M, et les (e_/j )/3 ep *

Soit M' 1'orthogonal de M ; M est un idéal. En effet, si veM
v'eV ,ueM,ona <vv',u> =vav' , Au >=0, car NueM® M,

Ainsi la topologie de V est définie par un systéme fondamental de voisi-
nage de O , constituée par des idéaux bilatéres de codimension finie, engen-
dré par des éléments basiques e; « Soit J un tel idéal ; son orthogonal est
contenu dans un U _, ; donc v, cJ , et, a fortiori, (Vl)n cJ .




