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Séminaire "Sophus LIE" o
Annde 1955/1956 Exposé n° 1
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HYPERALGEBRES DES VARIéTES DE GROUPES

(Exposé de P. CARTIER, le 20.1.56)

1.~ Introduction.

Cette série cst consacrée a 1'étude des groupes de Lic formels d'aprés des

travaux récents de Dieudonné (cf. la bibliographis) qui ont mis en évidence
1'importance de la notion d'hyperalgébro. La théorie des groupes formels sur

‘un corps de caractéristique O se réduit esgenticllement & celle des algébres
de Lie, et les méthodes exposées permettent de donner un exposé simplifié des
trois théoremes classiques de Lie. Mais sur un corps de caractéristique p # 0,
on verra apparaitre des phénoméncs essentiellement nouveaux, méme dans le cas
des groupes 3 un parametrc ; il reste de nombreux problémes ouverts dans cette
direction, les résultats n'étant & pcu prés complets que dans le cas des grou-
pes abéliens. En particulier, un probléme fondamental est de trouver un analo-

gue satisfaisant de la formule de Hausdorff dans le cas de caractéristique p .

Nous allons consacrer cet exposé & des notions globales sur les varidtés
de groupes : le but de ces considérations est essentiellement de montrer 1l'ori-
gine de la notion de groupe de Lie formel, et de ramener la théorie de Lie
classique, aussi bien que celle des groupes algébriques en caractéristique O
au méme schéma algébrique, et de permettre l'application des résultats purement

algébriques de 1'exposé 3 i venir.
2.~ Variétés.
Soit K un anneau commutatif, dit anneau des scalaires.

Nous appellerons structure de variété sur un ensemble X , la donnée

a) d'une topologie sur X

b) pour tout ouvert UCX , d'un ensemble A(U) de fonctions définies sur

U, & valeursdans K .

Les axiomes auxquels sont soumises ces données sont les suivants :
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(V1) Soit f une fonction définie sur U (& valeurs dans K) ; pour gue

fe A(U) , il faut et il suffit que pour tout x ¢U , on puisse trouver un voi-~

sinage ouvert Uk de x contenu dans U tel que la restriction de f &
U soit dans A(UX)

(v 2) 4&(U) contient les fonctions constantes ; si £, geA(U) ,ona
f-gea(l) ot fgea(v) .

Une fonction f définie sur unc partie de X A& valeurs dans K est dite

réguliére en x eX si elle est définie dans un voisinage ouvert U de x

et si sa restriction & U appartient & A(U) . Si 1l'on identifie deux fonctions
réguliéres en x qui co¥ncident dans un voisinage de x , on obtient 1l'algé-

bre 4(x) des germes de fonctions régulidres on x , autrement dit

A(x) = lim.ind. A(U) 1a limite inductive &tant prisc selon 1'ordonné filtrant
des ouverts U contenant x . Les A(x) forment donec un faisceau d'anneaux

et A(U) s'identific aux sections sur U de ce faisceau.

Si U est un ouvert d'une variété X , U muni de la topologie induite

et des ensembles A(V) pour VZU ouvert est unc varidté, dite sous-variété

ouverte de X .

Enfin nous pouvons définir les applications réguliéres d'une variété X

dans une variété Y ainsi : une application régulidre \? est une application
continue de X dans Y telle que pour xeX et f régulilre en \y(x)é,Y
foVy soit réguliere en x . Il est clair que la composée de deux applications
réguliéres est régulidre, ete... '

Ceci dit, nous pouvons définir les variétés d'une espécefgﬁb particuliére.
e . s
Pour cela, donnons-nous un ensemble ¢.9 de variétds "les modéles", satisfaisant

4 la condition suivante :

() 8 X, Yegﬁé » on s'est donné sur 1'ensemble X x Y une structure

de variété appartenant 3 8%?, telle que pour qu'une application L? d'une
variété Z 6.3?9 dans X x Y soit réguliére, il faut et il suffit que ses pro

jections sur X et Y soient régulidres.

Une variété X est dite d'espdce cfdb si elle vérific les deux axiomes
suivants :
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(Vv 3) I1 existe un recouvrement de X par des ouverts U, , et pour chaque

. . . . 5{Y) . .
indice 1 un ouvert Ui d'une variété Xie JK; et un isomorphisme ‘fi de

la variété Ui sur la variété U .
. Un isomorphisme d'un ouvert U' d'unec variété X'e¢ (0 sur un ouvert U

de X s'appelle une carte dc l'ouvert U .

(Vv 4) si (\?i , Ui) (i =1, 2) sont deux cartes d'ouverts U, de X,
U{ étant un ouvert de Xi s 1l'ensemble des x = (xl s xz) € Ui X Ué tels que

ﬁ7(x ) =, (x,) est formé pour la topologic induite sur U! x U! par celle
11 = ¥ol%, - 1 %Yz parcelle
de la variété X, x X2 e Jb .

Noter que la topologie de la variété X, x X2 peut 8tre strictement plus

fine que la topologie produit des facteurs.

La condition (M) permet de définir le produit de deux varidtds X, et X,

d'espéce SWZ de la maniére suivante : il existe sur Xl X X2 une structure
de variété et une scule telle que si (&?i , U{) est unc carte d'un ouvert U,
s (" ] (] s

de X, (1=1,2), alors ( W, x ‘?2 > U] x U2) 8012{une carte de

U1 X U2 C X1 x X2 . Xl X X2 est une variété d'espece O'© et on vérifie faci-
. . oy

lement qu'une application Vo= (‘*ﬁ ) KPZ) d'une variété Y d'espéco Ji

dans X; x X2 est réguliére si et seulement si \%i et \¥2 sont des appli-

cations régulieres. D'autre part 1'axiome (V 4) signifie évidemment que la

diagonale de X x X est forme dans la topologie de la varidté X x X .

Nous donnerons maintenant les exemples les plus courants 4'es gces de
9 P p

variétés :

a) Variétés analytiques sur un corps valué complet K : les moddles sont les

espaces vectoriels K , une fonction f(xl s eee s xn) étant régulidre en
a = (a1 s eee s an) si elle est analytique en a , i.e. développable en série

entiére en les X; - a; au voisinage de a .

b) Variétds différentiables : les modsles sont les espaces euclidiens R" ,

une fonction f(x1 ) een xn) étant régulidre dans un ouvert UCR" si elle
est indéfiniment différentiable dans U . Ces variétés sont les varidtés de clas-
se €% ; on définit de maniére analogue les varidtés de classe C° ou les
variétés différentiables sur unc algdébre K de rang fini sur R .

Dans ces deux cas, la condition (M) est une conséquence du théoréme des

fonctions composées, le produit de K ot K° s'identifiant 3 K%
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c) Variétés algébriques : soit A une algdbre de type fini sans é1éments

nilpotents sur le corps K algébriquement clos K et X 1'ensemble des ho-
momorphismes de A dans X ; chaque élément de A définit une fonction sur X
et pour chaque a¢ A on désigne par X 1l'ensemble des feX avec f(a) £ 0
et par A 1l'algebre de fonctions sur Xa engendrée par les restrictions des
fonctions de A et par l'inverse de a ( a nec s'annule pas dans Xa par dé-
finition). On définit alors la variété X(4) on prenant lcs Xa comme base
d'ouverts et les fonctions de Aa pour fonctions réguliéres dans Xa . Les

variétés ainsi obtenues sont les variétés affines : eclles peuvent servir de

modéles car X(4 s B) peut servir de oproduit X(4) x X(B) . De plus on ne

considére en général que les variétés rccouvertes par un nombre fini de cartes.

N.B. La présentation suivic cst inspirée de J.P. SERRE (Ann. of Maths, él,
1955, p. 197-278).

3.- Structure des algébres A(x) .

Puisque lcs fonctions constantes sont réguliéres, A(x) est une algébre
avec unité notée 1 ; d'autre part si f est une fonction régulidre en x sa
valeur f(x) cen x ne dépend que du germe de f cen x , d'ol un homomor-
phisme, noté f —>f(x) = gx(f) de A(x) dans K. A(x) ost donc somme di-

recte de 1'anneau des scalaires K.l et de 1'idéal I(x) = I noyau de tx .

A(x) est filtrée par les puissances I'(x) de 1'idéal I(x) ; nous dési-

gnerons par G(x) =) Gn(x) 1l'algébre gradude associde
n3»0 .
Gn(x) = In/In+1 si 1'on pose 10 = A(x) . On vérifie facilement que G(x)

est engendrée par les scalaires ct 1'ensemble Gl(x) des é1éments de degré 1
et 1l'application identique de Gl(x) se prolonge donc en un homomorphisme LFX
de 1'algébre symétrique S(Gl(x)) sur G(x) .

Les é1éments de Gl(x) = I(x)/Iz(x) sont les différentielles en x . Si X

est une variété algébrique, nous dirons que xe¢X cst un point simple si la

dimension de Gl(x) est la plus petite possible.dans un voisinage de x .

Théoreme 1 : Soit X une variété analytique sur un corps valué complet

ou une variété différentiable, x un point de X ; 1'homomorphisme canonique

P de S(Gl(x)) sur G(x) ecst un isomorphisme. Ceci est encore exact si, X

étant unc variété algébrique, x ost un point simple.
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Nous renverrons au Séminaire Cartan-Chevalley (1955/56) pour la démons-

tration dans loc cas des variétés algébriques.

La question ost évidemment locale et nous pouvons donc la démontrer sur
un modéle : dans le cas analytique, nous devons donc étudier l'algdbre A(U)
des séries de puissances en Xy s eee 5 X 3 coefficients dans le corps valué
complet K convergeant dans un polydisque U : 1'idéal I(U) = I est formé
des séries sans termc constant, d'ou résulte que fG;Ik n'a pas de termes
non nuls dec degré < k ; réciproquement, si les termes de degré < k dec la
série f sont nuls, appelons My ooy M, les mondmes distincts de degré
k en Xyop eee X 3 tous les termes de f sont divisibles par 1l'un des Mj
puisqu'ils sont de degré > k , donc si 1l'on appelle Ai la somme des termes

de f divisibles par Mi mails non par M, , ..., Pg_l ,» i1l en résu%te que

Ai = Mi fi ol fi est dnc séric convergente dans U, et que f = Ai
n i=
= E:: Mizﬁi&lk . On peut donc prendre les polyndmes homogénes de degré k
i=1
k+

comme représentants de Ik modulo I 1 ; passant 3 la limite sur les poly-
disques U , on voit donc que G(0) est isomorphe & 1'algdbre des polyndmes
en Xy 5 eee 5 X gradude par lc degré total. Le théoréme est donc prouvé dans
ce cas, et 1'on voit que si X est connexe, le rang de Gl(x) est égal & n
indépendant de xeX .

Dans le cas différentiable, nous considérerons les fonctions différentia-
bles dans l'ouvert U30 de R" et nous montrerons d'abord que si I est

1'idéal des f avec f(0) =0 que Ik est 1'ecnsemble des f dont les dé-

rivées d'ordre « k sont nulles en O : soient f1 s see 3 fk des fonctions

différentiables nulles en O , Diy vvrs D dos dérivations d'ordre 1
(m ¢ k) . Alors (D1 s eee s Dm) (fl s ses s fk) est somme de termes du type
D, £, ... D £y £, eer £ qui sont nuls en O , donc les dérivées

1 k "k+l il
d'ordre < k de feIK sont nulles en O . Nous démontrerons la réciproque
par récurrence sur le nombre n des variables : s1 n =0, il n'y a rien &
démontrer ; soit f(x1 3 ese xn) dont toutes les dérivées d'ordre « k sont
nulles ¢n O , et supposons démontré que pour h=0, 1, ... , k-1, 1'an-
nulation en O des dérivées d'ordre <h implique 1'appartenance 3 Ih . On
peut écrire f(xl s eee s xn) = f'(x1 s eee s xn) + f"(x2 s ese xn) avec
£' (o, Xo p see s xn) = 0 ; comme les dérivées d'ordrc < k de f" s'annu-

lent en 0, f"¢I™ par 1l'hypothése de récurrence sur n , et on se raméne
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donc au cas ot f(0 , X sy eee s xn) = 0 ., Mais c'est un résultat standard qui
se déduit de la formule de Taylor que 1l'on peut alors écrire
f"(x1 s eee s xn) = x; g(xl s eee s xn) ol g est indéfiniment différentia-

ble ; on a alors on posant D, = a/éx. :

ml mn m1 mn ml 1-1 mn
(1) D7 e D, £ =107 . (xlg) = %07 ... D (g) +mD " L Dn g
done : (Dl cee Dn £1) (0) =m, (D, vee Dn g) (0)

ce qui prouve que g & ses dérivées d'ordre <k - 1 nulles en O et donc

g e 51 en x,8 eIk .

Comme il y a un polynome de degré < k et un seul ayant des dérivées d'or-
‘dre « k données, il cn résulte que les polynomes de degré <« k forment un
systéme de représentants de A(U) mod I(U)k ot donc que les éléments de

passage a la limite inductive selon les ouverts U que G(0) est isomorphe

sont représentés par les polynomes homogéncs de degré k , donc par

4 1'algébre des polynomes en x eee 5 X5 ce qui démontre le théoréme.

CQQnFoDo

1 b

Nous allons tirer quelques consédquences du théoréme 1 : nous noterons
A(x) 1'algdbre obtenue cn complétant 1'algébre A(x)/é:b Ik(x) pour la topo-
- ‘4
logic définic en prenant lcs images dos idéaux I (x) comme systéme fondamen=

tal de voisinage de O .

Corollaire 1

os

ﬁ(x) est _isomorphe & 1'algébre des séries formelles & n
rg G, (x))

indétormindes. (n

]

Soicnt f
forment unc base de Gl(x) et B la sous-algébre de A(x) eongondré par 1

12 e fom élémonts de I(x) dont 1ds classcs £l mod.Iz(x)

et les f ; si P= Pk + oeee + P est un polynomec dont les Pj sont lcs
composantos homogénes et tecl que P £0, alors P(fl s e , f e

gI (%) k+l(x) , car P (fl s eee 5 T ) &1 (x) , mais AI (x) puisque
- G(x) cst isomorphe & 1l'algdbre des polynomes cn les fi ¢ autrement dit B
est isomorphe & 1l'algébrc des polynomes cn losi fi ct la topologie induite sur
B par A(x) ost identique 2 la topologic induite sur les polynomes par cclle

des sérics formelles. De plus B est dense dans A(x) car si fedlx) ost

donné on peut déterminer par récurrcncc sur k des polynomes Pk homogénes
k-1
de degré k tels que f - E:: P, (fl y eve s F )ICI (x) puisque les £
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engendrent G(x) . I1 résultc donec de ce qu'on a démontré un isomorphisme dec

l'algébre des séries formelles sur fx(x) .

Corollaire 2 3 3i X et Y sont deux varidtés de m3mec cspéce différon—

——

tiable, analytique, ou algébrique ot si (x , y)eX x ¥ ost donnd (x ot y

étant supposés simples dans lc cas algébrique), on pout définir un isomorphis-
, k
me de A(x) 8 A(y) dans 4(x, y) tocl que A(x) % Ay)nIt(x, y) =

{

= IJ(x) R Ik-'] (y) . De plus A(x) % A(y) ost dense dans A(x s ¥)e
3=0

Soient UCX ot VY deux ouverts, fe¢ A(U) et gcA(V) dos fonctions
réguliéres ; comme les projecctions de X x ¥ sur X ot Y sont réguliéres,
UxV=XxVNUxY ostouvert dans X x ¥ et f(x) gly) ¢ A(U x V), On
peut donc définir un homomorphisme de A(U) ® A(V) dans A(U x V) on faisant
correspondre 2 5: f, ¥ g, la fonction Z: £, (x) g; (y) e AU x V) ; cet homo-
morphisme est 1n,3a,ct1f car si on suppose 18s f llnealrf)ment indépendants,

de z: f£f.(x) g (y) , on tire le £, gl(y) = 0 done gi(y) = 0 et par
sulte g; = =0 et Z__ fi % g = O . Puisque lc produit tensoriel commutc & la

i
limite inductive » on définit par passage & la limitc un isomorphisme de
Alx) ® a(y) dans A(x , y) . De plus, il est clair que I(x) % A(y) + Alx) & I(y)
qui est 1'idéal de A(x) A(y) «,ngendre par I(x) et I(y) est contenu dans

I(x, y) , done que ;_:_- I‘](x) GE\I J(y) qui est la puissance k° de cet

J=C
idéal est contenu dans I (x , y) . Nous achdverons la démonstration dans le

cas analytique ou différ-ntiablc, le cas algébrique reposant sur des techniques
plus subtiles d'annesux de frections.

Supposons donc X et Y analytiques ot ramenons-nous, ce qui gst licite
aucas o X =K Y=K'x=0 » ¥y =0 ; A(x) ® A(y) contenant les polynomes
par rapport aux variables Xio vee 9 X 5 ¥ 5 ven I est donc dense dans
A(x , y) ; d'autre part comme les polynomes homogénes forment un systéme de
repre’sentants pour G(x) et G(y) , ot comme Klx; 5 ooy A Y,

,’.’c’K[xl s oeee s X I K[yl JETRIP A J 5 il en résulte que 1'isomorphisme ca-
nonique de G(x) & G(y) dans G(x , y) obtenu & partir des homomorphismes
G(x) —= G(x , y) et G(y) —> G(x , y) déduits de A(x) —= Alx , y) et
A(y) — Alx, ¥y) respectivement, est bijectif. Or, il résulte d'une technique
¢lémentaire de produits tonsoricls que G(x) ® G(y) _est 1'algébre gradude

associde & A(x) ® A(y) filtrée var les iddaux IJ(x) R %3 (y) , d'ox
J=0
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k
résulte par les théorémes d' 1somorphle de E. Noether que I (x , y) coupe

A(x) ® A(y) suivant 1'idéal : D) @ I9() .
j=0

4.- Distributions ponctuclles sur les variétés.

Soit X une variété (différentiable, analytique ou algébrique) et xeX ;
nous appellcrons distribution d'ordre ¢ k cen x une forme lindaire sur A(x)

k+1( ) ; 1l'ensemble de ces distributions se note 07'(x) £ (x)

nulle sur I
est la réunion des 6 (x) pour k >0 et G?k est la somme directe des cs-

paces 6c'(x) : un elem nt de J)' s'appelle une distribution (ponctuelle) sur

X . Nous allons d'abord étudier les Aistributions sur unc variété X x Y

Théoréme 2 : Si X ot Y sont deux variétés de méme espéce ot si

(x, y)eX xY , on peut définir un isomorphisme de @' (x) @ (X (y) sur

§0'(x , y) par lequel 6)' x , y) corrospond & Y @\3 (x) 62;.»6—(%‘(__'1 (y) . On
J=0

A \r, TS
peut de méme identifior tefp o et Uug zﬂl& .

D'aprés le corollaire 2 du théordme 1, une distribution d'ordre < k en
(x , y) est bien définie par sa restriction & A(x) & A(y) et clle doit &tre
nulle sur T (x , y) M AGx) 2 A(y) S A(x) & 151 (y) + 1%x) g AGy) = Py (%)
Or A(x) & A(y)/P (x , y) est isomorphe & 1l'espace de dimension finie
A(x)/I éjvaA(y)/I (y) , dont le dual est JO'(x) oL (y) , d'ol résulte que

si 1'on définit unc application gf de \\'Cx)é% &N(y) dans (C"(x y) par

(2) <SP, fReg > =S, £>LT, g>

t? est surjective ; elle est injecctive car si les S, sont lindairement indé-
pendantes, et \V(E;: Si.X)Ti) =0 , ona E;: <;Si , T ><;Ti » €>=0
done Zsicri, g>=0 d'ob T, , g>=0 ot par suite T, =0 et

i
2_ S, ®T, =0 .
i
x L' assertlon sur B2 (x , ¥) réxulte de la formule I (x y Y)OA(X) @ Aly) =

= z:: IJ(x) x\I J(y) par les techniques tensorielles standard, C
525 Q.F.D,

Nous allons maintenant définir sur les distributions un certain nombre
d'opérations :

a) augmentation :onpose ¢(T)=<T, 1> pour T e 6 (x) ot on 1e

prolonge par linéarité sur uci

b) image par une application régulidre : si { est unc application régulidre
de X dans Y, st si f est régulidre en P(x) , £ oY est régulidre on x
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_par définition méme, et le germe de f o P nc dépend que du gorme de £,

-d'ol un homomorphisme, noté encore f —>f o de A(P(x)) dans A(x) qui
envoie Ik(‘?(x)) dans Ik(x) . On en déduit une application \.yx de @f{(x)
dans ’@l'&(tf(x)) en posant :

(3) (D), e85 =<, 209>

Cette formule montre immédiatement que (hf ) \{/)x = &?* ° \»{/x et que

i*=1 si i est 1l'application identique de X et I 1'application identi-
que de §0'(x) . Soit Y= (\*/l ) \-&22) une application réguliére en x=(X;,X,)de

XlxX2 dans Y, x Y, ;ona si h:(fl®f2) ,o\&,/ ,

hix, 5 x5) = £,04(x))) £,(Y,(x,)) done h= (£, o W) @ (£, 0 p,) et
donc d'aprés les formules (2) et (3) , on a
: * _ * i *

(4) *,.(Tl x T,) = JH(T)) & Po(T,)

Enfin si L?l désigne la projection de X x Y sur X , on aura pour f
réguliére sur X f o \-fl =f&1, d'ou immédiatement
(5) Yis& 1) =8 &)
et unc formule analoguc pour la projection sur Y .

c) application diagonale : appliquons le b) & 1'application régulidre § :

X —>(x, x) de X dans X x X ; on posera A = S* ; on a alors les pro-
priétés suivantes :
1) O est unc application lindaire de ()'(x) dans 0J'(x) & M) (x) qui
k
c i ! { e (3
envoi Qk(x) dans g;_c; \))5 (x) & @f{_i (x) .
2) les applications (ARI)ed et TR Aol de §0'(x) dans
6 (x) & (e (x) & 6 (x) sont égales, autrement dit :

(6) (ARI) o N =gl o

en effet ces deux applications proviennent de 1'application x —>(x , x , x)

de X dans X x X x X . La formulc (5) montre de méme que 1l'on a, car
\Pl( S(X)) =X 3

(7) . (IRE) oA 2(5,5‘31)0& =1

Enfin, comme la diagonale de X x X est invariante dans la symétrie

(x5, y) —>(y , x) il en résulte qu'en notant S la symétrie a ® b —>b Y a

dans G'(x) & §'(x) , on a :
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(8) So N =04

d) intégration des fonctions vectoriclles : si V est un espace vectoricl

de dimension finie sur K , on appellera fonction réguliére en x¢X une fone-
tion f définie au voisinage de x et telle que x ——>¢f(x) , v'> soit
réguliére cn x pour toute forme lindaire V' sur V , ou ce qui reviont au
méme si l'on peut éerire f(x) = Z £, (x)v (v ev, f, réguliére en x) .
Faisant correspondre & f ¥ v::A(U) X V la fonctlon X --'>f(x)v s on voit
qu'on identifiec A(U) X'V A 1'espace dos fonctions & valecurs dans V et ré-
guliéres cn tout point de U , ot par suite qu'on peut identifier A(x) &V

3 1'espace des germes de fonctions régulidres en x A& valours dans V . On
définit un accouploment entre 6 (x) et A(x) &V en posant

LT, fRv >=T(f)v ct toute apnlication LP de X dans V réguliére en x
définit une application T-—>¢*(T) = < T, ¥ > de (I'(x) dans V,
qu'on pourra aussi noter Sq) dT si 1l'on veut.

Donnons quelques exemples de distribution pour terminer : tout d‘'abord

£+ fe>f(x) est une distribution on x » "la massc +1 en x " ; ensuite

x
il cst immédiat de vérifier qu'il y a identité entre les distributions
Te Joi(x) telles que ¢(T) = 0 et les vecteurs tangents en x & X , i.c.
les distributions T qui vérifient : T(fg) = T(f) g(x) + £(x) T(g) , ce qui

s'éerit aussi AN(T) =T % {’x + f‘x 2T .

5.- Hyperalgébres des variétés de groupes.

On appelle variété de groupe une variété G dont 1'ensemble des points

est muni d'une loi de groupe telle que les applications (x s ¥) —>xy et

-1 )
XX de GxG dans G et de G dans G respcctivement soient des

applications réguliéres.

L'application [\ : (x, y) —>xy étant réguliére, définit une applica-
tion }L’* de {D)'( R ﬂ}'( A @)'(xX dans @i s 1.e. une loi de composition
dans @)'( qu'on appelle produit de convolution et qu'on note S x T : cette
loi est bilinéaire ct elle est associative : en effet 1'associativitd dans G ,
soit (xy)z = x(yz) s'decrit Ho( W, 1) = poli, }u\a) d'ol

}ffc(}k, 1)* = }k i, f‘-)* ce qui s'éerit (T T') x T" = T »(T' % T") ;
la commutativité de G implique de méme celle de (D)'( « Enfin si f est un
homomorphisme de G dans G' , co qui s'éerit f(xy) = £(x) f£(y) ou
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fop =polf, f), onen déduit £ opx = M'xo (* ) i.e.
(T % T') = £5(T) » £(T') , donc f* est un homomorphisme de 6 & dans(i%,

Si e est 1'élément neutre, il cst clair que €e est unité dans 6bé et

que (d'(e) est une sous-algebre de Gbé qu'on appelle 1'hyperalgébre de G

et qu'on note U(G) . De plus comme l'application x —~(x , x) est un homo-
morphisme de groupes, [\ est un homomorphisme d'algdbres. U(G) est donc mu-

nie des structures suivantes :

1) Une structure d'algébre sur X avec élément unité 1 = Ee

2) Un homomorphisme A de U(G) dans U(G) % U(G) et un homomorphisme¢ de

U(G) dans K vérifiant les formules

(9) C(ARI) oA = (T rMNoe A
(10) So&:é.\
(11) (E9I)o A =TI wE)oA=1

3) Une filtration croissantc Uk(G) telle que [\ envoie

k
Uk(G) - jL:'O' Uj(G) ) Uk_j(G) et que

(12) 0, (G) Uy (G) ¢ 1 . (G)

k+{

Les seuls points non évidents sont que £ est un homomorphisme et la
formule (12) ., Or EE % T) = <S%xT,1>=<S®T, 1®1>=¢(8) ¢(1) .
Quant & la formule (12) elle résulte de ce que }L* est compatible avec les
filtrations et que ({Df{(e , 8) N Jz—:-b- @3 (e) ® ¢ 12-5 (e) .

Enfin notons que toute représentation lindaire réguliére (Ux ,» V) de G
dans un cspace vectoricl V définit unc représentation lindaire de U(G) en
posant U(T) = SUx aT(x) pour TeU(G) = §)'(e) scon effet on voit immédia-
tement en prenant une base dans V ct utilisant la formule (4) que
U(S  T) = U(s) U(T) . I1 en serait de méme si U, étsit définie pour x
voisin de e et si 1'on avait Ux = Ux U pour x , y assez voisins de o

y -
("germe de représentation lindaire").




