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Exposé n° 5
COHOMOLOGIE DES ALGEBRES DE LIE, IIT

(Exposé par P. CARTIER)

1.~ Interprétation de Hz(()g »M)
La définition d'une extension d'algébre de Lie se fait comme dans le cas des

modules, Une extension % de Cg par My est définie par une suite exacte d'al-

gebreg de Lie
’ O—-——}m-}—-)%l_)%._._.eo

Si on a un diagramme commutatif

) i/j{x
:'LN%'4

) [
on dit que QA et % sont des extensions équivalentes.

o

On va d'abord s'intéresser au cas ol iy est abélien j;une extension eé défi-
nit alors 'm comme -module de la fagon suivante : Vv est un idéal de done
est stable pour la représentation adjointe de % dans '% d'ol une représentation
lindaire B de Q} dans W , Mais si m, m' € M

e(m)m' = [m,m'“] =0

donc O(m) = 0, O s'annule sur wm, et définit donc par passage an quotient une
représentation lindaire de 01' «0na 6 ((x)n=[y,m]quel que soit y G\% avec
R(y) = x .

On va établir une correspondance_entre H2(C/3 ’ W) ot les extensions de C%
par Wl définissant la structure de O‘j, -modules donnée sur W ,

Pour cela soit .J une application lindaire de er dans % telle que 77o ez..l .
JU étant un homomorphisme annule les éléments [ & (x), §(y)] ~ € ((x,y]) qui
sont donc dans WV . Par suite on peut poser
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(L), 0 1-L ([xy) = £lx,y) e m

I1 est clair que f(x,x) = O donc f ¢ 02( ff(' y M),

Cette 2.cochiine définit la loi de composition dans 1'extension 5 :

En effet on peut, £ étant choisie,identifier comme espaces vectoriels
W x Ujf et —g par(m,x)—s m +{ (x) et le crochet s'éerit ainsi

[n+2(x)y 0 +4 () I=[0 ()yn]+ [my 46D ]+ [L (), €(3)]
= 6(xn-6Gm+ ¥ ({xy) +£lx,y)

d'ol par transport & MW x Uj

(1) [myx), (ny7) = ( O (x)n ~ O (3)m + £(x,5),[ x5 ])
C4Q.G.D,

Les deux axiomes des algébres de Lie donnent des conditions sur la cochatne f
(2) [(m,x),(m:x)] = (f(x,x),O)
LL(myx)y (n,5) W p52) 1= [(O(x)n -~ B (y)m + £(x,3),[xy 1), (p,2)]

= (@([(%xy D) p- € ()N + 0 (2)6GF)n +0(z)f(x,y) +
+ f([x’yjfz) ’ [[X:YJ:Z])

Si 1'on fait la somme 2_ des 3 expressions obtenues par permutation circu-
laire, on trouve O comme 2éme composante d'aprés 1'identité de Jacobi dans O;, .

La lére composante fournit

Ly 6 ()1(xy) + £([xy J2)= aflx,y,2)
4 quoi il faut ajouter les termes en m, n, p, soit

Byzdn - 066G+ (z)6(y)m=0

et les termes semblables. Finalement
(3) "2 = (df (x,y,2) , 0)

(2) exprime que f est une cochafne et S = 0 que f est un cocycle.
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Réciproquement un 2-cocycle de f définit sur MWL x (' g une structure d'al-

gébre de Lie % par la formule (1). On définit la suite exacte

iy X
5 N U
00— W /{3 / 0

par i(m) = (my0) 7 (myx) =x . i est un homomorphisme parce .que [ (m,0),(n,0)] =

= 0 et il est clair sur (1) que ¥ est un homomorphisme. I1 existe une section
Q,particuli"ere N (x) = (0,x) et

(L), 461~ LD

]

[(O,X); (0337')] - (O:[X)YJ)

(f(X:Y) ) 0)

1

donc f est un des cocycles définis par 1l'extension.

Le cocycle f dépend de l'extension et de la section )2 choigie, Soit E’ une
autre section (ol = oL done £'(x) ~L (x) = glx)eM g€ Cl( (7,4%).
On va calculer le cocycle attaché & VQ‘

frxyy) =[ £ '), L' F £:1((xy])
[ & (x)re(x), { )+ g ]~ L TxyD - elxy)
=f&m)+9hﬂﬂ Y- 8y) g x) ~g [xy)

i

donc f'!' =1f + S_g . La_classe de cohomologie de f est bien définie par
1l'extension geule. '

N\

Une extensio%sgnessentiel_l_@_ s'il existe une sous-algébre Ul de {’1 telle que
soit somme directe de U7, et M. ; elle est triviale si U0 est un idéal,
L'extension est inessentielle dans le cas et celuil 14 seulement ol existe une sec~

tion © 3 Cz;&r-> (3 qui soit un homomorpnisme, Alors f(x,y) =[ £(x), £(y)] -
- L ([x,y]) = 0 donc la classe de cohomologie de f ~est nulle. Réciproguement si
la classe de 1'extension est nulle, dans cette classe existe le cocyle nul, donc

une section j)', qui est un homomorphisme et 1'extension est inessentiella,

Théoreme l Une_extension % de U(’; par mw abélien définit une 2-classe de

cohomologie gu:. d finit 1 'extension 3 une éguivalence prés. Toute 2-classe est
attachée & une extension. Cette extension est inessentielle si et seulement si sa

classe est nulle.

Corollaire : Si Hl(O} ,M) = H2( ()3, ,M) = 0 pour_ tout Oy -module simple M
non annulé par M et si N [O‘j{ Oj/] alors toute extensmn de v{‘// noyau
abélien est inessenticlle., '
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En effet, calculons H (C? 1{0) KO étant le module tr1v1al Si f €& KO

Of(x) f (x)f =0 donc B (C}z,KO)est ml ; si £éC (O//,KO) 5f(x,y) =
<

= -f([x,y])) . Si,donc Of =0 f est nulle sur EOJ (7 ]= U/ done £ =03

par suite H (0‘/ ) = 0 . Le théoréme 2 de 1'exposé précédent montre alors que

toute renresentatlon de (ﬂ/ est complétement réductible,

Calculons alors B (J/, O)' Soit f wune 2-classe de cohomologie et ‘% 1l'ex-
tension qui lui corresnond Les opérateurs sur KO fetant nuls, KO est le centre
de % donc la représentation adjointe de [ dans L est nulle sur 1l'iddal Ko
et en définit unc représentation de »"f/ = «%/K dans % « I1 existe alors puis-
que toute representatlon de C‘} est completement réductible, un sous espace UG
invariant par Cl c 'est-a-dire un 1deal, oupplementalrc de KO dans “% o L'ex—~
tension est tr1v1a1e donc f =0 et H (C’/f ,K ) = 0 . Une récurrence utilisant la
suite exacte de cohwmologie unalon'ue a celle ut:gllﬁee au théoréme 2 de 1l'exposé 4

" montre que H ( UJ/,N) 0 pour tout & —module\l\}de dimension finie, Alors le théo-
réme 1 montre que toute extension & noyau abélien est inessentielle,
C.Q.F.D,

Avant de quitter les extensions & noyau abélien cherchons dans le cas d'une
extension inessentielle les différentes sous-algebres supplémentaires de W&
Soient deux sections multiplicatives { et £ , §' -¥ =g . Les cocycles dé-
finis par f_?goril‘”r: nuls et ona vuque f'-f = 5g done Jg =0, Si
Hl( % sM) =0 g est un cobord, il y a donc m € M tel que

0'x) - L) =~ O =[md(x)]
d'od @) = 2 (x) 4 [my d(x)]= 24T Y(x)
cor i y €Y [myl€m (@dm)*(y) = [m,[my I}= 0
donc (ad m) =0 et 4™ = 1, adm.

2, Le théoreme de Levi-Malcev.

Nous faisons sur (} } les hypothéses du corollaire du théoréme 1 et nous allons

étudier les extensions de 0& par 4 résoluble,

Lemme 1 3 Soit R un_idéal caractéristique de "W ., On suppose que toute ex—

tension par K et per W/x soit inessentielle, Alors toute extension par M

est inessentielle.,

Soit 93 une extension de Uq{' par /m, « Si x € -@b adx induit une déri-~
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vation de M qui conserve *@, donc /R/ est un idéal dans % o On a alors les

deux suites exactes ¢

0 >R —hT 4 s o

t .
0 —> ’m/ﬁ — ’ea/«/ BESEN J3)/,,“ =C/J' —>0
Par hypothése il existe un homomorphisme ,e de “eg /@——9% tel que
7 o =1 . De méme 2 U — ’@a/,&l:g/ 7' P! =1, Alors .093' est un
homomorphisme de ' dans et "' o7 est la projection de v{b sur % ' .
Ona done (o 37) o (VP’O £ =5x"o4' =1 . Donc % est une extension
inessentielle

orollairen: si M est résoluble, toute extension de ‘7 par Ay, est inessen—
tielle. |

On raisonne par récurrence sur la dimension de M , Puisque /MW est résoluble
dim [, m] ¢ dim mw et m my,m] est abélienne. Le théordme étant d émontrd

- pour -les extensions abéliennes, la récurrence se fera i 1l'aide du lerme 1,

Lemme 2 : Soit aw un idéal résoluble de % Mm=[n Mm] et (&,v)
une représentation lindaire de «Si ném , @(n) est dans le radical de

l'algébre asgociative engendrée par 9(5&2’ ) donc est nilpotent..

En étendant le corps de basec, on peut supposer K algébriquement clos.

Soit ( @ ,V) uhe représentation lindaire de ,{)? et (0) = VGV 4 ses C
Cose V1 cVo =V unc suite de sous-cspaces invarieints par & (W) et tels que

§m) v = hi(m) v mod V; . si veg A (ceci d'aprds le théo-

réme de Lie)

quement si hi(m) =0, & (m)Vic': V., et 6 (m)™ = 0 ., Donc 1'ensemble des

On a G(m)kv = hl:.f(m)v donc si &(m) est nilpotent hi(m) = 0 . Récipro-

m € m tels que & (m) soit nilpotent forment? un sous-espace de M4, et méme un
idéal puisqu'il contient [ , M ], Soit alors x € fé s ME M, Llalgébre de
Lie ' engendrée par m et x est résoluble et [x,m] €[ 'y m '], D'aprés
le théoréme de Lie @ ([x,m]) est nilpotent et il en est de méme d'aprds ce qu'on
a vu de toute combinaison lindaire de tels éléments donc ©(n) est nilpotent

si n em,
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Soit U 1'algeébre enveloppante universelle de 1, et (q/' , W) une représen-
tation lindaire irréductible de O (U ). Elle définit de maniére évidente une re-
présentation linéaire irréductible de U i.e. de O‘j dans W ., Restreinte 3 W
cette représentation est nilpotente et le théoréme d'Engel prouve l'existence d'un
w #0 dans W annulé par W , Comme W est un idéal de (}/a 1%ensemble des W
annulés par W est stable pour eb et comme la représentation est irréductible,
tout w' est annulé par W . Donc (?(M) est contenu dans le radical de &(U),

C.Q.F.D,
Lemme 3 ¢ Si D est une dérivation nilpotente d'une algébre non nécessairement
- associative A, exp D =S est au automorphigme de A .

SGy) =Ty DM0o) =Ipy it 0%y

=Z f)—l-" EL" DPx qu = Sx.Sy d'aprés la formule de Leibniz

toutes les sommes étant en réalité finies.

Définition : on pose o (x) = exp adx pour x éM . Les automorphismes du
groupe engendré mlgs o (x) sont dits svécidux.

Ceci dit revenons au cas de 1'extension "Z\ de UJ par W résoluble. Elle est
1nessent1elle. Soient deux scctions multlpllcatlves ~ et 2 de (g dans e .

3

.\'? -
On pose ,,b 6 /[m, W] M= W»/Dw, m] e M est abellen et e) //m, = %/411, -Cg,
N ' est la projection de -Q/a sur % 2 3 = k est une section de C*j, dans

et W, est abélien donec il existe un automorphlsme spécial de soit ¢

avec k; = o , k, « Comme 7(-'([4% M) = [43 , m] , il existe un automepphisme
spécial dev% soit o' avee ' o o' =@ o 9y

1

Alors 7(’0@1 kl=0‘ok2=o‘°7('o~82=7('ocr'o82;.7('08'
' 2

1]

par suite ' o ?,1 EALIE AP 9,1 -4 ', applique C} dans [ MV ,Mm] et
(U}) + [_444, =y '2( C"g,)‘-ﬁ (AMymn] = 4%' R «i}blest une extension de_(‘/} par

[M-t,/vw] + En appliquant un raisonnement par récurrence il existe un dutomcr phisme
spéeial de ,@a' soit ¢~ " avec '

el’:d“" o *Qi2=6" o G"' o 32
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Comme [,% LYimoam]llc [{B yMW o " est un automorphisme spécial de % et
81 se déduit de /@2 par o o o !

Théorére 2 (levi-itialcev) : Si H (x/,}l M) = (/f M) = 0 pour tout module

simplc non annulé par 03 et si( = [Og U*" ], toute extension de 0;{ 3 noyau

régoluble est inessentielle, Si -01 et Jé > Sont doux sections multiplicatives
de C)# dans % s il existe un automorphisme spéeial o de % avec ¥ 1 =98 82
N

On verra que les algebres semi-simples vérifient les hypothéses de ce théoréme.



