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Exposé n° 4

COHOMOLOGIE DES ALGEBRES DE LIE, II.

INTERPRETATION DES GROUPES DE COHOMOLOGIE.

(Exposé de P. Cartier du 30.11,1954)

1.~ Opérations sur_les représentations linéaires - Opérateur de .Cagimir.

Rappelons comment, étant données plusieurs représentations lindaires d'une algé-

bre de Lie % » on peut en construire d'autres grice au lemme suivant

Lemme 1, Soit M un_K-module, 6 (1¢ign) n représentations linéaires de
(J/ dans M telles que O, (Uo],) commute avec 0. (U}() pour i# j , alors x—-8{x)=
z;h Gl(x) est une représentation lindaire de cré, dans M .

I1 est évident que 8 (x) est lindaire. Il reste donc & vérifier que 6 respecte
le crochet [ 6(x), 6(y)]= 1Z,][ ei(x), Gj(y) 1= 7—;— [ ei(x), ei(y)] puisque les termes
b

correspondants & i # j sont nuls d'aprds 1l'hypothése de commutativité.
Mais 61 étent une représentation [ ei(x), ei(y) 1= 9i([x,y])
et finalement [ © (x), O(y)]= Z: e. ([x,y]) = & ([x,7]) 5, ce qui démontre le lemme.

" Appliquons ceci au cas ou l'on s'est donné n repreuentatlons linéaires de Lg«
( 9 ) 1¢ign pour constriire une representatlon lindaire de Cg/:

(6_,M ®M2§§ s ®M)
A cet effet, considérons que Bi egit sur le i® facteur de MRIMLR..8 Mn

et laisse les autres fixes, soit
Gi(x) ((%mk) =t§ n, ~ avec n =m,  pour k £i et ng = ei(x) (mi)

I1 est bien évident que 6. (x) 6 .(y) = 9.(y) 9 (x) , ce qui permet d'appliquer le
lemme au K-module (8 M, etqu'on deflnlt par O(x) Z B, (x) une représentation liné-

aire de Cg/ dens &M _,
5 Mk
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En explicitant on trouve n

Bx) (n, ®my oo ®m) =21y 0 ® 6,60 my e B

ce qui correspond & la formule usuelle de dérivation d'un produit.

Une autre construction est possible si 1'on se donne deux représentations liné-
aires (8,M) , ( 8',M') en considérant le K-module V = .3L(1;M') des applications
K-lindaires de M dens M' ., On définit deux représentations lindaires de (g, dans V
en posant

p(x)f = ~fo 6 (x)
g (x)of = B'(x)of

ona  Y(x) LP'(Y).f =—g'(y)ofo O(x) = \y'(y) w(x)f ce qui permet d'appliquer le lemmel

1l

et de poser p(x).f = @'(x)of -~ foB(x) ol plx) est une représentation linéaire de

% dans V.

On raméne le cas des modules d'applications multilinéaires & celui des modules

d'applications linéaires gréice au,produit tensoriel et 1l'on a donc la formule
( P(X)f) (ml,mz,...,mh) = e (X)[-f(ml"'mn)J - = f(ml’tl', Gi(x) mi coo)

La représentation triviale (ou unité) s'effectue dans le X-module X , les opé-
rateurs O (x) étant nuls. La représentation de 03/ construite dans £/ (M;K) ¢ M~ est
la duale de (©,M): elle est donnée par '

t
B (x) = - " B(x)
On peut aussi considérer le cas du module (Ml,MZ;K) et définir une représenta-

tion de (‘JJ/ dans l'espace des formes bilinéaireg sur M x M, .

I1 reste & effectuer certaines identifications canoniques :

1) 1'isomorphisme canonique P de @k Mk sur @k M,,- (k) (g est une permutation)

est un isomorphisme de - modules car si B'(x) désigne la représentation de Cg/
dans le deuxiéme module, on a :
' —_ ' . — Z . . - 3
B'(x) = 21_:_ 2} o‘(k)(x) B(x) = k Gk(x) « Mais il est clair que
- ¢
\P oek(x) = B o (k) (X)O‘P
PoB(x) = B'(x)o}p

2) Soit K= U K, une partition de XK et N = ® M, + Ona un isomor-

M
mé keK



4-03

phisme © de K-modules de (2'5], Mk sur @}n Nm o C'est un isomorphisme de % .modules
car si \Pm est la représentation de % dans N~ on a

q"m(x) =ngm \Pm,k(x)

et la représentation x.')' de ijj dans @Nm est donnée par z:-an'm(x)

\me(x) = I}f{_g’,‘m’k(x) done "F'(x) :;%{ v .m,k(x) . Mis

P (x) = 1 (otp o1 keK
\Po e (x) = ‘J"(X)O ‘P

3) On vérifie de mdme que 1'application lindaire de @, .*Z(Mk‘Mlz) dans
S @M ; @ M!) est un % <homomorphisme, ainsi que 1'application % (M; A% (N; P))
—3MeN;P) .

De ces trois identifications canoniques, on en déduit bien d'autres par exemple
ﬁJ(M M') I""@M (si M ou M' de rang fini)

Définition 1 : un invariant d'une reprdsentation lindaire ( 6,M) de ng est un

glément de M annulé par tous les B (x) . L'ensemble des invarients de M se note
MB

Exemples ¢ f € a%(M;M') est invariant si et seulement si @'(x)of = fo B(x)

c'est-a~dire si f est un Oé/.homomorphisme. L'espace des Cf//.homomorphismes de M
dans M' se note 5, (M;M')

K4

2) Une forme bilindaire f sur M x M est invariante si et seulement si

£(6 (x) my m') + f(my 6(x) m') = 0

3) si m, est un invarian®®( Gi,Mi) s ) @m, est invariant,

Nous supposerons désormais que XK est un corps de caractéristique 0 et que %

et les modules de représentation sont de rang fini sur K . (pour ce paragraphe)

Venons en & 1'élément de Casimir, Soit f une forme bilindaire symétrique,

invariante et non dégénére’ sur M (i.es f(mym') = O pour tout m' ¢ M entratne

m=0) . (M®M™Y S 1,15 autrement dit & f invarionte correspond une appli-
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cation M— M - définie par  {m, p(m') > = £(m,m") . \p est un % -homomorphisme

et coome f est non dégénérée c'est un isomorphisme . 'q)' = @ estun % <homomor-
phisme de M*—* M, donc un invariant de =y MM XM ¥ M=M®@M . Donc & f
est associé un invariant ¢ de M@ M . Explicitons : soient Jlmig {nil deux bases

duales de M . i,e, f(mi,nj) ='S ., o1 {mj'_} est la base de M duale de

ij
{mi} ies (¢ mi,mJ!> =Sij , on a évidemment l{)(nj) = mJ' donc \Ir (mJ!) =n, =

J
=7 <m.,m!> n, .+ Donec ¢ =X m &n, .

17]
Le cas importent est le suivant: M est un idéal % de 01 et 6 (x) est la res-
triction 2 % de edx . f est de la forme ¢
tmn') = T (p (@) p(n')) ma'ed

olt (p ,N) est une représentation lindaire de (4/ telle que f goit non dégénérée,
Un calcul facile montre que f est invariante et il est connu qu'elle est symétrique,

Formons 1'élément Cy @ssocié & f . C'est un él¢ment P ® invariant par la re-

@‘ge — U((g) on
en déduit un élément du centre de U(%",) soit Oy qui est 1'élément de Casimir de
(P,N) . De plus (J(CN) £ 0, car

présentation adjointe. Par les homomorphismes S (55}3 S

Cy=Tmn,  Tr(p(0y)) =E(pln) pln)) =L §,; = din v

Le lemme de Schur montre alors que si (P ,N) est irréductible p(CN) qui
est un C?/.,endomorphisme non nul de N est un automorphisme,

2.~ Nullité de certains groupes de_cohomologie,

Définition 2 : un ng/ .module V est _injectif si pour tout (éﬂ .module A , tout

sous- (g/.module B de A et tout «homomorphisme f : B> V il existe un (%—
homomorphisme f : A~ V qui prolonge f .

Autrement dit pour tous les A et B¢ 4 l'application canonique Jf (4,v)—

-—).f%(B_,V) est surjective. %\}
Lemme 2. gi V=25 (i;N) ob L est U.libre, alors V est_injectif.

Un ~ homomorphisme de f : B—> V est un invariant de a\'g(B,V) =
:,fj(B,.ﬁ (L,N))'-'-"--'f_,(L,Q% (ByN)) , autrement dit un U‘J/.homomorphisme de L dans
ij(B,N) . Mais 1'application canonique de ~§/ (A,N) sur ;@(B,N) est surjective (il
s'agit d'espaces vectoriels) ; L é&tant libre, tout ('/0,4- homomorphisme de L dans
2/ (B,N) se remonte en un (? - homomorphisme de L dans ¥/ (4,N) .‘Donc 1l'application
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canonique de ~¥ (L,3, (4,N) dans i}(L,gﬂ(B,N)) est surjective et par suite il en est

de méme de - (A,V)— & (B,V) var suite des identifications faites. C.Q.F.D

Pronosition 1 : si V est injectif Hq((é’, ,V) = 0 pour q > O,

Soit f & zq(%’,v) q »0, f est donc un (%.homomorphisme : Cq--9 V tel que
fod=0 c'est-d-dire nul sur d Cq+1 « Mais C est acyclique donc 4 Cq+l est
| le noyau N de l'opérateur d : Cq—-—} Cq-l (car q > 0) . f étant nul sur N, il
existe un (% Jhomomorphisme et un seul g d Cq—-> V tel que f=go d . Mais d Cq
est un s‘ous—%—module de Cq__1 et comme V est injectif il existe g Cq-l -V
prolongeant g . Par suite f=god et f ¢ Bq((% ,V) . Donc B = 2% et

Hq(%v) =0 C.Q.F.D. )

Avant d'énoncer la proposition 2, fai sons les remarques suivantes:si ¢ est dans
le centre de 1l'algébre U(%) et (&,M) un module de représentations de % , B(c)
est un O}/.endomorphisme e et il existe donc un endomorphisme des Hq( %,M) trens—~

forment un cccyele £ en O(c)o f = c.f

Proposition 2 : si c¢ est d'augmentation nulle c’* annule les Hq( %,M)

Ona (cof)(¥) = £f(c.¥) car f est un Cj/ .homomorphisme, On va construire par

récurrence sur q des (% .Jhomomorphismes kq:Cq"% CQ+1 tels que
cX = k dx + d kX c'est-a-dire

Supposons définis les kr‘ pour r ¢q . la récurrence commence avec q =-1
k=040 est U.libre , soit Y une U,base de Gy 5 il suffira de définir

les k de sorte que
¥ok 4

c.B’D( = kquo( +d kq+1’f.>(

soit d(kq+l \/o\) = Coyy T~ kqd e

Pour cela puisque C est acyclique il suffifa de démontrer que le 2% membre
est annulé par d (et € siq=-1) , Cr dy E‘Cq_l done

d(c'b’a - kqdm) = cudy, -~ d kq(d&x) =k _; ddy =0

et gi q=-1 kquo(z 0 E(c.\(o() = g(c) €( ‘:3/9() =0 car £(c) =0
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k est donc bien défini. Soit Alors f ¢ Zq( (2’,,1\{) . On aura
(cef) (¥) = £leay) =gk dy+ d ky) = (fok)(dy) |

donc c.f est le cobord de fok et Hq((%,M) =0, C.Q.F.D.

Corollaire : si (@,M) est une représentation irréductible et de dimension
finie, K de caractéristique O ¢t la forme bilindaire Tr(B(x)6 (y)) non dégénérée
q 1) —
alors H (Oj,M) =0 pour q Y 0.

En effet CM est dans le centre de U(U) et G(CM) un automorphisme de M
donc C;Z un automorphisme de Hq(%,M) « I1 ne peut &tre nul que si les Hq(g/,M)
sont nuls,

3.~ Interprétation de HO(Cy,M)

Explicitons la formule du cobord donné & la fin de 1'exposé 3.

e Cp(OJ/,M) g = §t Cp((c}/,M) étant 1'espace des formes p-lindaires
" alternées : (élp - M

Si p =0 g(xl) :G(Xl).f
p=1 g(xl,xz) = 8(xl)f(x2) -Q(x2)f(xl) - f([xl,xzj)
p=2 g(xl,xz,XB) =€ (xl)f<X2’X3) - e(xz)f(xl,XB) + 6(x3)f(x1,x2) -
- f([xl,x2 ],x3) + 'f([XI’XB‘]’X2) - f([xz,XB bx) =

= L 3{6 (Xl)f(XZ’XB) - f(.[xl’X_ZJ’XB)} .

¢™(0/,1) = 0 entratne BO(%i,M) = 0. Pour quo f € ZO(%[,M) il faut et il suf-
fit que O (x).f = 0 pour tout x € C(? c'est-a-dire que f soit invariant,

I1 s'ensuit que HO(%,M) s'identifie canoniquement # 1'espace MHP des inva-

riants de M,

4.~ Interprétation de H: (0f 10

Nous allons étudier le probldme des extensions de % -modules. Une extension de
(6, par ( B',M) est un C?F -module .(\’J sP) et deux (? ~homomorphismes
' i:M—P |
X P—N

tels que la suite O—AM——J‘—)P——IL)N—eO soit exacte,
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Deux extensions seront dites équivalentes si le diagramme

i P 5
M\/I\LkJ\N
il\.P 41

est commutatif, 1

A la suite exacte O———sM-—1—>P—ZE>N-—~%O correspond 1o suite exacte

0— F (,1) i—yﬁ (P,M)——j;i%i(M,M )—>0

ou les homomorphismes de cette suite ont des ef -homomorphismes, Eir(Q,R) étant muni
de la structure de 2? -module définie dans 1l'exposé n® 1 . On peut appliquer la suite

exacte de cohomologie, soit

0—H(2 (N,M))K-—i, HO(E (2, 1) Loy HO(2 (0, )) s B (£ (,10))

HO(:Q(Q,R)) est 1l'ensemble des invariants de =¥, (Q,R) c'est-i-dire les %%Z—homomor—
phismes de Q dans R . Dans X (M,M) il existe un élément privilégié qui est 1'ap-
plication identique j de M dans M . dj € Hl(jD(N,M)) s'appelle la classe
caractéristigue ou l'obstruction de 1l'extension considérée,

Si cette classe est nulle, j est dans le noyau de O donc dans 1l'image de iK,
c'est-a~dire qu'il existe un %} ~homomorvhisme f de P dans M tel que foi soit
1'identité de M.

Mais ceci est équivalent au fait que 1'extension est inessentielle c'est-a-dire

qu'il existe un sous espace N' de P invariant avec P somme directe de M et N' .

Si l'on a deux extensions équivalentes, l'obstruction est la méme car le diagramme
commutatif

0o—u-isp X n—0

Y

0—M— Pi—~%,N-—-90
ll Ti'{

fournit le diagramme commutatif

HO(£001,) ) —s 1 (2,1, )

HO(X, (,h) ) —2s 1L (9 (3, 0))
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Donc & toute classe d'extensions équivalentes correspond un élément de
H (;8(N M)) bien defln*, nul si et seulement si 1l'extension est inessentielle, Réci-
proguement soit c € H (iD(N,M)). Représentons N comme quotient d'un module libre
sur U soit L N = L/R « On o alors la suite exacte 0—9-R—~>L~:E§ N—0 d'ou

0— £ ,M) — 5(L,1)— SR, — 0

et il résulte du lemme 2 et de la proposition i que Hl(ii(L,M)) = 0 . La suite

exacte de cohomologie s'éerit alors
: o, .1
50}@,1»:)——%,@%(3,}4)_% B (£)(11,M) — 0

done Hl(ia(N,M)) s'identifie au quotient du groupe X, (R,M) var le sous-groupe

des Cg>~homomorphismes R—M qui se prolongent & L , Soit e¢' un qgi—homomorphis—
me R—3M tel que c =0 c' , Posons P' =(M +L)/Q ou Q est le sous-grcupe

formé des (c'(r),-r) (r € R) . Soit -k 1'application cononique.de M.x L sur P' .
On pose i(m) = k(m,0) 70 (k (m, 2y =oCd ce qui & un sens car Wr = 0 donc 7T
s'annule sur Q . Comme (M + (0)" @ = (0) i est biunivoque et comme 2T est surjec-
tif, il en est ainsi de X , De plus le noyau de W se compose des k(m,r) =

= k(m+c'(r),0) = i(m + ¢'(r)) . Yonc 1a suite

0—3M—3P'—3 N —0

est exacte,

Enfin il existe un homomorphisme q : L—>P' avec q(¢) =k (0,{)

Le diagramme suivant est alors commutatif

3
0—R—L—N-—0

ot} da |
0—yM -1yp! ->N-—~5O
d'ol le diagramme commutatif

0— 5 (,4) —> 22(1,M) — £ (R,1) —30

/|

0 — 2(W,u) —35 (M) — .5 (M,M) — 0

et en cohomologie
HO(H(r, 1)) —25 1 (5 (1))

] »

H (ii(M I”))———-—»H (Z(w,m))
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Comme 1'image par c'” de 1'identité dans M est précisément c! et que dc' =¢c
on voit que c¢ est l'obstruction de 1'extension P!

Enfin toute extension P se construit comme ceci car si O0—=R—L —>N
comme L est libre on peut factoriser L-g—>P-—~—>N et les éléments de R soht

envoyés dans le noyau de JC i.e. dans M d'ol le diagramme

00— R-—5L —>N—0

|, P

0 —M-—=3P —3N—30

et 1'on définit une application de M + L sur P par k(m, £) = i(m) + q(t,)

qui est nulle sur @Q car le diagramme est commtatif,

On définit ainsi k ¢ P'—» P et 1'on voit tout de suite que

est commutatif,

Théoreme 1 : il v a correspondance biunivogue entrc les classes d'extensions
Id . - ’ Ve ) 1
équivalentes de N, par ¥ et les &1éments de H (5 (N,M))

On explicite cette correspondance comme suit § le cobord de la suite exacte est
défini ainsi : on prend un élément de ZO(:Q(M,M)) soit 1'identité dans M on le
remonte en un élément de CO(:S(M,P)) c'est-a~dire qu'on choisit p:M——> P tel que
Tlop =1 . Puis on prend le cobord de ¢ qui ost dans - Zl(ﬁﬁ(N,M)) autrement dit
on considére la fonction g :({f—%:ﬁ (7,1f) aéfinie par g(x) = 6(x)op - po B'(x) .

La classe de cohomologie de g est l'obstructioh de l'extension. L'application K -
lindeire (myn) —sm + P(n) 1dent1f10 MxN & P et les opé ‘rateurs de Cji sont dé-

finis par les matrices

B(x) g(x)
@' (x) =
0 8'(x)

On a [{{’—(X),\P(Y)J - ‘Y([X)Y])

1]

( 0 ag(x,y)
0 0

(Se reporter & la formule du IV) donc dg = O . Réciproquement si dg = O on définit
une représentation de CgL dans M x N par les matrices '%}(x) .
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Si l'on change de section p ' = ?+0/ on aura g'(x) = g(x) +8(x)of -
-%o fr(x) d'oh g'=g¢g +50 donc g n'est modifié que par un cobord,

Théoréme 2 : Il v a équivalence entre les 4 propositions suivantes

(1) pour tout UJ -module simole M gt (Og,M) =0
(2) pour tout C)é ~module M . (%Z',M) =0
(3) pour_ tout 0((/ ~homomorphisme \f»_d_q M gur ICIQ(M‘C\) ) Nh

(4) Toute représentation est complétement réductible,

(1) 3 (2) M posséde en effet une suite de Jordan-Holder

O:MOCMl C....'CM];I:M.

Mi+1/M étant simples
i

il suffit de montrer que si

H(%P/Q)_H((g” Q) = 0 il s'ensuit que H((JP)_O .

Ceci résulte de la suite exacte de cohomologie

0 = H1<cgr,cz>-->ﬁl(f{],r>)—->H1<c»0{,1=/@) =0

"

()3 ) u¥ =80
Nh HO(L?,N)
Soit en effet Q 1lec noyau de ¢ , la suite exacte O———) Q—-~>M —N—0

nous donne la suite exacte H ((g M) = Mh*—é H (()G] N) = N —_-9H (%N)

ce qui exprime bien LQ(M ) =

1

(3) 3 (4) 11 suffit de démontrer que si N est un sous-C/ -module de P, il
existe un ounplementalre invariant M' de N, c'est-a-dire qu'il eéxiste tn % ~homomor-

phisme f de "M = P/N dans P tel que mo f soit 1'identité i . (3) implique que

5(M,P)—T€—)i(h,h) est sur, donc qu'un tel f existe.
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(4) > (1) car si (4) est vraie toute extension est inessentielle donc

Hl(.ﬁ (N,M)) = O pour tout N .

En prenant pour N le module de la représentation nulle, nous obtenons

M5 (N;M) done Hl(M) =0,



