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Séminaire "Sophus LIE"
E.N.S., 1954/55.

Expogé n° 2

gLGﬁBRES de LIE NILPOTENTES et -uiSOLUBLES.
(Exposé de A.Blanchard, le 16 novembre 1954)

Conventions, notations.

Tous les espaces vectoriels considérés seront essentiellement de dimension
finie sur le corps de base K ; K sera quelconque dens le I, mals de caractéris-
tique 0 et algdbriquement clos dans le II.

8 désignera une représentation lindaire x —0(x) de i ,algdbre de Lie de
‘corps de base K, dans V. On posera 6(x) = X, 6(y) = ¥,... . Un vecteur v de

V sera dit annulé par ., si 8(x).v = 0 vour tout x€d .

I.Renrésentations nilpotentes.

Algebres de Lie nilpotentes.

Définition 1.- Une représentation linéaire © de %F dons V est nilpotente si,

quel que soit x € i%., 6(x) est nilpotent (i.e.il existe p, entier positif, tel
aue (8(x))? =0,

Si 1l'algebre de Lie %} posséde une représentation nilpotente fiddle, alors sa
représentation adjointe est nilpotente. En effet, cette représentation adjointe peut
€tre définie & 1l'aide de © par ad(X).Y = X7 - ¥X . Alors : (ad(x))? =

=2, 2(—1)n"p(§)-XpYXn"p . Done, si X¥=0 , (ad(x)*%=0 .

Définition 2.- Une algdbre de Lie %?_ est dite nilpotente si sa représentation ad-

.

jointe est nilpotente.

Il est clair sur cette définition que toute sous-algébre et toute algébre quo-
tient d'une algebre nilpotente sont aussi nilpotentes. De plus si '& est contenu
dans le centre de Q} et que %?/6 soit nilpotente g; est nilpotente : en effet,
soit x,y 6’%} X ¥y leurs classes mod b . On a pour un certain entier p > O

ad®? Xy =0 d'od gz = ad? Xy & }} mais alors comme gz 6.17 est dans le centre
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agP*1 %y =[%,2]=0. Il en résulte.que ad x est nilpotent.

Cettc définition ne préjuge pas que U} admette des représentations nilpoten-~
tes fidsles. De plus, une algébre de Lie nilpotente posséde des représentations qui
ne sont pas nilpotentes, Nous allons étudier la structure d'une algébre de Lie
nilpotente 4 1l'aide du :

Théordme 1 (Engel).- Si © est une représentation nilpotente de lﬂ, dans V ;[{O}

il existe un vecteur non nul de V annulé par (} .

On n'a pas supposé la représentation fiddle, mais on peut s'y ramener en consi-
dérant CJ/n = ({‘}) (n noyeu de la représentation). Alors la représentation adjoin-
te de (é’ est nilpotente et © définit par passage au quotient une représentation
de (g T

Démonstration.

&) Le théordme est dévident si dim Cg': 1. En effet soit X tel que ¥ =0 s
din(xP.v)  dim ¥  entralne dim X.V< dim V et lc noyau de X n'est donc pas
nul. Nous démontrerons le théordme par récurrence avec 1'hypothése de récurrence

. . N ’ . . .
suivante : pour toute vraie sous-algdbre K. de (/3, et _toute representation nil-

potente de K dans S, il existe seS annulé par K .

b) ¢ admet un iddal b de_codimension 1. Soit ly une vrais sous-algtbre de
Cg (de dimension 1 var exemple) ; on va déterminer ¢  telle que :

dim § =dim b + 1 et b est idéal dans & ; on en déduira b) au bout d'un
nombre fini de constructions analogues puisque dim fg’ L +o0¢ , A cet effet, con-
sidérons la représentation adjointe de ty dans Cg * . b est stable pour cette
représentation car c'est une sous-algdbre ; on en déduit une représentation V
dans l'espace vectoriel ‘é"/_b ; cotte représentation est nilpotente, d'ot (hy-
pothése de récurrence) l'existence de u € Cﬁ]’/_b , annulé var |y . Il existe
par suite dans tg'/b un sous-espace U de dimension 1 annulé par b . Soit ¢
1'image inverse de U . On a dim C=dimh +1 etsi bel,ceg s [byele b
par définition de ¢ ; ¢ est donc un idéal dans b qui répond & la question.

c) ' est cngendré par }/\, et ye Ub . Soit W le sous-espace des vecteurs
de V annulés par l’} ¢ dim W > O d'adrés l'hynothése de récurrence. W est stable
ar '« En effet si U'ae G pui )
P % si x ¢ /('g‘{‘a b [XO a € g puisque b est un idéal. ilors

pour tout Ve W on a

o(a) 8(x)v = 9(x) 0(a) v + 8((a,x)]Jv =0
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puisque 6(a).v =0 8([a,x]))ev =0 . Donc O(x).v est annulé par tous les

0(a) et il est donc dans W. Si l'on ?rend alors dans W un vecteur v, annulé

par ©(y) (ce qui est possible puisque 6(y) est nilpotent et laisse I stable),

v, sera annulé par O .
0 & C.QuFu o,
Corollaire 1. - Le centre (¢ d'une algébre nilpotente n'est pas réduit 3 zéro.

I1 suffit en effet d'appliquer le théorgme 1 & la représentation adjointe de

%_ ; un élément annull par %’ cst un élément du centre (,g, .
Mais Cg/{; est nilpotente, d'ol, de proche en proche :

Corollaire 2. - Une algdbre de Lie nilpotente veut s'obtenir par extensions cen-

trales & partir de 1'algébre & zéro dimcnsions. En particulier, elle est résoluble.

Soit W, le sous-espace des vecteurs annulés par %» . 81, £V définis-
sons V1 = V/I/JO » Soit Wi le sous-espace de Vl formé des vecteurs annulés par
(g- et Wl 1l'image réciproque de Wi dans V . Il cst clair que wl est inva-

riant, Si donc Wl £V on pose V2 = V/Wﬁ_ et Wz' est le sous-cspace des vecteurs

d
eV2

comme le sous-espace des vecteurs veV tels que O(x).veV. pour tout x e (,5(_ .

annulés par % , etc ... Il revient au méme de dire que Wi, est défini

En vertu du théoreme d'Engel, si wi AV, 'w'i £ wi+l et au bout d'un nombre fini
de pas on s'arréte. Un a donc une suite %Wi%(Os ig¢p) de sous-espaces tels que
9(X).Wi+1C W, . Mais e(xl) cee @(xp+l) wp- = {0} donc le produit de gq = p+1
opérateurs Q(XK) est nul.

nilpotents
Corollaire 3. - Si tous les ©(x) sont W7, il existe un cntier q tel que le

produit de q opératcurs 6(x) soit nul,
Appliquons ceci & la suite centralc descendante o}n de 0(}_ ¢ comme
[Qg ’ %Ln] = (ﬂmz et que le produit de q opérateurs adx est nul, il en résulte

gque %’qﬂ = 0 . Réciproquement si (§q+1 =0 adk =0 donc :

Corollaire 4. - Pour que ‘“3' soit nilpotentg, il faut et il suffit que la série

centrale descendantec se termine par %0} .
Enfin en choisissant une base adaptée & la suite ascendante des !‘Jé on voit

que les 6(x) sont roprésentds par des matrices Xij avec Xij =0 si 1y j.
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IT. Algébres de Lie résolubles.

) de ses

ot 4 o

Définition 3.- Une algébre de Lie %} est résoluble si la suite (gfn

algdbres dérivées successives se termine par 1'algébre réduite > zéro.

Définition 3'.- Une algebre de Lie aﬁ est résoluble si elle admet une suite de

composition & quotients abéliens.

I1 est immédiat que ces deux définitions sont dquivalentes. Il est évident que
toute sous-algébre ct toute algeébre quotient d'une algdbre résoluble sont résolu-
bles. On notera Lg_p) 1'algdbre dc Lie dérivée p o° de <%}~. Nous allons étu-

dier la structure d'unc algebre résoluble & l'aidc du ¢

Théordme 2(Lic).- Toute représcntation 6 irréductible d'une algdbre de Lie s

résoluble, dans un_esbace vectoriel V sur un corps K dec caractéristique nulle

et algébriquement clos, est de dimension 1.

a) Il revient au méme de montrerqug;nu%n%elle représentation, il existe un

vecteur dc V gqui est propre pour tous les o)ératcurs de © . Le théoreme est

donc vrai pour dim<g,: 1 car X est algébriquement clos. Nous allons démontrer

le théoréme par récurrence sur la dimension de Cﬁ~ , en utilisant un idéal b de
q& s de codimension 1 ; un tel idéal existe, car toute sous-algébre contenant
(gﬂz)CL(%F (inclusion stricte puisque %? est résoluble) est un idéal ; un hyper-

plan contenant %% 2 répond donc & la question.

b) Soit Yo ¢ h » c'est-d-dirc que y, et b engendrent %} . Posons

T, = G(yo) ot soit, gréce & 1l'hypothdse de récurrence, Ve V tel que v, =
=X (X) Vo Dpour tout X 6(!7) ; A (x) est une forme lindaire sur @(19). Posons

N 0
aussi Ya

soient lindaircment indénendants, mais non Vs vl,.,;,v 1
: P+

Le sous-esnace W cngendré nar les v, est stable pour YO. HMontrons par

Vo =V, 5 pulsque dim V{+co , il existe p tel que Vor VysesesVy

I d
recurrence sur g quc l'on a

(1) X%EMﬁ% mw.%v ees V)

1 q-1

En offet on a Xy = h&X)\b ot si (1) est vraie pour q ,

D, = Y =X
Yv§+l_ X.Oxa [A,YO] v, * YOXVA
z [X,Yo] )vq + ¥, h(X)vq (mod Vg eee Vgop YOVO e Y5 Vq—l)
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soit

qu+1 = h(X)Vq+1 (mod. Vg e vq)

Donec W est stable pour 8 ( h) ; comme il 1'est pour Y, il 1'est pour

8(q) .
c) W étant stable par © (%) , on peut définir la trace de X € @ ((g,) sur
il , soit Trw(X) . Les formules (1) entrainent Trw(X) =N (X).din W . D'au-
tre pert, si 2 = ST - TS , Tr.(2) = O ; nous avons supposé K de caractéristique
nulle, on a donc A(Z) = 0 s1 ze © (0(2)) . Refaisant le méme calcul qu'en

L

b) on dé ontre per récutrrence que

v =xX) v
q q
ceci est vrai pour g = O ., Puis qu+1 =X Y.O Vo © [X,YO] vyt Y, qu
= h( ]_A,YO] ) vy * T, A (%) A
= h(X Vsl

puisque h s'annule sur © (()é,(z)) .

Tous les vecteurs de W sont des vecteurs propres pour & (‘7) . 11 existe
w & W qui est propre pour YO s w est oropre vour & (%’) ceci démontre le

théoréne.,

Corollaire.~ Pour gque soit résoluble, il faut et il suffit que ()(}(2) soit

nilpotente. (X wvérifiant touiours les hynothéses du théoréme 2 ) .

Le suffisance découle du corollaire 2 du théoréme 1 . Pour une revrésenta-
tion 8 quekconque de OA, , lo démonstration du théoréme 2 a montré que W est
annulé par B ( Uéz)) ; en possant successivement aux quotients comme dans la
démonstration du corollaire 3 , on voit que O est nilpotente dans V pour

yA 0(2) . D'ou le corollaire en prenent pour 8 la représentation adjointe de (g,.

Structure des motrices représentant une algdbre résoluble.

Le corps K satisfait toujours les hypothises du théoréme 2 . Les formules

(2) et la définition des v, montrent que 8 , sur U, ala forme : Xij =0
pour i>j , Xii = A(X) . Par passages cux quotients, on obtient pour
0(x) =X, xe¢ (g, , les conditions :

Xij =0 pour i > J
Xj3 = M) pour pe <1 Cpgy
Xi,j quelconque pour i< j .

1]
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Appendice, Dimonstration globele du théoréme 2 .

Soit G un groupe connexe opérent dans V , espace vectoriel sur le corps
ieme

€ des complexes. DG désignera le p groupe dérivé de G ; DG est le grou-

pe des commutateurs de G , i.e. le sous-groupe engendré var les Xy x-l y—l

quand x et y parcourent G ., G connexe entraine DG connexe (car 1'ensemble
tout d'abord,

S des commutateurs est connexe ¢ G x G est connexe et l'application (x,y)

-—> Xy x-l y—1 continue. Ensubmte si Sn est l'ensemble des produits de n
éléments de S il est connexe corme image de G° par (xl _— xn) —> X Xy e
X, . Enfin ee Sn pour tout n et S est la réunion des S_ donc S est
connexe). S'il existe un entier p tel que DPG ={e} G est dit résoluble et

. p s'avpelle 1o hauteur de G . Si G est de hauteur O c'est-a-dire réduit 2
{e}- le théoreme est vrai. Raisonnons par récurrence sur la hauteur de p autre-
. ment dit supposons qu'il existe ve V tel que h.v :;&_(h).v pour tout h € DG ;
7xﬂh) est alors un caractére de DG . Soit 'V)( 1l'espace des v tels que
hov=x(h).ow. Ona, si ve Vf( et ge G, en posant w = g.v : hw = hgw =
g(g'1 hg).v = g(};(g-l hg)).v = ?g(g—l hg).w ce qui peut s'écrire g Vx = Vi

Les caractéres intervenant sont en nombre fini, ?<g dévend -continfiment.de g et
G est connexe, donc g.V?( = V?C . Comme la représentation est irrdéductible

V= %K. et donc DG n'agit que par homothétie ; on & det(h) = }:(h)n (n, di-
mension de V) et , puisque heDG , det(h) = 1.?(ﬂh) est donc une racine de
1'unité qui ne peut &tre que 1 , DG étant connexe, tout v & V étant invariant
par DG , on en déduit une représentation de G/DG dans V , or G/DG est deé
hauteur 1 , c'est-a-dire abdlien et le théordme est vrai dans ce cas.

C.Q.F.D,




