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Séninaire "Sophus LIE"
E.N.S., 1954/55
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Exposé n® 24

SUR. LES SOUS-GROUPES ABELIENS
DES_GROUPES DE LIE COMPACTS

(Exposé de J.P. SERRE, le 7.6.55)

1.~ Les groupes de type (MP)

Nous avons étudié dans 1'exposé précédent‘les sous-groupes abéliens
conncxes dtun groupe de Lie compact G et nous avons démontré qu'un tel
sous-groupe est toujours conjugué par un automorphisme intéricur & un sous-
groupe d'un torc maximal fixé une fois pour toutes. De plus, si T est un
tore maximel de¢ G , il ne peut étre contcnu dans un sous-groupe abélien -
connexe ou non , strictement plus grand. Par contre, il peut exister des
sous-groupes abélicns d'un groupe de Lic compact qui ne sont pas contenus
dans un tore maximal, l'excmple le plus simple étant le sous-groupe des
nmatrices diagonalecs du groupe orthogonal SO(3) , qui ne pcut dtre plongé
dans un tore meximal, car un tel tore est l'enscmble des rotations laissant
fixe une droite donnée. Nous allons démontrer selon Borel et Serre un résul-

tat partiel, & savoir qu'un_sous-groupc abélien d'un groupe de Lie compact

cut _&tre plongé dans lc normalisateur d'un tore. Pour cela, nous allons
pew £ s

by

Gtre amenés & étudier des groupcs d'une espéce un peu plus générale que les

abéliens, & savoir lecs groupes qui vérifient la condition suivente :

(MP) Lc groupe topologique A posséde unc suitc de sous—groupes invariants

1
tientg Ai/Ai+1 gtant isomorphe & un tore & une dimension ou & uh groupe

fermés Ay =4 >4 > Ay >0 2 An:? A= (e) , chacun des groupes_guo-

cyclique Zn d'ordre n fini,

Une téllc suitc de sous-groupes est dite semi-principale. Il est clair
qu'un groupe (MP) cst un groupe de Lie compact résoluble, et que s'il est
connexe, il est abélien car son algdbre de Lie étant réductive est somme
d'unc 2lgdbre abélienne ot d'une 2lgdbre semi-simple donc ne peut &tre
résoluble suns Stre abélicnne ; par contre tout groupe résoluble fini n'est
pas nécessairemont‘(MP) (prendre le produit semi-direct de Zy + I, par 23 ,
Z3 pernutant circulairement les éléments # O. do 22 + 22 s qul
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nevposséde_aucun sous-groupe invariant cyclique)

Propositich 1 ¢ 8i G gst un groupe (MP) , il _en est de néme_de tout

soug-groupe fermé et de tout groupe guotient séoard de G si H et G/H

sont des groupes (MP) et si I est contenu dans lc centre de G , alors
G egt un groupe (IMP)
est

Remarquons tout d'abord que si un groupc topologique A isomorphe a

un tore 2 unc dimension ou & un groupe Z. s il on est dec méme de tout sous-
groupe fermé ot de tout groupe quoticnt géparé dc A . Soit donc G un
groupe (MP) , H un sous-groupe fermé ct {Gi% unc suite semi-principale. ;

on obtient alors une suitc scmi-principale de H en posant ¢
I d

Hi = G. NH car H./H. est isomorphe au sous—groupe'ferme
Hy + l+1/G de G, /G1+1 (car H; est compact) donc isomorphe & un

tore de dinension 1 ouun Z . Si H est invariant et férmé, posons
-0 - = 074 & s P o o
= G/H et Ky = Gy + H/H = Gi/‘i ~AH (ecar G, est compact) ; los K.

sont des sous-groupes invariants fermés de K ot Ki/Ki+1 est igomorphe
. 3 : s mensi £3 .
Gi/(Gi+1+ H) \G; donc & un tore de dimension 1 ou un 2 . Enfin si H
est un sous-groupe central de G qui soit de type (MP) on obtient une
suitc semi-principale de G en complétant une suite semi-principale de H

par l'image réciproque dans G d'une sulte semi~-principale de G/H .

Corollaire : Un groupe de Lie compact nilpotent (en particulier abé-

lien) est un groupe (MP)

Un groupe de Lie compact nilpotent se construit par extensions, centra-
les successives, ¢t nous sommes donc ramcnés & démontrer le corollaire
lorsque le groupe ecst 2bélien, c'est-a-dire produit dircct d'un tore et
d'un groupe abélien fini. Dwms ce dernier cas, d'aprés le théoreéme de struc—
ture de groupcs finis, il est produit direct de tores 4 une dimension et de
groupes cycliques finis, ¢t comme il est abélien, on a affaire & des exten-

sions centrales, ce qui montre que le groupe en question est bien (MP)

Proposition 2 : Un_groupe topologicue G guil vérifie 1o condition

(MP) ot qui n'est pas réduit & 1'élément ncutre, conticnt un sous-groupe

invariant cvclique d'ordre premier.

§G1§? gtant cn offot une suite semi-principale de G, Gn est un tore

de dimension 1 ou un groupe cyclique fini. Duns les deux cas; le sous-groupe

des éléments d'ordre p premicr de Gh est un groupe cyclique d'ordre P
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pourvu quec dans le sccond cas p divise l'ordrc de Gn ; sous-groupe qui
est invariant par tout cutomorphisme de Gn , donc en particulier invariuznt

dans G , et ceci prouve la proposition.

2.~ Les automorphismes d'ordre premier d'une algdbre de Lie.

Le résultat que nous allons démontrer mxintenant est un résultat pré-
liminaire qui nous servira dans 1la démonstrotion du résultat principal de
cet ecxposé.

Soit K un corps de caractéristique O et %; une algebre de Lie de

dimension finie sur K

Pronooition 3 ¢ Soit o un automorphisme de (g dont 1'ordre est un

nombra premier p et gul n'a aucun point fixe ;é O ; alors Q} est néces-

saircment nilpotente.

Soit K la cloture algébrique du corps K et (;j 1'algébre déduite
de 05 par extension_du corps des scalaires de K a K_; o~ étant prolon-
gé par lindarité 2 d , les po_':Ents fixes de o dans (,E sont combinaisons
linéaires & coefficients dans K des points fixes de o~ dans ((' , done
si o n'a pas de point fixe # O dans O} ; elle n'en a pas non plus dans
({3 . De plus si OJ est nllpotonte, il en scra de méme a fortiori de @ s
donc on voit qu'il suffit de démontrer le théoréme lorsque K est algébri-

-quenent clos.,

Dans ce cas, pous désignerons par U, 1lc sous-espace de (] défini
par 1'équation o (x) ? X §’des1gn1nt une racine p-iéme de 1l'unité
primitive ¢t i un entier. Comme 5 =1, (%i ne dépend que de la classg
de 1 mod. p ot 1l'on peut considérer que l'on 2 une décomposition en

somme directe de 1'espace 03 soit Oj > (%}i . L'hypothése que o~ n'a

1FZp

pos de point fixc non nul signific C}O = (0) et comme
C‘([nyj) = [U-(X)sm(y)] s O Q [le}i ’ CZJ] C Ug'i_‘_j

On va tout d'abord montrer que si x € U} 5 ad x est nilpotent. En
effet, on peut supposer que i I * O mod p car %O = (0) ; par suite adkx
applique % dans (/(SJ. i et conme kp est premier, on peut trouver un
k tel que j +ki =0 mod p donc ad x, (§ < C}O (0) ce qui prouve

bien que ad x est nllpotcnt

Si 1l'on considere maintenant deux éléments de (] , soit x ¢ dk

e . " ’ ‘ n s + °
y OAJ s L'opérateur (ad x o ad y)* envoie %{ dans Ojk+n(i+j) 3



24-04

si i+ j;é O mod p on peut trouver un n tel que k + n(i+j) = 0 mod p
donc tel que (ad xead y)n soit nu%t; sinon, i.e. si i + j =0 mod p ,
clest que [x,y] € %go donc est nﬁi’éar suite ad x et ad y commutent ;
comme ils sont séparément nilpotents, leur produit est nilpotent. Dans tous
les cas ad x o ad y est nilpotent ce qui prouve que B(x,y) =

= Tr(ad x o ad y) = C pour x E(gi et y ¢ i;j ; comme B est bilinéai-
re, il en résulte qu'elle est identiquement nulle, donc d'aprés le critére
de Cartan que %l‘est résoluble.

On va en déduire que Q} est nilpotente. En effet, il résulte du
théoréme de Lie que si b est une algdbre de Lie linéaire résoluble,
l'ensemble des éléments nilpotents de b est un sous-espace : en effet, il

existe une suite de sous-espaces (0) =’V0 C V1 C... <y = V de 1l'espace
V ol agit b tel}e que pour v €V, onait hv=z Ai(h)v mod V; ,

pour tout les h ¢ b et ‘Ai étant une forme lindaire bien définie sur b .
Les éléments nilpotents de b sont évidemment caractérisés par les condi-
tions Xi(h) = 0 conditions qui sont linéaires. Revenons au cas de CZ

et considérons sa représentation adjointe : ad x est nilpotent lorsque x
est dans 1'un des sous-espaces 951 , donc pour tout x 6(& puisque qg

est somme des %i . ¢.Q.F.D.

3.~ Le théoréme principal.

Clest le théoréme suivant du & A. Borel et J.P. Serre @

Théoréme 1 : Soit G un_groupe de Lie compact et A un sous-groupe
G vérifiant la condition (MP) . Il existe alors un tore maximal T

518

G tel que A psoit contenu dans le normalisateur N de T dans G

Dire que A est contenu dans le normalisateur d'un tore T signifie
que les automorphismes intérieurs de G définis par les éléments de A
conservent T , ou encore que le sous-groupe ad A de ad G conserve une
sous-algebre abélienne maximale de Cg . Nous allons donc nous ramener

la situation suivante :

A est un groupe d'automorphismes d'une algébre de Lie Cg d'un

groupe compact: et 4 vérifie la condition (MP) et 1l'on va montrer

que sous ces conditions, il existe une sous—algébre abdlicnne mpuximalo dc(g
invarionte par A .

(pour faire cette réduction, on s'appuie sur le fait que le quotient d'un
groupe (MP) est un groupe (MP)) .
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Nous raisonnerons par récurrence sur la dimension de q . On sait que
U‘f_ est produit direct de son centre % et d'une sous-algébre semi-simple
’; A conserve 3 et %' qui est l'algebre dérivée de 0] , donc si
3 # (0) dim %/( dim ()é et A conserve une sous-algébre abélienne maximale
de OJ«’ et en faisant le produit de cette sous-algebre avec } , on obtient

une sous-algeébre abélienne maximale de q invariante par A .

On peut donc supposer Cg semi-simple. Ecartant le cas trivial oh A
est réduit & 1'élément neutre, on voit par la proposition 2 que A possé-
de un sous-groupe invarient cyclique d'ordre premier p . Soit o~ un géné-
rateur dgééus—groupe. La gous-algébre (1}1 des éléments invariants par o-
est différente de t'? et d'aprés la proposition 3 elle est différente de
(0) car une algdbre semi-simple #Z (0) ne peut &tre nilpoténte. % est
steble par A car si x 6(21 et aé& A ; ona
o (a(x)) = a(a—%r‘ a)(x) = a(x) car 2 -8 est une puissance de o= done
laisse x € J} ; Ainvariant. Or Cg 1 ©st une sous-algdbre d'une algébre de
Lie compact, donc elle est elle-méme l'algébre de Lie d'un groupe compact
et A induit un groupe A' d'automorphisme de (/}1 . A' wvérifie la con-
dition (MP) d'aprés la proposition 1 et dim O{(/’l < dim Cg ; on peut donc
appliquer 1'hypothese de récurrence 2 1 et A' : il existe donc une
sous-algébre abélienne maximale de 09'1 stable par A' donc par A . Soit
A cette sous-algsébre et 0}2 la sous-algébre de 0] formée des éléments
qui commutent & tous les éléments de 4 WV, est différente de % car le
centre de (ﬁ est (0) , elle contient 4 | elle est stable par A puis-
que /ft l'est et enfin, toute sous-algébre abélienne maximele de q qui -
contient 4 est contenue dans » car elle commute nécessairement & 4
donc [g, ot (/}2 ont méme rang. A induit dans %2 un groupe A"
d'automorphismes qui vérifie la condition (MP) et dim ?2 < dim QJ ; par
suite o contient une sous-algebre abélienne maximale 4" invariante
par A" , Comme (} et %2 ont méme rang *- est aussi une sous-algebre
abélienne maximale de /4 et elle est invariante par A , Ceci achéve la

démonstration du théoreme.

4.~ Applications du théoréme.

Nous allons chercher tout d'abord les tores maximaux T du groupe
U(n) des matrices unitaires de degré n . Toute représentation lindaire
complexe du groupe abélien compact T est somme directe de représentatioms

de dimension 1 , autrement dit, tout sous—groupe abélien de U(n) est
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conjugué 4 un groupe de matrices diagonales : le groupe des matrites dia-
gonales est donc un tore moximel T de U(n) . Soit N le normalisateur
de T dans U(n) ; si D est une droite invariante par T et si ne N,
n transforme D en une droite D' invariante par T car t.D' =

= n(n—ltn).D =nD si t €T (noter nnltn €T) ; or les seules droites
invariontes par T sont les axcs de coordonnées et par suite si ey sont
les vectours de base, toute n €N est de lo forme e; — Aiear(i)

( Ai scalaire de module 1 et ¢~ permutation de 1'intervalle [1,n] ).

Les matrices de cette sorte sont appelées monomiales.

Soit G un groupe (MP) et P une représentation linéaire de dimen-~
sion n de G autrement dit un homomorphisme de G dans U(n) (car G
est compact et toute roprésentation de G est équivalentc & une représen-
tation unitaire). D'aprés le théoréme 1 p(G) sc plonge dons -un sous-
groupe conjugué de N , autrement dit, on peut choisir une base de 1'espace
de représentation par rapport & laquelle les opérateurs f(g) alent des

matrices monomiales. Donc :

Théorsme 2 (Blichtfeld) : Toute représentation linéaire de dimension

finie d'un groupe vérifiant la condition (MP) est _équivalente & une repré-

sentation par des matrices monomiales.

Ceci s'applique en particulier aux groupes nilpotents finis et aux
p-groupes et dans ce cas on obtient un théoréme bien connu., Il y a d'ailleurs
des groupes qui ne sont pas (MP) et qui vérifient lec théoréme (exemple le

groupc cité en 1 ) .

Pour terminer, donnons quelques applications au p-rang des gfoupes

de Lie compacts. De manidére générale, on appelle p-rang d'un groupe G

le plus grand entier m fini ou non tel que G contienne un sous-groupe
isomorphe & (Zp)m s P étant un nombre premier. On désigne le p-rang de
G par gp(G) . On o pour tout groupe G et tout sous-groupe H invariant
les inégalités
£ ) <€) ¢l H
o £ L@ &4 m + d (e/n)

le premiérc de ces inégalités est évidente, tandis que la se%o?gﬁ résulte
p 3

de ce que si A est un sous-groupe de G isomorphe & (ZD) AN H
est de la forme (Zp)m avec m é’EP(H) et A/ANH est de 1a forme

(Zp)n avee n < QP(G/H) et m+n = KP(G) .
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Si & ost un groupe de Lic compact, le théoréme 1 montre immédiszte-

ment quc G et K ont méme p-rang et par suite comme N/T eost isomor-

phe 2u groupe dc Weyl, on a
Lm e ctm e Lw

f (T) n'est autre que la dimension dc T , i.e. le rang usuel de G ct
comme W ost un groupe de transformations linéaires orthogonales de degré

, on 2 comme on s'en convainct aisément QP(W) & b2 st p#2 et

22( W) £ donc

1<y ,(0) < (3/2)4 si p#2

Yszp(c)é 24 si p=2

5.~ Remargues finsles.

o) Jacobson a démontré récemment que l'hypothése'qﬁe K est de carac-
‘téristique O est inutile pour la validité de la proposition 3 (Proc.
Amcr. Math, Soc. 1955 , n® 2) '

b) Nous avons utilisé dans la démonstraotion du théortme 1 le fait
suiv-nt ¢ si q} est une algébre de Lie sur le corps des récls et s'il
existe un groupe de Lie compact ayant (% pour algébre de Lie, toute sous—
clgébre de Lie }) de U} est 1'algdbre de Lie d'un groupe compact., La

démonstration de ce fait reposc sur le critére suivant :

Pour que 1'algebre de Lie 0t de dimension finic sur le coryg des
W

réels soit 1'algdbre de Lie d'un groupe compact, il fout et il suffit

gu'il existe sur Q} unc forme gquadratique définie positive .f invariante,
ice. f£(x,ly,z]) = £([x,y], 2)

C'est nécessaire, car si Q} est 1'algebre de Lie du groupe compact G

la représentation'adjointe du groupe compact G dans Q? laisse invariante
une forme quadratique définie positive, et comme 1'algdbre de Lie du groupe
orthogonal se compose des matrices antisymétrigues, il en résulte.bien que

f est invariante au sens donné ci-dessus & ce mot.

Clest suffisant, car l'cxistence de f implique évidemmeht que tout
idéal de Q} admet un idéal supplémentaire, & savoir 1'orthogonal pour f
et par suite que la représentation adjointe de qy cst complétement réduc-
tible, Qy est donc réductivc ct par suite somme directe d'une algébre

abélienne et d'une algébre semi-simple. Une algébre de.Lie abélienne est
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1'algébre de Lie d'un tore qui est un groupe compact. Reste done & examiner
le cas ol qg ost semi-simple. Toute dérivation de ()} étant intérieure, le
groupe adjoint est la composante connexe du groupec des automorphismes de Q}
donec c'ecst un groupc lindaire fermé, donc compact puisque f est une forme
quadratique définie positive invariantc par ce sous-groupe. L'algébre de

Lie de ce groupe compact est alors 4? , c¢c qui prouve notre assertion.

¢) Lc p-rang d'un groupe de Lic compict cst fini d'aprés‘les inégali-
tés du n® 4 et il est ~u moint égal au rong usuel. Il y a des cas ol le
p-roug peut étre strictement plus grand que lo rang, par cxemple si G est
lc groupe S0(n) des matrices orthogonzles unimoduliires de degré n , Ie
rong de G est 1la partie entidre de n/2 , tundis que los 2-groupes abé-
liens maximaux de S0(n) sont conjugués au groupe des matrices diagonales
(cyant des * 1 sur cctte diagonale et un nombre pair de - 1 puisqué
det g = 1 ) done le 2-rang de S0(n) waut n - 1 . Borel et Serre ont
montré que si EP(G)>xQ , le grcoupe d'homologie de G & coefficients
entiers o une composante p-primaire non nulle, le groupe adjoint de

S0(6) mcttant la réciproque en défaut.




