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Exposé n° 21

THRORIE DES CARACTERES ITI.
CARACTIRES DES GROUPES COMPACTS.
(Exposé de P, CARTIER, le 17.5.55)

1.~ Produit de convolution des distributions.

Une distribution sur une variété indéfiniment différentiable orienta-
ble V est une forme lindeire continue sur 1'cspace QD(V) des fonetions
de classe C™® a support compact. On sait définir le support d'une tclle
distribution et prolonger de maniére bien définie une distribution & sup-
port compact en une forme lindaire continue sur l'espafe &(V) des fone-
tions de classe C&° quelconques. Deux exemples de distributions & support
compact sont les suivants : si p €V , on pose <f ,d > = f(p) pour
fe (g(V) ;3 si X est un vecteur tangent en p a V, c 'est par défini-
tion une forme lindaire sur & (V) vérifiant X(fg) = X(£)glp) + £(p)x(g) ;
8 et X ont leur support réduit au point p .

P

00

Soient V, , V, et W trois variétés de classe C

application de classe C° de .Vl X V2 dans W ; si T1 et T2 sont des

et (P une

distributions & support compact situées respectivement sur Vl et Vé , on
définit une distribution S = T] * T2 sur W appelée produit de convolu-

tion des ’Ti par la formule :

[‘ .
(1) '/,/f(w) "ds(w) = }/f(‘p(vl » Vo)) dTy(v;) aT,(v,)
L "”»/

On voit tout de suite que SVi et 5\ ont Sk?(vl , v2) pour produit
o)

de convolutlon et que la convolution de X (vecteur tangent) et Qe c>v2

est le vecteur tangent & W image de X par 1'application '

v, —s q»(v1 R v2) de V, dans W .

Une forme linéaire continue C sur l'espace des formes différentiel-
les extérieures de degré p s'appelle un courant de dimension P ; on peut
alors comme plus haut définir le produit de convolution des courants,

C, * Gy étant de dimension p; +p, si C, est de dimension p; 5 une

fonction f de classe C° définit un courant de dimension n égale & la



21-02

dimension de V par < f , w> = Jﬁfcu donc on peut définir le produit de
convolution d'une fonction f de classe COO sur Vé ct d'une distribu-

(&3

tion sur V, , le résultat étant un cowzwll. sur W .

Soit G un groupe de Lic et V une variété sur laquelle G agit 2

gauche de manidre différentiable ; on notera g.v le transformé par g

du point v e V. Les applications (g , h) —s gh ct (g, v) — gv

de GxG dans G et G xV dans V respectivement permettent de défi-
nir deux sortes de produit de convolution, On vérifie immédiatement la bili-
néarité ot 1'associativité de la convolution de sorte que l'ensemble C(G)
des courants & support compact de G devient unc algébre et C(V) un
modulc & gauche sur C(G) . Si T est un courant, 5‘ désigne l'image de

T par la symétric x —s ¥ . de G . L'algdbro de lie (f dc G ost
l'cspace tengent & 1'élément neutrc ¢ de G, muni de la loi de composi-
tion [X s Y] = XxY - ¥xX (convention différente de celle de Chevalley,
elle permet de démontrer que 1'algébre de Lie du groupe linéaire se compose
des matrices d'ordre n avec la loi [X , Y]=XY - ¥ ot non =YX - XY )
Si Xe O ', on a X=-X: en effct, on a L= e done la composée
des applications x —s (%, 1) et (x 5, ¥) —s xy est constante et
les applications infinitésimales correspondantes sont X —s (x, i)_ et
(X,Y) —s X+Y donc Z+X=0,

Soit g € G et f une fonction de classe C® sur la variété V ob

opére G ; pour toute forme différontiolle. w sur V de degré maximum, on
a < Sg xf ,w> = jrf(v) w(g.v) = }nf(g—l.v)cu (v) done Jé x T

est la fonction v —3 f(g ".v) . Par un calcul analogue, on voit que si

Xe A s (X *x £)(v) = <X f(g—‘l.V)> = <}\(Ig , f(gv) > ; en particulier

g H
si V=G, lavaleur en e de X x f est égale & < % , > ==X, £
et §g x £ est la translatée & gauche de f par g ; on a des résultats
analogues -pour les convolutions & droite. En vertu de 1'associativité,
f—ws X xf estun opérateur de dérivation invariant par les translations
& droite done définit un champ de vecteurs tangents invariant & droite dont
la valeur en e cst -~ X . Revenant aucas oi G#AV , f-—> X xf est
encore un opérateur de dérivation donc définit un champ de vecteurs sur V ,
champ dont la valecur au point v est le vecteur tangent image de X par

la différentielle de l'applicatibn g —> g—l.v .
Enfln,' si fe& (G) ona <c‘S\hx X % Sh_l,f> :J(fff(glgzgydgh(gl)
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dX(gz) dé‘h_l(gB) = )f(hgh"l) dX(g) = <adh . X , £ > done adh . X =
§ %X x 8 -1 -
: n

h
2.~ Formules d'intégration de H. Wcyl.

Soit G un groupc de Lie connexe compact semi-simple, i.c. dont
ltalgdbre de Lic () cst semi-simple. Soit b une algébre de Cartan de Q}
et H lc sous-groupe de G correspondant ; nous anticipons ici les résul-

tats suivants qui seront démontrés & 1l'exposé 23 :

H est un gous-groupc abélien fermé (donc_compact) maximal dc G ;

tout élément de G est_conjugué par un sutomorphisme intéricur 3 un

élément de H ct si N ost le normalisateur dc H dans G, N/H est

isomorphe au groupe de Weyl de %?4.

H est un groupe de Lic abélien compact connexc, il est donc isomorphe
au tore Tr (r = dinm h ) et par suite l'exponentielle est un homomérphisme
de ) , considéré coéﬁo groupc abélicn, sur H ; tout caractére de H
i.e,/tout homomorphismc continu de H dans T est alors de la forme
eMh) = o%(H) si h=-expH. ma & .el' =6 et & =&
comme on le voit tout de suite ; de plus si P V) est une rcprésentation
linéaire de H de dimension finie ot de la représentation de b corres~
pondante, ¢ et df sont complétement réductibles puisque H est com-
pact et toutc représentation irréductible est de dimension 1 puisque H
est abélien ; donc V est somme dirccte des Vy , v E_VA signifiant
df(H)v = AM(H)v ou encore puisque p(exp H) = exp dﬁ(H) s fp(h)v = eMh)v
(heH et Hely ). Enpartioulicer si E, ¢ 4% , ona ad h.E, = eu(h)Eo( .

Puisque tout élément de G ost conjugué 2 un élément de H , l'appli-
cation (g , h) —> g'hg"1 de GxH dens G a G tout entier pour ima-
ge ; si on remplace g par gh' , on ne change pas ghg~1 donc on peut
définir une application f de G/H x H dans G per f(p,h) = ghg—1 si
p est la classe de g modulo H . Un élément de G cst dit régulier si
la multiplicité de la valeur propre 1 dc ad g vaut r ; pour un élément
h de H ceei signifie o¢(h) # 1 pour toute racine o non nulle, par
suite 1l'ensemble decs invariants de ad h dans QK est égal 3 b , done
H est le composante connexe de e dans le centralisateur de h . Enfin,
l'enscmble des éléments régulicrs de G est invariant par les automorphis-

mes intérieurs de G (et mlmc par tous les automorphismes dec G ).

Un élément régulier dc G est donc conjugué & un élément régulier de
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H et comme los éléments réguliers dc H sont denses dans H , les é1lé-
ments régulicrs de G sont denses dens G . Soit p = ghg_1 régulier ;
pour que p = g'h'g’—l , il faut et il suffit que si k = g'—lg , on ait
khk—1 =h' € H; coomc h ot h' sont régulicrs, ad k conserve H qui
cst la composante de 1'unité du centralisatcur de h ou de h' , done

k €N ; N/H cst isomorphc & W qui est d'ordre w , donc il y a oxacte-
ment w classcs mod. H tclles que ghg—1 €H et G/H x Hr est un revé-
tement d'ordre w de G, (Gr ensemble des éléments réguliers,
H,=HNG, ) 5 enfin, pour qu'unc fonction sur H, soit la traco d'une
fonction sur Gr invariante par les automorphismes intéricurs (ou commc on
dit "centralc") il faut et il suffit qu'elle soit invariante par le groupe
de Weyl.

P=G/H, p est la classe H ; ltapplication canonique g ——> &P
de G sur P applique u} sur 1'cspace T(p) tangent & p , le noyau se
composant de b , par suitc si {Ed ) Hi} ost une base de Weyl de 1'al-
gebre ’ch complexifiée de O} , les imoges T, dos E, dans T(p)
forment une base de T(p) . Comme -o& est racine cn mlme temps que & ot
que ad h By = e¥(h)E, , il en résulte que le multivecteur tangent </x\ T,
en p est invariant par les opérations de H dans P , donc comme H est
lc stabilisateur d¢ p dans G 1l existe un champ S de multivecteurs
tangents & P et un seul invariant par les opérations de G , & savoir si

q = g.p on lui fait corrcspondre lc multivecteur gg * o/<\ Tm .
Soit k = ghg‘1 et Ti(h) le vecteur gh » H, tongent en h a G,

q=g.p et Sg * T, une base dc 1'espace tangent T(q) . gg * Ta( est
1'image de Sg x E, par la projection de G sur P , donc 1l'image par
f de ce vecteur considéré comme vectour tangent & P x H en (q,h) vaut

alors : e

() ngE“xghng1+(S\gxghx(SgXEd)

- 5 i}
é‘1{5«(/gh—]_5'€E<)(5'(é\hg--_‘]_) Sk* Sg*Ed* Og...]_

gk x (adgh™* E, - adg By ) = (¢ (h)-1) Sk x (adg B )

et de méme 1l'image par f de Ti(h) considéré comme vecteur tangent &
P xH vaut Sg x &, H x 5g-1 = Sk x (adg. H;) . Soit R le multivec-

teur tangent en (q,h) & P x H produit extériecur des é\g x T, et des
Ti(h) ; l'image de R par f vaut donc
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Sk * (N E, " N E )TT(e¥(h) - 1) ... car ad g est unimodulaire.
X i 1 o
Si 1'on prend la base de (@* duale de {EO(, Hi} soit ;E;(, H{E,
g —> 5g x (N E&~/\ N\ Hi ) est une forme différentielle de rang maxi-
u i

mum invariante & gauche et d'aprés la forme de l'image de R par f ,
1'image réciproque de cette forme différentielle vaut
Li (Ed (h) - 1) s* A (<§h ¥ A\ HY ) (S' forme différentielle avec
i
(s , S'> = 1 sur tout P ) d'ol les formes différentielles invariantes
définissant des mesures de Haar, & un facteur constant multiplicatif prés
(nécessaire si 1l'on normalise dg et dk de sorte que J,dg = “gdh =1,)

(3) yf(g) ag = vt BUCHORIR j £(ghg™") a(g.p)
* P

=w ”15 1T (e (h) -1) dn 5 £(ghe™’) g
H G

La derniére intégrale prise sur P ou sur G a méme valeur d'aprés la

théorie des espaces homogénes car 5ﬁdh =1,

Pour celculer la constante restée indéterminde, on fait f(g) = 1 ;

donc cette constante vaut w( S‘ZI (e* (h) -1) dh )—1 . Or
(4)  T(eX(n) -1) = TT (6% (n) -1)(e™* (n) -1) = D(n) D(W)
& D( Ar0

. R , —— ,
si D= || & - 2 car "% (n) = ¥ (n) ; d'aprés les résultats de
x>0

1'exposé 19 (applicables parce que eA+/A= e .e) , ona D ::E:detc*ér'f .
_ o
tenant compte des relations d'orthogonalité des e‘% s on voit que
‘ 2
S!D(h)' dh = w et que la constante de normalisation dans (3) vaut 1 .

Dans le cas d'une fonction centrale, la formule (3) se simplifie :

(5) jf<g>= f D(h) DR #(n) ah /u

3.~ La_méthode de H. Weyl pour la recherche des carscteéres.

Nous allons exposer d'aprés H. Weyl comment on peut retrouVér les
principaux résultats de la théorie des représentations lindaires des groupes
. de Lie compacts semi-simples par voie globale. Pour le reste de ce paragra-
phe, nous n'assumerons aucun des résultats des exposés 17 & 20 sauf les

lemmes des 2 premiers paragraphes de l'exposé 19 .

Soit PG 1'ensemble des formes linéaires sur b qui se prolongent en
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caractéres e de H: si (@, V) est une représentation linéaire de

dimension finie de G , sa restriction & H se décompose V = 2__ V,\ et
A :

M€ PGr ; réciproquement, si A ¢ PG , € A définit une représentation de
dimension 1 de H et une telle représentation est contenue dans une repré-
sentation de G d'apres T.L.G. prop. 4 page 191. Donc P, est 1'ensemble
des poids de G par rapport & H .

Si By € (J}d , ona df’(Eo()Vh € V,,x donc le sous-espace

N (somme étendue & tous les entiers) est invariant par dp (x) si
) A

X = -'-L‘—-(E +E0<) et aussi par p(exp X) = exp dQ(X).Onavu
V2 | ol ‘

4 1l'exposé 16 que :

(6) ad X.H:H—~20((H)H('x,/<o< s % D> = 8, WH

paf.‘suite si x=-expX e he€eH, ona za.dx:eadX et xhx =8, h
a1

(O(X)F(SO( h)v =

So( (h)()(x)v done P(x)v est de poids S, ) et l'enscmble des poids

>V
k

d'ol si v appartient au poids A , F(h)p(x)v

de V ast invariant par le groupe de Weyl ; mais de plus F(X)VF— Z v,

A +kox
donc S, A est de la forme M+ ko et on a prouvé que 2< N ;&> /<°( » o>

est un entier. Il en résulte que PG est contenu dans 1l'ensemble P des
formes A sur b telles que 2 <M\, o> /< «, = > so0it un entier
(ef. exp. 19).

Posons X(g) Tr({)(g)) et my =dim Vy ; comme f‘(h) est un

scalaqudans Vy ,ona Y (ln) = }_ m A(h) . D'aprés ce qu'on 2 vu

plus haut P(x) échenge les sous- espuces de poids ) et So(,\ donc
my, =mg )\ .et par suite Z: m, e' = X est une série trigonométrique

& coefficients entiers pos1t1fs invariante par le groupe de Weyl. D. X est
alors antisymétrique et 1'on a D. X = Z ap Q. eM ; les séries Q.eM

. . ' \
distinctes n'ont aucun terme en commun donc a/,A est le coefficient de e

dans D.)( .donc un ertier puisque D et X sont & coefficients entiers.

~
Par ailleurs (T.L.G. page 188 prop.2), on sait que JIX(g)]zdg =1
soit d'apres la formule (6) :

M 1= {1 - u (1oyl® an= (| L a, Q.e}"!z an

Les séries Q.e” distinctes n'ont pas de terme en commun et les el sont

deux & deux orthogonaux car ce sont les caractéres du groupe compact H ,
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done ces séries sont deux & deux orthogonales et comme

Qe =7 dete M 5 | Q.eft |%an = 3 (dete)® = w . Finalement de (7)
<= o

on tire o laMlQ =1 . Comme les a, sont des entiers il en résulte
/

M
)A
qu'un des Ay est égal & ¥ 1 et les autres sont nuls. Ceci a les consé-

. . , . N+ . . .
quences suivantes : ){ ost égal & Q.e P/Q.ef au signe pres, mais ce

signe doit étre + car le plus haut terme de Q. e'l\+f>/(;2.9(7 est eA (si 1'on
suppose,ce qui est loisible, que A (H;) > 0 pour tout 1) et son coeffi-
cient est pogitif ainsi que le coefficient de eA dans ?( . De plus sur

la formule donnant X ; on voit que m, =1 donc que le plus haut poids

ost de multiplicité 1 et comme les formes linéaires o ( A+ e) sont de la

forme N +€+ Z Py oy ol les 12 sont des entiers et que les formes

o p sont du type e Z q; Ay avec des enticrs 9 » il en résultc que

les poids de V sont de la forme A+ Z ms o 4 ou les my sont _entiers.
Enfin il résulte des relations d'orthogonalité des caractéeres que deux

représentations irréductibles inéquivalentes ne peuvent avoir le méme carac-

tére, donc que les représentations irréductibles de G sont carsctériséss

par leur plus haut poids.

Nous 2llons montrer que pour toute /N € PG N P* , 11 existe une repré-

sentation de dimension finie de G admettant A pour poids maximal ;
supposons en effet qu'il n'en soit pas ainsi pour une certaine A ;s le
quotient de Q.e/\+P par Q.el est une série trigonométrique finie d'aprés
l'exposé 19 et représentc donc une fonction invariante sur H , donc se
prolonge en une fonction k!—f sur G continue et invariante par les auto-

morphismes intérieurs. Mais il résulte de ce qui a été dit plus haut que

A+p P A+ p . | ,
Qe /Q.el et Q.e¢ 1/Q.ef sont orthogonales si A # A , donc que
Q. eAw/Q.ef' est orthogonole & tous les caractéres ; mais d'autre part,
d'aprés la proposition 2 page 212 de T.L.G. il existe une combinaison
linéaire finie de caractdres Xi tcls que lkp(g)— > aixi(g)l < & .

Multipliant par g5 et intégrant, il vient que pour tout & >0 , on a
2 , N ‘ .
j‘ \P(g)‘ dg <§¢ d'oh finclement K!J (g) =0, ce qui est absurde.

Finalement, nous avons retrouvé la plupart des résultats de 1la théorie

infinitésimale.

4.~ Formule de Plancherel pour les groupes compacts semi-simples.

Nous allons démontrer une formule qui joue un rdle analogue a la
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formule de Plancherel dans 12 théorie de la transformation de Fourier.

Pour N ePGmP+ , posons d/\ =onO <A+ E,‘X>/<fsf><> et

Xp = Q A+P/Q of . S8 f est une fonction de classe ¢® sur G, nous
nous proposons. de démontrer lo formule suivante ( /t A est prolongée en une

fonction centrale sur G )

@  fe) =X, §-<g) X\ (8 a
dtol résultera que si X A est le caractére de 1la représentation ( ¢, V/\ )

dim V/\ = X A (e) = dp en vertu des relations d'orthogonalité des cairac-

téres de G .

Les )( A sont invariants par les automorphismes intérieurs, donc 1'in-
tégrale 51‘)(/\ dg ne change pas si 1'on remplace f par f£'(g) =
§f(kgk ) dk c'xr ] f'X/\ dg = ﬁ f(kgkﬂ) X (g) dk dg =

Sf(g) )(/\ (x~ gk) dg dk = §f A4 dg et f' est invariante par les auto-
morphismes intéricurs et de classc ¢® £(e) = £'(e) ; on peut donc supposer

que f elle-méme est centrale. Dons ce cas 3

(9) Sf(g) X, (&) dg = 1/w§f(h) D(w) Z deto &M (1) an

D'autre part dans l'algébre symétrique sur lg , L'élément oﬁ >\O K est anti-
symétrique par rapport au groupe de Weyl d'aprés le lemme 1 de 1'exposé 19
donc = |

_ , 1 —
10)  deto- |1 <Awp,ud>= A oty =T | )) ,
(10) & o(>0( +p,.> MUSSAE N > d>0<o~(/\+§i), >

s

De plus soit ) €P, telle que 4N ,%x> #0 pour toute racine L # O ;
comme le groupe de Weyl est simplement transitif sur les chambres de Weyl
A est conjuguée & une ct une seule M telle que )A(Hi) > 0. PG est in-
variant par le groupe de Weyl donc M EPG ~ Pt s ce qui prouve que p(Hi)
est un entier > O donc >1, i.e. (u-p)(H;) >0 (cor p(H;) =1) . En
résumé toute ) € P, qui n'annule aucun des Hl, s'éerit d'une maniére et
d'une seule sous la forme o~ (N + ()) Ne PG np*

On a donc :

~ ’
(11) % dMXA(g) £(g) dg

-— ey sy
1/W<EO(?’°‘ >z Sf(h) B(h) I;\o At pya>
o (M+f) (nyan
- S D) A
= g T [£n) BTG <4, %> M)
car la contribution d'un terme en A est nulle si < A,¥)» =0 et sinon

chaque terme de la somme en A , 0 intcrvient une fois et une seule. D'au-
tre part, la sulte des cocfficients Ir <N ,X> est a oro:Lssance lente

done £D étant de classe C sur , la série en A est absolument



21-09

convergente et 1la transformation de la sommation est lieite. Il nous reste

3 étudier 1» distribution T = D(h)dh 7 e}‘(h)T‘ M(HY) sur H; d'aprés
1'expression de D , on 2 :
(12) 1= &7 dote 1 ) an

}«

*2__ (Z ot | IR (}A+0'. p) (1)) o an
Soit n 1le nombre des r"c1nes pos1t1vcs de (/g ;s on a alors
(13) TT’(U+$€U H'y> = 1/n! <(p+vzf) TT HiYy >
Le produit scalaire exprimint 1la duxlité entre S(h) et S(h K*) . Dans
s( ])”) le terme 1/n! Z deto ( +5,(:)n vaut Z}, “P/(n-p)! 2__ det o

a*-(fp /p!) et 5— de'bc"r(rfp)/p. est antlgymetmque par rapport au groupe
de Weyl donc d:LVls:Lble par T*o( qui est de degré n ; ceci permect de con—
ciure que le seul terme non nul correspond & p=n et quo (13) est indé-
pendant de Moet vaut I}lo(fz,(x> . Enfin Z e‘u(h)dh :ée(h) en vertu
de la formule de Fourier sur H .

Done T = wﬂ {\a,o(>& ct 12 formule (11) montre que Zd g?(l\(g)
f(g)dg qui est eg:ll 3 l/wr (f,o(} f(h)dT(h) vaut bien f(e) conformé-

ment & la formule (&) qui so trouve ainsi completemcnt démontrée: De 1la for-

mide (8) on déduit alors les conséquences usuelles : tout d'abord, on rem-
place f par f % £ (’EJ’(g) = f’-(gul)) dtoh
(19) {2(0FTelag = ;_ SX M) 2e)T(E) ae, g,
=54, m(p (g el dgl)gf,\ (&51)E7(5,) dg,)
:Z d, Tr(P,\(f)fA(f') )

((/\ ’ V ) est une ropresentatlon unitaire de dimension finie de G de ca-

N

I

ractere R)/\ et 25 (f) = 5@\ (g)f(g) dg est une 1ntegra.le vectorielle.
La formule (14) val-ble pour f ot f' de classe c® stétend au cas ou
f et f' sont de carré sommable pour dg car les deux membres sont des
fonctions continues de f et f'e L2(G) . Enfin f' étant une fonction
de classe €% quelconque sur G ‘, on tire de 1la formule (14) la formule

. . . ~ ‘ O
d'inversion suivante valable pour f de classe C °

(15)  £(e) =§ d, Tr(ey (D), @7 .




