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Exposé n® 18

THEORIE DES CARACTERES T .
DEFINITION DES CARACTERES.
(Exposé de P, CARTIER, le 19.4.55)

B

1.~ Application bécarrc dans les algébres enveloppantes.

Nous ccnsidérons une algébre de Lie O;, semi-simple sur le corps de
base K algobrlquemont clos de caractéristique O et son algebre envelop-
pante  U( Jj/) = U, On définit une rcprésentation lindaire de Ca" dans U
qui prolonge la représentation adjointe de OZ dens U(')L ct appelée encore
représentation adjointe, en posant (ad g)(x) = gx - xg=[g , x] . Les
SOUS-CSPACos U (C}) de la filtration de U sont de dimension finie ot
stables pour la rwr Sscntation ad,] ointe on vertu de la formule
(1) e, g 8y o0 gyl= 2 & g, «oo Le s gyl.es g,

(j ¢tant sefni—simple, il en résultc que lz rcpréscntation adjointe de
(/Z, dans les U_P(CZ/) est compldtement rdéductible, et qu'elle l'est aussi
dang U qui est la réunion des U (C}) « Le lemme 1 de l'exposé 7 montre
que U est somme direete de U Pet de ° s X eUl:? signifiant que x
ost annulé par tous les ad g , i.e. que x commute & (%, donc & U,
autrement dit UH est le centre de U s d'autre part UO est le sous-
espace sous tendu par les (adg)(x) =[g , x], donc il est contenu dans le
sous-espace [U , U] sous-tendu par les [x , y] (x, ¥y € U) et il lui est

méme cgal car si x = g1 8 oe» gp ’ :n a

(2) [x,y]="[ge, ... 8y s vl =12_: gy » 8,181, €81 8 IJCUO
En résumé, U est somme dirccte dc son centre 18 ot au sous-espace

{U, UJ]. On peut introduire le projecteur x —> x5 de U suwr UB

E = (yX)"i puisque xy - yx est

dens [U , U], (x byl <8 puisque X —s x7 ost un projectour ;

enfin si zéU'ﬂ et t—Z[x,y]C[U U], ona |

2t = [le 5 ,,lje [U, U] tondis quc si z'e U8 , 22' ¢ UF et coci

prouve que pour 2z €U 4 s on & (zx)b? = zx"l « Enfin si une forme liné-

aire £ sur U wérifie f(xy) = f£(yx) , e¢lle cst nulle sur [U, U] ot

done f(x) = £(x59) ot £ ost déterminée dar sa valour sur U 8 ;

parallélement & [U , U] ; on a alors (xy
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réciproquement si f est une forme linéaire quelconquc sur uh , on la
prolonge par la formule f£(x) = £(xB) en une forme lindoirc sur U véri-
fiant f(xy) = f(yx) . On pcut donc énoncer lc théoréme suivant :

THEOREME @ L'algébre enveloppante U d'unc_algébre semi-simple O}
est somme directe dec son centre UH gt du sous-espace [U , U] sous-tendu

par les {léments [x , y] (x , y € U) . La projection correspondante de U

sur U8 o les nropriétds suivontes qui sont caractéristiques :

) ()8 = ()7 (x95 = x 8
b) - (xhy) = xhyh (Identité de Reynolds)

Pour qu'une forme lindoire f sur U yérifie 1'identité f(xy) = £(yx) ,
il faut et il suffit qu'elle soit dc la forme f£(x) = £'(xH) ob f! est la

Sy

restriction de £ & UH .

La formule b) provient de ce que l'on a déja démontré, en rcmarquant
que x4 est un Slément générique de U . Remarquons que le théoréme est
valable méme si K n'est pas algébriquement clos et si (f est seulement
réductive, car la représentation adjointe s'annule sur le centre L de

O} ) et CZ/}, est semi-simple.

Soit maintenant lj unc sous-algébre de Cartan de Cg ot U(b) son

algébre enveloppante qu'on considére comme plongée dans U . Notre intention

4

est de montrer maintenant que lo connaissance de l'apnlication f sur u( b)

est suffisante pour la déterminer entiéremcnt.

Pronosition 1 : Le plus netit sous—espace de U gontensnt U(b) et

;nmrlant par_la représentation adjointe_est U( (/7) tout_entier. En consé- _
quence tout élément x de U est de la forme h + 2> [g ) X T (hcu( ij) ’
g € U » % €U ) gt U gst sommode [U, U] etde U(l/))

Soit. S 1l'algebre sy’métriqué construite sur CZ« s c'est le quotient de
1l'algébre tensoriellc de (,g par 1'idéal I engendré par les tenseurs
g®g' -g'®g dlordre 2 , Si TS(U}) désigne 1'espace des tenseurs symé-
triques, T(O}) est somme directe de I et de Ts( C}) , comme on le voit
en appliquant 1l'opératcur de symétrisation, et 1'on peut donc identifier
TS(UJ) et S(Od() . Si 1'on munit T(OJ,) de 1o représentation adjointe

_ n _
(ad g)(g1®g2®“. ®gn) :Z_—l_ g1®4..®[g , gi] ..e®g, ,ad g commu-
1=

te aux opérateurs du groupe symétrique @q sur Tn'(cg) donec I et TSs( ({})
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sont invariants par la représentation adjointe. S(%) est done nuni par
pagsage au quotient d'une représentation adjuinte de (j} ct l'isomorphisme
de 9( (g) et de TS(OJ') devient un isomorphisme de %—modules.

D'autre part, il résulte du théorémc de Birkhoff-Witt que T(/Jdl) est
somme directe dc TS((%) ct de 1'idéal J cngendré par les tenscurs
e®e - ®eg-Lg, g ], et coome U = T( %)/J et que la représentation
adjointe de U s'obtient par passage au quotient de cellc de T J) , il en
résulte comme plus hout un isomorphismg de ()}—nodules de TS(CQ() et de U,
d'ol en composant un isomorphisme de -nodules de U et de S(0}) . Il

est par ailleurs clair que U(b) correspond & S(b) par cet isomorphisme.

Soit T le plus vetit sous-cspacc de S(U]) invariant par la représen-
tation adjointe et contenant S(b) La formule (3) qui suit nontre immédia-

tement par récurrcnce sur p que T contient les éléments de la forme

x_Eo( By ... E, B (Ede(,}"‘ ,Heb , X (H) #0 pour toutc

2

racine X ),

P
- -+l < " -p+1
(3) adE (B ...E H =2 NE ..E _..E H
o<l Eo<2 o<p ry S S O<1+o<i o(p
+ (—p+n+1)o(1 (H) Eo(. e % i
1 p
si [E, ,E, ]=N, E .
K 7T Tty

Or il est bien ccnnu ot bien facile de voir que 8( ‘j) est sous-tendu
nar les éléments de la forme H' avec un H qul n'annule aucune racine «
et il en résulte que S((g,) = o
Co Qc Fo D‘ -

2.- Caractéres d'unc algébre de Lie gsemi-gsimple.

Nous dirons qu'une forme lindaire 7( sur U eost un caractéere de O

si elle vérifie les propriétés suivantes :
(4) Aly) = X () x (1) =
(5)  X(xhy) = X(x) X (y) ‘
Bn vortu du théortme I, ma X(x)= X(x 5) et 12 formule b) montre

que (5) équivaut au fait que X soit multiplicative sur le centre de U .

Soit (P V) twne représentation linéaire irréductible de Og dans un’

espace V _de dimension finie, que 1l'on prolonge & U de la maniére usuelle.
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Posons X (x) = (dim V)"1 Tr( f)(x)) pour 'x €U . On obtient ainsi un carac-
tére de (J} : en effet 1a formule (4) résulte des propriétés de la trace
Tr(1) = din V Tr(AB) = Tr(BA) ; quant au fait que X est multiplicative
sur U® , il résulte de ce que la représentation étant irréductible, le
lemme de Schur montre que pour x € uh 5 ?(x) est un opérateur scalaire
dome = o(x).1 oh & cst éviderment multiplicative ct en prenant la trace

on voit que o (x) = X (x) pour x €UY ., Le caractdre ainsi obtenu

g'anpelle le caractére de la reoréscntation (P , V) .

Une représentation de dimension finie irréductible est_définie 3 un

isomerphisme prés sar la donnde de son caractére. En effet la relation

" X¥(ax) =0 pour tout x € U" Squivaut & " Tr( P (a) p(x))=0 pour tout
\ .

x €U " et done, comme par le théordme de Burnside, les P(x) fornment

1'algebre de tous les opérateurs de V , ceci équivaut 2 ?(a) =0,
Done en vertu du théoréme de Burnside une fois de plus, le quotient de U
par 1'idéal des a tcls que X (ax) = 0 pour tout x €U est isomorphe 2
1'algébre Q:o (V) de tous les opérateurs de V . Si dunc (? , V) et

(¢'s V') ont le méme caractdre X , on en déduit un isomorphisme de

$, (V) sur § (V') et il ost bien connu qu'un tel isomorohisme provient

d'un isomorphisme de V sur V' qui définit 1'équivalence cherchée.

Plus généralement on pourra définir le carzctdére d'une représentation

linéaire irréductible de dimension infinie, chague fois que los opérateurs

correspondant aux éléments du centre de U seront scalaires donc de la forme
F(x) = X(x).1 et 1l'on prolongera X & U par la formule ¥ (x) =X (xY) .

)(/ est alors visiblement un caractére de OJ ; mais il ne caractérise plus

la représentotion en question comme on le verra »lus loin (exposé 19). -

Nous allons montrer que si la représentation (P , V) a un poids
dominant A, on peut définir son caractére Y A ¢t 1'on pourra méme
donner unc formule explicite »our X A et montrer qu'il n'y 2 pas d'autres

caractéres de O} que ceux que l'cn construit ainsi, (cf. exposé 19)

Siox EUE# s 11 est clair que P(X) conserve les V, ; or V/\ est
de dimension 1 , done pour v eV, , ona ?(x)v = o (R)v oh N est
une forme linéaire bien définie sur UB . Or il est cliir que les vecteurs
v tels que P(X)V = oy (x)v pour tout x e U H s forment un sous-espace
invariant de V qui lui est méme égal pulsqu'il contient Vj\ qui engendre
V . Donec si- XA(X) = O(A(xt*) s )\}A est un caractére de (g .
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V est somme directe de VA et de V' s donc pour tout x €U, on a

p(x)v = Aa(x)v mod V" pour tout v eV avec une forme lindaire

sur U qui prolonge ‘videmment Ky d!oh )(A(x) = A (xh) . or si

1'on reprend la décomposition M hfw /VL de O(‘)Z et la décomposition

U_ ®U @U de U qui lui correspond on *)eut aéterminer 3 comme suit ;

A

on en déduit que P(u+)v = é+(u+)v pour u €U et ve v ( E+ est

est annulé par /VL+ , donc par 1'idéal /VL+ U+ de U+ ; comme P(l)v:v ’

1'augmentation de U, ) . De néme on 2 (O(H)v = j\(H)v sour He et

vV E Y/\ s donc si f,\ est 1l'homomcrphisme de U = U( j) sur K qui
envole 1 sur 1 et H sur A(H) (HE )) , on a P(h)v = £y (h)v pour

h EU et v eV, . Enfin, on sait que M_ envole Vo d;tns vt , d'ol
_p(u_‘)v 28 (u)vmed V7 pour u €U_ ot vey, -, In résumé si 1'on note f3
1'apnlication E—®1®£+ de U>U ®U,®U, dans U, , ona

P(x)v =f ([5 (x))v mod V5 pour v eV ct par suite

)( (x) = (x‘i) = f (p (xH)) . On a done & étudicr L'application
K: X - j\(xti) dc U dans U(b) ./\. Stont égal & on. ¥

Proposition 2 : L'application 25 P X 3 (x ':i) définit un isomorphisme
d'algdbres de UH  dang U(l)) .

Tout ¢lément de U est combinaison lindaire d'éléments de 1la forme

E E_  ...E_hE E ...E ol heU(b) ot les o, sont des
-ozl -0/2 -otp (31 (52 I 1

racines positives ainsi que les /3. . Par ad H (I e b ) un tel élément

se trouve nultlpllc par f: A, (H) - i ﬂg s D>r suite, un ¢lément de
i=1

uh commutant en particulier & l} est comblnalson linéaire des éléments
de la forme précédente pour lesquels Zdi —E_/gj = 0 , done se décompose
de manidre unique en la somme d'un élément de U(Y) (tcrmes dans lesquels
les 0<1 et les ﬁj sont nulles) et d'un élément de 1'idéal & gauche

p UMI (car il ne peut y avoir un O< non nul sans un [3 non nul en
méne tem>s puisque Yd Z ﬁ’ }-(O ) . D'autre part Ve annule

eundmt 1'identité sur U(
P = U_U,(U,_ At )V done 1a corg osante de x €U® gselon U(b) est égale &

/3(}() = X(x) » autrement dit x - ¥ (x) é\B s mais alors

(6) w -y Y = (x-YE)y +) D - )
| =y(x - Y(x) +y D@ -y ) P

ce qui prouve que X(xy) = Y (x) ¥(y) si x et y sont dans U =T

OZ est en dualité avec elle-méme par lu farme de Killing et 1'on peut
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donc mettre S™( %} en dualité avec elle-néme (cf. Appendice) par la formu-

le (gl...gm,gi...gr;>=2___. TT<g1’g0'(1)>
O’C() i=1
D'autre part si on prend une base de %; de 1a ferme E, € Cg =H, ,
i

les mondmes comnutatifs de degré m en ces ¢1léménts forment une base de

@Y ) et corme b est orthogonale & tous les 0&7"‘ , les mondmes qui ne
renferment pas de Eo( sont orthogonaux & ceux qui en renferment comme on
le voit tout de suite sur la formule de dualité. Les premiers de ces mondmes
forment une base de S(l,) et les seconds une base d'un sous-espace supplé-
mentaire O; qui est d‘:lllleurs 1'image canonique de F NnTU (Cg) dans
'Um(’%] )/U ( Oj )~ 8 ((/j) Or 1o forme bilinécire sur § (bg) est invariante
par 1la representatlon adgoxnto : (les gm sous—tendent S ( cg,)) .

n

(7) lodg) (&™) , e > = <nleggle™, ™ s
=mn! < [g.g'], 8" 5 < g'.¢ >rl -1

2 4 i ) n-1
de méme <(adg)(g"n) , g™ > =nman! ¢ lgg"]l, g's ¢ g ;¢ >n

i

- (aag)(g™) , g™ >

Si un élément s # 0 de Sm((}\]{) est invariant par 12 représentation adjoin- -
te, il est orthogonal & ceux de la forme (ad g)t car < s, (ad glt > =
- ¢(adg)ls , t > =0 done il ne peut &tre dans (%m , car il serait
orthogonal a Sm( ) et on a vu dans la démonstration-de la proposgition 1
que Sm(Uj) est sorme de Sm(l/)) et de - (ad (/J) Sm((g) , dohe s sorait
orthogonal & Sm(OJ7 ) et done nul .

Pour montrer que est biunivoque, il suffit de montrer que
U8B ~¥) = (0) . Supposons.déja démontré que UH A Um((g) m‘?f = (0) pour
m=0,1, ...,p (le cas m= 0 est trivial car YU((Y) > }»3 ) . Soit
g -\! o 3 H ,
alors s € UG A U (Oc() A ; son imoge s' dans UP+1(%)/U ( d/) est
donc' contenue d.ms (/ZF 1 e‘b elle est invariontc dans ‘

) .

gPt (({{) car 1a representatn.on adjointe dons &PV (C ) s'obtient par passa-
ge au quotient, donc par ce qu'on a vu s' = O , done 8 & Ul:i/\ U (%) /\LF“

= (0) . Comme U est réunion des Up notre assertion est denontree.

C.Q.F.D-
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APPENDICE

Soient V et V' deux cspaces vectoriels de dimension finie sur un
corps K quelconque de caractéristique O mis on dualité par une forme

s . s oe s Y . n
bilinéairc ¢ v, v' > . On définit une forme bilindaire sur s™(v) x s™(vY)

par la formule :

(8) (vlvz...vm,vlz...vr;l>=dets (vi,v3>
&1}
:o— e® I:lj <vi ’ v:_-,-(j_) 7
jut

Le second membre de cette formule étant linéaire en chacunc des variables et
symétrique par rapport aux \ et par ropport aux vi séparémont définit
bien une forme bilindnire sur S™(V) x S°(V') . On déduit facilement de la

MMdew)we<<H%.“ﬂn, N =mn! rT{v s VIS et

m m m .
A, v =m! {v,v'>" ., Soient {0.1 et {fj} deux bases
duales de V et Vi sl v = E: x.JeJ et v' = 2{ nyJ y On a

v, v> =3 x ;75 et en prenint les cocfficients de
ij'} TkTyk dans 1'égalité < v, v'" > =mn! (v,v’>m, on a
J
ms nk 0"

G (TN, ey =T 5

. J k . N . J

J ko J 3775
cc qui montre immédintement que S(V) ot ST(V') sont cn dualité par le

produit sealaire considéré,

Le dual de S(V) qui est somme directe des S (V) , est done isomorphe
au produit direct SYV') des S™(V') , doux ¢léments de degré différents
’ X . ' - - 1.
dtant orthogonaux. Pour v' € V' vposons o = 2 (m!) 1 vhe gY(v)

m >0 '

v! .2
on a alors <vlv2 oo V55 G > :T <v;, v'> d'ou résulte que

fat8=> (s, evt> est 1'homomorphisme de S(V) duns K qui appli-
que 1 sur et v sur (v, v'y . S(V) s'identific & 1'algébre des
polynomes par rapport aux &léments de base e, ot pour 1a mére raison

S¥(V') s'identifie & 1'algébre des séries foimelles par rapport aux indéter—
‘minées f, . La formule (9) montre alors que 1 topologie faible

o-(S¥(V!) , S(V)) n'est sutre que la topologie usuelle des ﬁlgebres de
sérics formelles donc est compatible avec la structure d'algebre de 87(V') .
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Pour qu'un opércteur de (V') soit le transposé d'un opdrateur de S(V) ,
il fout et il suffit d'aprés 12 théorie de 1z duxlité faible qutil soit
continu, en particulicr l'opérateur de multiplication par un ¢lément fixe

de SY(V') cst transposé d'un opérateur de S(V) .

Les exponentielles se rnultiplicnt por la regle usuclle d'addition des
oxposants comme il résulte de 1la formule de difinition et de 1a formule du

< A .y * , .
bindme. Soit A € S (V') 1le sous-esp-ce engendré par les exponentieclles

v! . . cps

e pour les v' tels que (¢ ej s VIS £ soit un entier positif autrement
dit A est l'algébre engendréc par les e J ., On vz montrer que A est

partout dense dons S(V!) ocutrement dit que pour tout s & 8*(V') et pour

tout entier p ’ il oxiste o €4 ftel que s-a ait ses composantes .de
degré < p nulles. Or fj et e J ~ 1 ont mdmos composantes de degré 1

’ N N . A
et de degré¢ O tandis que 1 = OO €A sl 2: mj = m,TT (fj) J ‘2 mémes

J J -

. , . ™.
composantes de degré < m que I (e 4 = 1) aone pour tout polynone
homogéne de degré m en les fj il existe 2 ¢ A oyant mémes composantes
de degré ¢ m que lui. Soit alors s E,S*(V')A quelconque et supposons
qu'il existe 2 € A ayant nénes composantes de degré . < p que s , donc

& .

8 - ap est somme d'un polynome homogéne P de degré p et de termes de
“degré > p puis P est sorme de al €A et de termes de degré > p ,

&L . ,
done - s est somme de ap+1 =a 4 aé € A ot dec tormes de degré > p , ce
by

qul prouve notre assecrtion par récurrcncc sur p .




