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_ 17-01
Séminaire "Sophus LIE"
E.N.S., 1954/55

Exposé n® 17

_ REPRESENTATIONS LINEATRES DES ALGEBRES DE LIE SEMI-SIMPLES
(Exposé de P, CARTIER, le 29.3.1955)

1.~ Générateurs canonigues d'une algdbre semi-gimple. |
Le corps de base K est toujours de caractéristique 0 et algébrique~

ment clos, O} est une algébre de Lie semi-simple dont lj est une gous-alge-
bre de Cartan., On munit b o d'une structure d'ordre total compatible avec
sa structure d'espace Q-vectoriel ; Z est alors le systéme des racines
positives et 7 = {O(i} le systéme des racines simples.
S1 1'on pose A, = > O{X et AL = > (,30( , on & deux sous-algdbres
A %0 40
nilpotentes de (1 et 061’ est somme directe do M_/._ s Af}z_ et b , Jtaffirme

que /W est engendrée par les @xi : en offet si M, est la sous-algébre
Ks
de M/ engendree par les U/} * s supposons par hypothése de récurrence que

M_',. contlenne les (g pour O{ ,‘S{oc alors ou bien o est simple et done

% Cu' » oubien =5+ Y ebtcome p,¥4
[(‘% (gbjC[W M ] Ca . De méne AY est ongendré par les CB,‘“:‘L

D'autre part, on a déja défini Hy pour toute racine & par l'équat.ion
&(H) = B(H , H(;() ; on pose alors Hy =2 H! /<o, D> dlon o((Ho() =2 et
H, = Hai . On en déduit txi(Hj) =25 60> /<o<3. ) o3> = = a,.0n satt
aussi (cf. Exp. 9) que si X € 6}0‘ , ¥ 608"’( alors [x,Y]= <X,Y) ®,
par suite on peut choisir Xi € _ngi et Yi é O} 4 de sorte que

[X,

4 Y.] = H; . Enfin corme oy - e n'est pas racine, [X. , Y.] =0 dbés
que i-£ j , autrement dit 061/ est engendrée par les A.i > les Y, ; les H

qui vérifient entre autres les relations suivantes :

(0 [y, vl=0 st 143 (4, nl=H (4 ,%]=-a;X

[i,Y]-alJ Y; [Hi,HJ.]:O
(Remarquer que ces relations ne font intervenir de Og que les entiers de
Carten aij) .
Ce sont ces générateurs de UZ( que nous appellerons canonigues.
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Nous termincrons ce paragraphc en démontrant que A€ b 6‘ équivaut a
" )\(Hi) rationnel pour tout i " . Ea effot si \ = Qo m; o (mi €K) on
a 7\(Hi) =72 m ozj(Hi) et dj(H’i) est entier, donc si les m; sont ration-
nels, les nombres A (Hi) sont rationnels et si ces nombres, réciproquement,
sont rationnels, les m; sont solution unique d'un systéme d'équations linéai-
res & coefficients rationnels, donc rationnels cux-mémes. Ceci prouve notre

assertion.

2.~ Poids des représentations linéaires.
Soit ( Ps V) une représcntation lindaire de dans un espace vecto-

riel de dimension quelconque non nécessairerent finie. On note alors V X
1l'ensemble des vecteurs de V qui vérifient les équations f?(H)v = MH)v ot
ceci pour toute forrme linéaire sur b . Vy est un sous-espace do V ot
VA C V),\ (V’\ est l'ensemble des v € V qui sont annulés par une puissance de
(p(H) — MH).1) of 5 Exp. 9). Si V), eost différent de O , on dira que A
est un poids de la rcprésentation considérde.

Lemme : la somme des différonts Vi cost direete ot pour tout sous—cspace
invariant W, ona W A( 2 VA) = Z (w mV/\) ; toute représentation de
dimension finie pogséde au noins un poids ; enfin l:( (g ‘X)Vl\ C V), Sone

Z VA gst_un sous-espace invariant.
A

On a V\ C V)‘ et on sait par l'exposé 9 que la somme des V’\ est
/

directe (la démonstration de ce fait ne supposc pas V de dimension finie)

donc la somme des V’\ ost directe., Appliquons ceci & la représentation quotient

dans V/W pour wn sous-cspace invariant W , donc si Z v‘ Z0 nmod W,

vy ¢tant dans Vy , ona v; =0 mod W donc r !

WAl Z V)\) C z (W mVI\) . L'inclusion de sens contraire étant évidente,
A X

la deuxiéme assertion est démomtrée. Si V est de dimension finie, on peut
trouver un sous-espace irréductible pour b s qui est alors de dimension 1
par le lemme de Schur, done il existe un poids. Enfin si v €V 5 et xe(%"(
alors

PPV = p((Byx])v + p(x)p(H)v = ((Hp(x)v + A@px)v = O\(H) +x(H))p(x)v

done: f)(x)v est dans Vy
Ceci démontre le lemme,

3. - Représentations possédant un vecteur dominant.

Nous dirons que la représentation ( P V) posséde un vecteur dominant v
si ve Vl\ pour un certain poids A , si P(Xi)v =0, et si V est engendré
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par v (comme q%—module) ; A sera par définition un poids dominant
1) Comme /Ma est cngendréc par les X; , un vecteur dominant ost annulé

par P(M:») ot F(H)v:)\(H)v puisque v €V, ; b + M= X cst une
sous-algebre de Cg dont My ost un idéal puisque [ b ,,M4] =, « 11
résulte de ce qu'on vient de voir que la droite K.v est invariante par 7?? ’
done aussi par 1'algdbre cnveloppante Uy de D .

QZ est somme dircdte de M ot , donc 1'algdbre enveloppante U
de Cg est comme espace vectoriel prodult tensoriel de U_ (algébre envelop~
pante de M_ ) ct de Uy d'aprés le théoréme de Birkoff-Witt et U =U_U, .
V est engendré par v , donc V = ?(U)V = e(U_)v puisque P(UO)V = K.v
autrement dit V cst ongendré par v en tant que -nmodule. On définit une
nouvelle relation d'ordre (particlle) sur b* , compatible avec 1l'addition
mais non avee les homothéties en convenant que " u ¢ V" équivaut &
"V -u = Z: my Xy les my étant des enticrs positifs ou nuls ", Le sous-
espace K.v + E:: 'VP_ de V contient v et est invariant par 44 en vertu
dos formules »‘<?chd)2u C-Yb_xx ct M-« </u < )\ , donc est égal & V,
autrement dit V, est de dimension 1 et les autres poids de V sont de 1n
forme ) - )_ my o4

Comme V = fKU_)v , et que Y,

i
sous—tendu par les vecteurs F(Yil) cee F(Yip)v pour toute suite i, , i, ,

appartient & la racine =% Yp est

ees 5 i telle que ) - iy see —%ip = M. Comne il n'y a qu'un mombre fini

de tellgs suites, V}d cst de dimension finie.
Enfin le poids dominont A étant le plus haut des poids pour 1'ordre >
est bien défini par la représentation.

2) Soit I CU 1'annulateur d'un vecteur dominant : c'est un idéal &
gauche qui contient M, ot les H - A(H) pour H e E) , done 1'idéal a
gauche {A cngendré par ces 8léments et réciproquement si I est un idéal
& gauche de U contenant Jy, , le générateur canonique de la représentation
naturelle dans U/I est un vecteur dominant de poids A . Pour démontrer

qu'il existe des représentations ayant A\ oour noids dominant, il suffit donc

de démontrer que JX # U ot toute représentation admettant ) pour poids
dominant sera un quoticnt de U/JA . Or si Jx est 1'idéal de Ug engendré
por Al et les H = A(H) , Ji # Uy car Jf est contenu dans le noyou de
la représentation de dimension 1 de -¥ définiec par O(H) = A(H)1 et

6 (n) =0 (c'est btien unc roprésentation car clle est de dimension 1 ot nulle
sur [ £ J= M ) . Miis coome U=UT ona J=UJ' et si

1'on iiif:ni’:ifle U ; U—®UO s -0 s
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J, est identifié & U;'QQJX qui est différent de U puisque J; est diffé-

rent de U, et c'est ce qu'il fallait démontrer.

0
3) Soit maintenant W un sous-espace invariant de V; ona W= Z(W r\%)
ol

en vertu du lemme puisque V = Z Vv . Comme VA est de dimension 1 , on a

- M
Wn V/\ =0 ou WM V/\ = V}\ ; dans ce dernier cas W contient v donc est
égal & V puisque v est générateur. Donc si W#V W C v o= ZV ; la
M

somme des sous-espaceg invariants par q contenus dans v* est un sous-
espace invariant différent de V qui est évidemment le plus grand des sous-
espaces invariants différents de V . Ceci s'applique en particulier & la
représentation dans U/J, et il en résulte qu'il existe un seul idéal 2 gau-
che maximal de U contenant J, , autrerent dit, il existe & un isomorphisme
prés unc seule représentation irréductible de poids dominant A .

Résumons les résultats obtenus jusqu'a présent : ‘

THEOREME I : Soit (p , V) une représentation lindaire de ayant_un
poids dominant A . Al_gx_'é V cest somme directe des différents \5“ qui sont

tous de dimension finig, vy étant de dimension 1 . Le scul poids dominant

est ) et tout autre poids est de la forme A -3 my X4 ob les m; sont

des entiers > O . Enfin, pour toute forme linéaire A sur |y il existe

3 3 \ 0] . / .
une et, & un igomorphisme prés, une seule représentation irréductible de

poids dominant ) .

4.~ Représentations irréductiblcs de dimension finie.

Nous allons maintenant nous intéresser aux représentations irréductibles
de dimension finie de C}} obtenant une classification compléte de ces repré-

sentations. Se limiter aux représentations irréductibles n'est pas une restric-

tion essentielle vu le théoréme de compléte réductibilité.

1) Une représentation (P s V) de dimension finie posséde au moins un poids
d'eprés le lemme, mais ses poids sont en nombre fini puisque la somme des Vy
est dirccte et V de dimension finie. Il existe donc un poids de V maximal
pour l'ordre (partiel) u3 vV , soit A . Comme A+ols S ks A+ oy

n'est pes un poids et comme P(Xi) v, ¢ V\+o( = 0 il en résulte que
/ / l ’

P(Xi) v=0 pour tout v eV, ;si v#£0 clest un générateur de V
puisque la représentation est irréductible et par suite v est un vecteur
dominant. Onl peut donc appliquer & la rcprésentation en question les résﬁltats
du paragraphe précédent en particulier V est somme directe des Vj, et tout
poids est de la forme ) - Z m, oy

2) Soit M un poids de V et o une racine de ’U}; on pose
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W= f{‘: V/*“ka ctest un sous-espace de V invariant par la sous-algeébre ?" de

base Ey , E__ , H, en vertu de la formule f(%‘x) v, CV, . Comme
- /

-X X M+ X
o((H,() = 2 , deux poids distincts de la série M+ ke prenncent des valeurs dis-—
tinctes pour Hy . Cecl dit, on peut appliquer & la représentation de Z/’
dans W les résultats du thlioréme 1 de l'exposé 10 . On voit par le 1) de
ce théorémc que Z)J(I-IO()/Q{ (Hd) = /u(%() est un entier ; le 3) du méme dit
qu'il existe un poids de ¢ dans W soit u' tol que /u'(Ho() = -/44(HO() ,
autrerent dit, il existe un poids /,4’ de V de la forme M+ ky tel que
M+ /u' soit orthogonal & ol ., Il en résulte immédiatement quo U= 8 M
et que l'cnsemble des poids de V est invariant par le groupe de Weyl qui cst
engendré par les Sy 3 enfin le 3) du th, 1 de l'exposé 10 dit que V/u_ et
~V/u' ont méme dimension, donc deux poids de V <Squivalents par le groupe de
Weyl ont méme multiplicité ( = dim V /u) .
Le 4) du th. de l'exp. 10 affirme que si u+ o est un poids de W,

et X € oA pour une certaine racinc « , e (X)I% # 0 autrement dit

O
eCg) Yu# o

3) De ce que l'on vient de démontrer, résultc que SiA = /\—,\(Hi)ai est
un poids de V , donc d'aprés la forme des poids de V , que /\(Hi) est un
entier > 0 ct mine plus généralement A(H,) est un entier >0 pour toute
racine & > 0, Réciproquerent, soit (p, V) une représentation irréduc~ .
tible admettant un poids dominant A tel que A (Hi) soit un entier > 0

on va montrer que V est de dimension finie. Soit U ; la sous-algébre de

(%4 ayant Xi s Yi 5 Hi pour base ot Ti 1s sous-espace de V invariant par
()}i engendré par v . La représentation de Cg/i dans T, adnmet A pour
poids dominant , on peut donc appliquer les résultats du paragraphe précédent
& 1'algébre simple O/}i s donc Ti est sous~tendu par les E(Yi)kv . Si
. . ; k k .
j#£i ona [Xj y Yi] = 0 donc F(Xj) \p(Yi) v = F(Yi) P(XJ) v = 0 i.e.
P(X.) annule le sous—espace T. ; si alozr'g),un sous-ospace U, de T. inva-
o - 1 on avait L e
riant par %71 distinet de 0 et de T, » il serait contenu dens T; CV
d'aprés le th. 1 et comme P-(XJ' ) est nul sur T, » U; serait invariant par

les Xj pour j #1i et par Xi done par A ;mais les poids de Ti par

+
rapport & Oj sont de la forme ) - ko, done & deux distincts de ces poids
correspondent des poids dietincts de %i (noter que mi(Hi) =2 ) ; en

conséquence U, = (U, V) donc‘ est invariant par )y . Le sous-espace U.
i Yz i M i

serait donc invariant par /LZ/ et contenu dans V' , mais alors O # (O(U) U, =
= p(U_) F(UO) U, ¢ g (u.) V' ¢ V" c'est-a~dire que la représentation de O}-
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dans V ne serait pas irréductible.
On vient donc de démontrer que la représentation de Q%i dans Ti est

irréductible et posséde un poids dominant A tel que ,\(Hi soit un entier

3 0 . Mais on sait alors par les résultats de 1'exposé 10 qu'il existe une
représentation irréductible de dimension finie de g%i ayant ce méme poids
dominant ; en vertu du théoréme d'unicité qu'on a démontré , T, est de dimen-
sion finie. Considérons maintenant la famille Fi des sous-espaces de dimen—
sion finie de V dinvariants par Cgu . S1 M et N sont dans Fi il est
clair que M + N est dans F, et d'autre part e((g) M est de dimension
finie et F(({J’l) e( 3;/)1«1 c f)([% ()} B))iA +F((g) P(CC‘( M Cf»((g/)M done ce
sous-espace est aussi dans Fi . De 13 découle que la réunion w des sous-
espaceu de la fanmille F est un sous-espace invariant par qg , mais comme

Ti € F et que Vv € ’I‘l s VE wl ot done, v &tant générateur Wi =V,

Soit maintcnant u un poids quelconque de V et x € Y*" Le sous-

espace Z: v N est invariant par Q}i , donc il existe un sous-espace M

de dimension finie invariant par Q?i , contenant x et contenu dans
<™

Vv
/u+kmi

poids de V et par suite comme on sait que le groupe de Weyl est engendré par

. Par le méme argument qu'en 2) , on voit que Si)\ est alors un

les symétries Si , L'ensemble P des poids de V est invariant par le grou-
pe de Weyl. _

On sait que tous les Yﬁ‘ sont de dimension finie ; il suffit donc, pour
achever la démonstration du fait que V est de dimension finie, de démontrer
~qu'il n'y a qu'un nombre fini de poids distincts. Soit M un poids de V et
o i les différents transformés de jr- (en nombre fini) par le groupe de Weyl ;
parmi ces transformés soit y le plus haut pour 1'ordre 2> » on a donc
vV > 8 d'oh O(Hi)d' ce qui implique 'v(H.) 0 . Tout poids est donc
conjugué & un poids v tel que ~9(H ) >0 ouencore ¢V ,x. 3> v 03
par suite si 3 20 Y, 3> 0O puis comme Y= A - - avec ﬁ >0
A=V (A, A = L9, Q>+<P,f>-+2<9 ﬁ) (Vs » . Les poids
tels que Q(Hl) > 0 sont donc contenus dans l'intersection du réseau discret
des éléments de P\g de la forme ) - 2_ m Xy (mg entier) et de la boule
de rayon _l)‘ donc en nombre fini. Comme tout poids de V est conjugué par
le groupe de Weyl qui est fini & 1'un de ces poids en nombre fini, P est fini
et V est de dimension finie.

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :
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THEOREME 2 : Soit (P , V) une représentation linéaire irréductible de C%;

dans un cspace de dimension finie. Alors :

a) Il cxistc un poids dominant A ¢t V est somme direccte des Vi

b) L'ensemble P des poids de V est fini et invariant par le groupe de
eyl ; si deux poids w et v sont conjugués par le groupe de Weyl, V,u, et

Yy

ont méme dinension.

¢) Pour gu'une représentotion irréductiblc de poids dominant A soit de
dimension finic, il faub ot il suffit gue A (H,) goit wn entier 3 O pour
tout i et alors /4(g¢) cst entier pour toute rocine o« b tout poids M .

d) Si o« gst une racine de . et . unpoids de V tel que M +
soit cncore un poids, alors f)(€g§¥§/“ £0 '

Remarques ¢ 1) Supposons qu'il existe v € YA tel que pour toute racine
"o v soit annulé par P(E ) ou P(E a) 3 alors l'ensemble Q des racines
X telles que @ (B, )v =0 vérifie (Q+Q)NA CQ ot QU A= A . 0n
~ démontre facilement alors que pour un choix convenable de / s }: CQ
donc que v est un vecteur dominant. Ceci, joint au théoréme 1 est l'essen—
tiel d'un résultat récent de Harish~Chandra (Proc. Nat. Ac. Sc. of U.S.A.

déec. 1954) .

2) Scit A 1'algdbre associative universellec engendrée par des Xi s Yi s

H; sounis aux relations (1) avee [a , b] = ab - ba .La démonstration du
théoréme d'unicité se transpose aisérient au cas de l'algébre A , done il
existe une seule représentation irréductible de A de poids dominant A ,

et comme toute représentation de é% , l.c. de U fournit une représentation
de A , toute représentation irréductible de dimension finie de A provient
d'une représentation de (J] . Soit Gbi la représentation irréductible de

. . g‘.. \_f\\ PR—— —
poids dominant A:i défini par ‘Ai(Hj’ =34y st A(Hi) =m

A= 2: mg A ; et la représentation irréductible associée & A\ est contenue
r T, /) , N
dans & (Qi ®mny done Z: {O. est une représentation fidéle de Qg . 0na
i

done un moyen de construlro CK a partir des entiers de Cartan en construi-
sant la représentation .4_ &) de A et considérant 1'algébre.de Lic d'opé-
rateurs engendrée par les générateurs de A ,




