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Exposé n® 16

AUTOMORPHISMES DES ALGEBRES DE LIE SEMI-SIMPLES
(Exposé de F. BRUHAT, le 22.3.1955)

Le corps de base est le corps des complexes.

Par automorphisme d'une algébre de Lie Qg , 11 faut entendre un automorphis-
me A de la structure d'espace vectoriel de o] tel que A[x,y]= [Ax,Ay] pour

tous x , yeO} .

Supposons qy de dimension n ; l'ensemble des automorphismes de qg , que
nous noterons Aut f , est un sous-groupe de GL(n,C) , fermé, non nécessairement

connexe,
C'est un groupe de Lie pour la structure induite.

L'algébre de Lie de Aut C ”} est 1'algébre de Lie des dérivations de Qj
(cf. Chevalley, p. 137). 4 1'idéal ad q; des dérivations intérieures correspond
un sous~groupe 1nvar1ant Int Q} de Aut “{ , le groupe des automorphismes inté-
rieurs. Si cg est 1'algébre d'un groupe G connexe Intcg ~ G/Z (Z est le
centre de G ). En général Int cj n.est pas fermé dansl Autcg , mals si q;
est semi-simple, toute dérivation est intérieure et Int af est la composante

connexe de l'unité dans Aut gg , donc est fermé dans Aut of

Soient b ’ b’ deux sous-algebres de Cartan de Cq « On a vu (Exposé n°
15) qu'il existe un automorphisme intérieur u de 0] qui applique p sur U ',
Soit alors A€ Aut Cg ; A b est une algébre de Cartan, donc il existe
u € Int o tel que u A h = b . Donnons-nous une fois pour toutes 1'algébre
| de Ceartan b et désignons malntenant par A un automorphisme de q} qui conser-
ve Q . (Nous venons de voir que toute classe de Aut Q} modulo Int o4 contient

un tel automorphisme).

A conserve la forme de Killing, i.e. <{Ax,Ay > = < Xx,y> , puisque A con-

serve le crochet,

A permute entre elles les racines, Soit o une racine, et prenons

A .
E :C.Cq « On a :
A[H’Ex] :fi(H)AEm = [AH,AE(] et d'autre part :

A(H) = <HH)> = <AH,AH}> =o(4H) , d'ob
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[4H,4E, ] = o™ (4H) 4B,

et puisque A conserve §j , ol (H) définit bien une forme lindaire sur n .

N . o *
Nous dirons que * est 1'image de o0 par A ; 4E, est un vecteur de o&‘*

'
e‘t donc AE =V ] -
(* f){ ;l *

Supposons que les E . définissent une base de Weyl canonique. Puisque 4

est un automorphisme, (E,»E__]=-H! entraine Hz ,E_ 1= [\i{ Ed A E_&,(] =
= - H'  (évidemment AH! = H! = H' ) . Comme par ailleurs on avait
dx £ Aok T Tk %
[E ,E _j=-H', onen déduit :
N \) :
(1) >, Vg 1 .
Ensuite, de E%(’EB:}: IL’ﬁ Eo(+5 , on tire :
v E 1= B
Ly Ed.*" ))6 “@;KJ A,B A+8 X g

et par conséquent :

v 2.8
(2) KRCES S PR
XT,P

Mais nous avons vu (Exposé n° 11) que :

N =2 <, &> q(l-p) (@»0, p<0) ;
el y@

9 €k <p entraine que B+kd est une racine, tandis que B+(p-1)A et B+(q+1 )

ne sont pas des racires. Or ((5+kot)* = 8*+kdx » donc les nombres p et g sont

~les mémes pour ©,R) et (O(*,g*) . Do plus <ol > = <o ¥ > , d'oli :
2 .
N = N ou encore N =+ N o Linsi la formule (2) devient :
o™ Mox g e ° Ne ' x o iinsi la fo e (2) devien
b LA
' , Y, - + .
3 AR Yep

adf{’
e

Soit alors HeE 1;( . L'automorphisme B = =2 1%1_'- ad® § est 1'identité

sur Y) (Qui est abélienne) et, pour chaque racine o

1l ory g <1l /w0 L
BEQ(:Z—EH”[Za'“’[H:Ed]’“-,]:Z_.ET.?((H)J Ly =

1
D~

Le composé AB conserve évidemment b ; on a @
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Prenons alors un systeme o 12000 de racines simples et choisissons H e}g

tel que o, (H) = - log ¥, . Cecl est toujours possible ; v #0 car A est
i r i
un automorphisme de O%f « S0it une racine o = 2 a; Ay ou les a; sont tous
) i=1

des entiers de méme signe. On a :
—a'
= (TT \&11) \)0( ‘

Or en utilisant la formule (3) et le fait que si o n'est pas simple et =~ >0
on a o = ﬁ +y avec B,y >0 » on démontre par récurrence que :

YV o= +TT 21
(4) ), =11 %y
d'ol 1'on déduit que V' = *1 . Remarquons que 4B avpartient & la classe modulo

o
Int 03 de 4, puisque B € Int 03 . BEn conclusion, nous pouvons énoncer :

Dans chaque classec modulo Int o de 4ut 9 , on peut trouver un automor-

phisme A de cg gui_conserve une sous-algébre de Cartan V) de oJ , tel de
lus gque

=tz
- S

\4
A ] @ = i)

Ex

pour toute racine o .

- Remarquons que A conscrve la forme compacte cg u de rg (engendrée par

les iHo(' , les (B, + E—-d\) ct les (E&'E—d) ).

2
Proposition 1.~ Pour gu'un automorchisme 4 de Oj coincide avec 1l'identité
|
\? s il faut et il suffit qu 11 existe H'e \? tel que 4 = ad i .

Que la condltlon soit suffisante cest évident. Pour voir qu elle est néces-

saire, partons du fait que AH = H pour tout HE l) implique X =gy pour

toute racine o . Dela formule (2), on déduit Y 8= Y UB . la formule (4)
devient alors V= T vdl et conduit & v' +1 , B étant défini comme il a

été dit. Mais alors 4B est 1'identité sur h s ¢t pour chaque racine « ,

AB E°< d « Autrement dit, 4B ecst 1'identité sur 0{3 tout enticer. Ceci prouve

que A est l'inverse de B et, par conséquent, démontre la proposition 1, car

L=eo0d (H)e b) ‘
Nous noterons Exp ad P) le groupe des automorphismes de O'OL qui induisent

1'identité sur l’) ; c'est un sous-groupe abélicn maximal dans Aut % (et non

pas seulement maximal dans 1'ensemble des sous-groupes abéliens connexcs de

Aut C)}
)

On désigne par ¢ 1le groupe des transformations orthogonales (i.e. qui
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conservent la forme de Killing) de ﬁ et qui permuternt- les racines entre elles.
% est fini car les racines sont en nombre fini ct 51 une transformation linéaire
de 'Q conserve chaque racine, c'cst l'identité sur lj (les racines sous tendent
lj ). Tout élément de T se prolonge en un automorphisme de ;! d'aprés le
théoréme 1 de 1'Exposé n® 11.

Nous noterons C le sous-groupc de S correspondant & Int q . 11 est .
alors clair que 4utd] /Int of &~ 9/ est un groupe, non seculement discret, mais
“aussi fini, ‘

Soit alors A une forme lindairc . sur b P, sera 1'hyperplan d'équation
AH) = 0 dans b et PA 1'hyperplan d'équation <A,u> = 0 dans \() N

désignera la symétrie par rapport 2 P)\ dans ¥3 et aussi la symétrie par rapporb

. 3
a P}\ da@s l’] . On a donc
<AH> ’
- _ —_—ii t -
S)\(H).~H 2\7\ 5 Hy He W
A B> 5 *
— RSN X by
S\ =y -2 =58S pens -

En particulier, prenons pour A une racinc o et appliquons S, & une autre
racinc ﬁ : S.({%):‘S-ZSEL"&-—O( .
X <o pd >

< B
Or d'une part, p+q = - 2 Z:(T (Exposé n° 10) (p <0, g>0), de
b 7

l'autre, B+ka est une racine pour tout k- compris entre p et q ; donc

(B) B + (p+q)d est une racine. On appelle groupe de Weyl de ot le groupe
@’ engendré par les svmétries S 3, » Ou o parcourt le systéme A des racines .

de O{( sur V) . Nous allons montrer, plus loin, quec @ = J .

Notons toujours P (A€A) 1'hyperplan de V) défini par «(H) = 0 . Soit
b Y= A B, ; on appelle Chambre de ievl dans ") tout convexe maximal de

X . Soient r racines simples o o, (qui engendrent \‘/‘! ). L'ensemble c0

l’ LI
HCb tels que <4, £ H> > 0 pour tout 1< i< r est une chambre de Weyl. On
ne peut avoir (o(,H> = O pour aucune racine o] car o = Z.kio(i , ou les ki
sont des entiers tous de méme signe.

1
Soit alors @ 1le sous-groupe de © cngendrd par les S,. =8, (lsigr).

; i
@' est transitif sur les chambres ds Ueyl ; l.c. si C1 est une chsambre
de Weyl arbitraire , il existe se &' tel que CO =8 C1 o I1 suffit de montrer

que, w étant quelcongue dans Cl" il existe s €&Y' tel que s we& CO (car

alors on aura Sw'é€ CO pour tout w'e Cy ). On considére tous les transformés

o'W de W lorsque = parcourt &' ' |, Etant donné un point quelconque W, de
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CO s on prend celui des o v 1le plus proche de w, . Il appartien#nécossairement

0
4 C, , sinon il existerait une symétric S (1 €igr) telle que 5; oW soit

plus proche de w, que sw (se vérifie immédiatement sur un dessin).

@' est transitif sur les faces des chambres de Weyl, c'est-a-dire sur les
plahs I& (car S€@'' transforme un plan F, en un autre plan F, ). Soit donc
une racine o ;3 d et -d sont les scules racines orthogonales & P, . Donnons
nous une racine simple di (1 £i<7r) quelconque ; il existe
s€E&1 telle que s B, =B . En particulier, soly =2, 581 sd, =-d,

considérons s(Sd.o\ i) = s(-di) =a , Il existe donc s €X' telle que

(o

i -
so(i =A et l'on voit que S, = s Si s 1 . Comme s,Sie &' , ceci s‘ignifie que
S 0(6 < ' , done que & =@ . Nous avons donc démontré '

Théoréme 1.~ Si go( i} (1 €£1i<r) est un systémec de racines simples de % »

les symétries S, engendrent lo groupe de Wevl & de o . De_plus, & est

_ _ i
transitif sur les chambres dec Weyl ot toute racine o est 1'image d'une racine

oy par une transformation s &€& .

Une conséquence de ce théordme est que le systéme des racines simples déter-
mine celui de toutes les racines, résultat déja obienu différemment (Exposé n® 10).

Nous allons maintenant établir que € n'est pas autre chose que le sous-

groupe J de 95 correspondant & Int o (cf. p.16-04).

l.- ©cd .

I1 suffit de montrer que S (€ A\) est induite sur Y1 par un automor-
ad X w (E + F

—— (B, +E_)
V2 <ok yoh > °“

Comme ad X ost nulle sur P, , U cst 1'identité sur P, . Pour HEP) quel-

phisme de la forme U = e . Il n'y a qu'a prendre X =

.

conque U est la symétrie désirde. On le voit cn édcrivant :

2 2p+1 & 1 .2p+2
U.H:H+‘__mad _ A.H+Zmad X.H
p=0 p=0
la somme de la lére série est le produit d'un certzin factour par sin-r , donc
est nulle, La deuxidme est égale & 9<-°-§—TT—7-1- AA(H) H' , ce qu'on voulait, Dans le
cas particulier ou H = I;;( » on trouve U.H = - }L’( . De méme, on verrait que

U'an( = E_d et U.E__d: E, . Dans 1l'algébre & trois dimensions engendrée par
Hc'( , Eo( et E__ , la matrice de U s'éerit :
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D'autre part, on remarque quec xeop (forme compacte de Cg ). Ceci entraine

que qq et’ Q7u ont méme groupe dc Weyl.
2:" :J = @l .

I1 suffire de montrer que ‘TT cst simplement transitif sur les chambres de
Weyl. @¥ » qul est un sous-groupe dc N/ d'aprds 1., devra 8tre identique 2 27.
En particulier, on aura établi que le groupe de Weyl est simolemcnt transitif sur

les chambres de Wayl.

Soit alors A€ ., Ona & b =1 . Supposons qu'une chambre de Weyl soit
stable pour A ; ou encere supvosons que E conserve le¢ systéme E: des raci-
nes >0 . Nous allons prouver que A€ exp ad W s c¢ qui établira que A in-

duit 1'identité sur b .
1
v :
A est une permutation du systéme /\ dc toutecs los racines s soient

51,...,ob les différents cycles de /\ pour cette permutation. On peut écrire :

o= b3t

Gy c
chacun des OF * étant stable pour A . Une base de C%S- est constituée par

E y Ef ,...3BEYyq , ol €S . Et 3
A7 Ty A%, |
AEvp =v B,
At m Am+ld
Dans q}0~’ la matrice qui reopréscnte 4 est de la forme
6 0 © eoe 0V N
/ q
v
{ ;1 0 0 ...0 © l
i o0 vy 0 oo OO :

2 H
\::: :

VO 00 Ly 0
et, par suitc, dét{(4-AI) = 0 n'est sutre que 1'équation @

(5) . >\q'—\)1, ece ,\)q:o
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Au lieu de 4 , considérons maintenant 4B , avec B = 2 , Hcl ,

LB € Int O} évidemment et définit la méme permutation des racines que A . Ce

que nous venons de dire reste donc valable pour 4B ; 1'équation (5) est dans ce

cas
(6) /\q—-(\)i vc'l)zo .
v
Mais comme VT;’I = eAmu(H) Vo o elle peut encore s'écrire

Eq: L (H)
m=0
- e

24

\)1 oo \z‘q‘:O .

Du fait que A conserve le systiéme z des racines positives, découls que

v v ’
Eg___ A" (H) £ 0, puisque les A" (0 €m <q) ont toutes le méme signe.
— ‘ . )

Choisissons alors Hép tel que

> £ ()
LY (H
e vl...vq;él

Dans ces conditions, (6) ne peut admettre la racine 1 . Choisissons H (ce qui
est manifestement possible) de telle sorte que cette situation se retrouve dans
tous les sous-espaces OAC’— 3 la fois. Alors
: £ &3
o (&8, 1) n(2_qg 7) =(0)
i:1 -
et donc O;;(AB , 1) \? . Rappelons que Cj (U , A) est le sous-espace propre

de 1l'endomorphisme U de Of correspondant & la valeur propre A
Nous allons maintenant utiliser le lemme suivant :

Lemme.- Si 4 € Int O} , alors dim O(‘;(A , 1) >r (r est la dimension
g bh).

Le lemme cst vrai lorsque A c¢st voisin de 1l'identité dans Int of , car
ed X , avec XGOA et donc O (4, 1) =O}(X , 0) . Mais nous avons
vu que dim OJ(X » 0) > r (Exposé n°® 10). Toutefois, puisque Int ¢} estun
groupc de Lie connexe, le résultat est encore vrai dans Int 0(11 tout entier car
on a det(4~Al) = (A—l)PLPP(A) o gy est une fonction analytique et

alors A=c¢e

dimof (4, 1)> v signific 0=@,(4) = ... =¢p__ (&) done si cotte identits

est valable dans un voisinage dec l'origine elle est vraie sur tout Int ()(-} .
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Appliquons le lemme on prenant AB au liecude A . On a donc g;(AB , 1)C:p
et dim f (4B, 1) > r ; cela implique o (4B , 1) = S iutrement dit, 4B
induit 1'identité sur D ; mais, en vertu de la proposition 1, cela signifiec

ad H' ad H' -1 _

qu'il existe H'e D tel que 4B = , d'oll : 4L =e B

- Gad(H'

-H) . -
€ Expadly . C.Q.F.D,

Nous pouvons donc énoncer lc théorzme :

Théoréme 2.~ Lo groupe Aut(;;/lnth} est fini ot isomorphe 3 /%
autrement dit les transformations linéairecs de Q induites par les automorphi -
nes intéricurs de of qui conservent V) constituent exactement le groupe de
Weyl. le groupe de Weyl est simploment transitif sur les chambres de Weyl.




