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Exposé n° 14

CCISTRUCTION DES ALGEBRES IE LIE SIMPLES

(Exposé de ¥. BERGER, le 22.2.1G55).

Le but de cet exposé est de construirc explicitement des algébres de Lie
simples dont le systéme des racines simples corresponde aux schémas de type

A B C D et G, re tivement.
n’ n?’ " n’™n 2 8pec

1.~ Algsbres do type A .

Soit V un espace vectoriel de dimension m sur le corps K algébrique-
rent clos de caractéristique O et 7V son dual. Of = A Y(v) désigne 1l'alge-
bre de Lie des opérateurs de V avec [Ah,B]= AB - BA et o 1'idéal de o¢v,
formé des opérateurs de trace nulle. On va montrer que ¢t . est semi-simple en
calculant sa forme de Killing., Or on a vu (exposé 4 ) que si 1l'on identifie
Vv a 1l'espace des opérateurs de V , la représentation adjointe de ¢t
~dans Ot est le produit tensoriel de la représentation identique de o¢ dans
V et de sa duale, donc ad X =X R 1 -18 tX par suite

(3 X)° =X ®1+1® X2 -2 X . Done Tr(ad X)%)= 2 Tr(X?)

Tr(1) - 2 Tr(X)2 (se ravpeler que X et by ont méme trace) et par polarisa-

tion, on en déduit
(1) ' B(X,Y) = 2n Tr(X¥) - 2 Tr(X) Tr(Y)

De plus, corme o est un idéal de ¢¢ , la forme de Killing de. Cy est in-

duite par celle de o¢ ; si alors, la forme de Killing de < était dégénérée,
il existerait Xécg tel que B(X,Y) = 0 pour tout Y&cg , ce qui signifie
Tr(XY) = O pour tout Y de trace O , donc X = a.l , mais come O = Tr(X) =

=ma , on en déduit a =0 et X =0 : 0f est semi-simple.

. Soit v, wune base de V , w, la base duale de v* et ’ Eij 1'opérateur
correspondant a vy @wj 3 l;; désignera la 'sous—‘a}gébre abélienne de

formée des opérateurs diegonaux. Si hyy = ei(H) est le coefficient d'indice
(i,1) de la matrice de H , on a donc Hv, = ei(H)vi , puis tHwi = ei(H)wi ,
ct finalement ad H‘Eij = Hv, ®Wj - ® tij = (ei(H) - ej(H)/)Eij . Ce der-
nier résultat montre que ad H est semi-simple et que ad H’Ei' £0 pour

i#3j dés que H n'annule aucun des ei(H) -9 (H) ,(il oxiste de tels H,-car il
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existe unc matrice diagonale de trace O dont deux termes de rang donné sont dis-
tincts),done b est une sous-algébre de Cartan de o et le systéme des raci-

nes se compose des ey - ej .

o — - Tt o T I 1 >
Posons o, =e, -¢; , et H! =E. Eiet,ie1 ® Sur 03—1, on a B(X,Y)
2m Tr(XY) d'aprés la formule (1), donc o, (H) = Tr(HHi) = 4m B(H,Hi') et

3 4o - —_ .J'. ] ] _2 —_ {<701TY
par suite <o(iﬂ\j> = 4B(Hi’Hj) n o= 3m Tr\rIirIj)

(2) <e(i,o\j> =0 si  li-ji » 1

= - 1/2n li-ji=1

= 2/2n li-jl = 0
Comme de plus toute racine est combinaison, linéaire dee Ay a coefficients
tous de ndme signe (ei - °; =0y 4y g e *d‘j—l si i< j et e; - ey =

- (Oj - ei):«(a’.‘j #eaatdd i—1) si j<i), il résulte du lerme démortré en ap-
pendice que les o, forment un systéme de racines simples et les formules (2)

montrent que ce systéme est de type An pour m=n+l, (n >1) .

2.~ Algébres de type Cn .

Soit donnée sur V une forme bilinéaire alternée non dégénérée (x,y) .
Toute forme lindaire sur V ecst du type x —> (x,y) d'ol un isomorphisme Q
de V sur V* 3 par’ @ correspend & 1'cpérateur tX sur T 1'opérateur
* sur V défini par (Xx,y) = (x,X%y) . Mais Q définit un isomorphisme de
VRV sur Y®V donc sur 03 f(V) qui est ldonne’ en associant & x &y 1'opé-
ratcur U s a = x.(a,y) , donc (a,U"d) = (Ua,b) = - (a,y)(b,x) et par suite
U = -y (b,x) qui est associé a -y ® X . En résumé & 1l'opération U —» -U*

dans qQ(V) correspond la symétric canonique S dans V&V ,

L'cnsemble des X tels que X* = X ocst une sous-algébre de Lie ¢ de
o,;f(v) qui correspond donc au sous-cspace symétrique de V&V que 1l'on note-
ra W.5(1+S) est un projecteur de V&V sur W et & ad X correspond 1'o-
pérateur X & 1 - 1 @X* =XR1+1®X si XE.O&Y « 51 A est un opérateur
de V&V qui conserve W , la trace de A dans W est egale & la trace de
#(148)A dans V%V , donc

(3) B(X,%) = Tr(3(1+8) (X & 1 + 1 & %)% = 4(2m Tr(X?) + 2 Tr(X)?)

+ 2T (s(X @ 1)) + Tr(s(l & X3)) + 2 Tr(S(X e X))

Or on a de maniére générale Tr,, % V(S(A % B)) = Tr(AB) commme on le voit en

prenant A = x &X' et B = y® v décomposés
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(4) AB = Ry = x®7 <y,x%> Tr(4B) = <%,5"> < y,X'>
AxB=(xey)® 2y - so(AeB) =skey) e
= Fex) ®E &y
Tr(S(A®B)) =<y ®x,x @Y > = <y,X > <xy > = Tr(4B)

Finalement, il vient B(X,X) = (n+2) Tr(X ) + Tr(X) ; or Tr(x®) = Tr(tX) =

= Tr(X) , mais X = X, donc Tr(X) = 0 ; finaloment cn polarisant, il vient
(5) B(%,Y) = (m+2) Tr(XY)

On peut rcintenant montrer que B cst non dégdénérée : en effet si
B(X,Y) = 0 pour tout Y€¢ , ona Tr(Z(4 - 4%)) =0 pour tout 4eqgf(V),

d'olt Tr(X - X)) =0 et X =X*; comre oar ailleurs X = -X' , on en ddduit

X =0, :q gt unc algébre semi-gimplc.,

On va raintenant exhiber une sous-algébre de Cartan b de qg‘ . Pour

celay, on considére une base §v v é avec (vi,v i) = 1, les autres produits

scalaires étant tous nuls. 5 se compese des H tels que Hvi = a7,

c= -8 o ! e = ¢ C ase - 2
W_j= -a;v_; et 1'on posc a; = (H) 9 a une hase F . correspondant &
la base Vi @JVJ + vJeg)vI de W ( I désigne un indice générique de la forme
Z34) et si 1'on pose e . = -e;, , ona HVI = eI(H)vI d'ol immédiatenent
ad H.FIJ = (e (B) + e. (H)) 7 I1 en résulte que ad H est scmi-simple et que
les seuls FIJ unnules par tous les ad H sont les FI -1 qui sont dans
Vo ﬂ est une sous-algébre de Cartan ct les racines sont les er + ey =
te.t, ton pre = e, - - = e ra-

ey ey Si 1'on prend Sy =e; —es (1 ¢ ign-1) o =2 toute ra

cine cst corbinaison lindaire des g ; avec des coefficients de méme signe car
(si 1<j), =~(0\'J+...+d J) {si j< i) et
e. (e -e ) + (ej ~ en) + 2@n.. Donc les o ; forment un systéme fonda~
.mbntal de racincs 81mples. Or & une homothdtie pres, la forme de Killing est

Z . 2 C.\! ‘:J' . . A, . F- . : o o 1
Tr(XY) . Corme 1(H) gTr(HFl’_l) et que Tr(I‘l’__l J,~J) 2 3‘13 , il en
résulte que les ey sont orthogonaux 2 & 2 et de méme longueur ot il suffit de

se reporter au tableau final de 1'exposé 13 pdur consteter que of est de

type C_ (c1 =4, 0,= A2) .

3.~ Algebres de type B et D .

Nous allons maintenant intrnduire sur V wune forme bilindaire symétrique.

(x,y) . Les calculs sont les nimes que dans le paragraphe précédent, sauf aux
points suivants :

(a,7p) = (Ua,b) = + (a,y)(b,x) car (, ) est symétrique, done U
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correspond & y & X et ¢} s'identifie au sous-espace A des tenseurs anti-
symétriques d'ordre 2 ., £(1-S) est un projectcur de V& V sur A, donc
B(,X) =Try o y(2(1-8) X @ 1 + 1 ® X)?)= (2-2)Tr(%) (si of désigne la sous-al-
gébre des X tels que X = -X* ). Noter que Tr(X) =0 . I1 n'y 2 rien & chan-
ger & la démonstration du fait que B est non dégénérée, donc @ est semi-

simplo, (si m>y 2)

Pour construire unc sous-algébre de Cartan, on prend une base de V , soit
{EI} telle que tous les produits scalaires soient nuls & 1'exception de
(vI,V_I) =1, U est 1l'ensemble des matrices telles que Bvy = eI(H)vI ;

(I #£J). Enfin
de V&V,

c'est une sous-algébre de Cartan ct les racines sont les er+ey
3%

a) si 1o dirmension de V  est paire m=2n, T est 1l'un des indices

<§ 2 unc base GIJ correspondent & la base Vo 153>vJ -V

+ +, + . + o+ . . .

-1, =2, ... ,-n e, = -s, et los racines sont les o, =e, (i #j) . si
-i i et T

l'on pose d, = e, - e, 1 €1 < n-1) = e + e toute racine est

P i~ i+l (1<1s N n’

combinaison linéaire & coefficients de méme signe car e - ej =, + ... +<ij_

) si j<i g, +e, = (e, -¢ ) +
4 i

1 J

si i<j e, -e,=-~ (*j +oeee 9, n-1

i J i-1
. L) . A
+ (ej - en) + (cn L ¥ en) si 1< j cas auquel on se ramenc toujours. Donc
c'cst un systéme fondamental dc racines simples. Les e sont deux & deux or-
thogonaux et de méme longueur corme on le voit par un raisonnement identique &

celui du paragraphe 2. Donc ! cst de type Dn 3

b) V est de dimension impaire m = 2n+1 : alors il feut prendfe pour I

. . + + .
1l'un des indices 0, -1, ... , -n ; ey = O et les racines sont =* e

e, iej (i # j) . Un systéme de racines sirples est formé par les 4y ;ue
voici'o(i = ey -6y (1< 1i<n) o =e car e, - e =, + .., +c%j—1

si i< j ¢y = ey = - G*j F oee +d\i_1) si j<i * e, = i((ei - en)+ On)
ey + ey = (ei - en) + (ej - en) + ZGn .

Ici encore les ey sont 2 & 2 orthogonaux et de méme longueur donc on a

un systéme de type B, -

L'algébre of de type B3 a une base formée des Gyt »

sous-algébre de Cartan 1 a pour base les Hi =G

GIJ:-GJI.;LB.
A (i,j ddsigne un indi-
-

ce variant de 1 83 ;3 I, J ... désigne un indice prenant les valeurs 1 ,
2 , %3 ), On sait que si 1'on pose ei(H) = %i nour H=p_ Ay Hy et

- e I L4 (1 "o T = (a
ej=-¢ ona [HGy]l= eI(rI)GOI LH’CIJ] = (bI(H) + eJ(H))GIJ .
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Soit W' 1la sous-algébre do ? définie par la condition J_ ei(H) = 0 autre-

ment dit eI(H) + cJ(H) + eK(H) = 0 lorsque I,J,K sont distincts et de méme

signe. Par szlte GO,—I et GJK
- S A0 o " > ' '

done GI =2 GO,—I + GJK e le poidse 81 par rapport a v . D'autre part,

ont méne poids par repport & ' soit 61 »

Gy —] appartient au poids ei—ej par rapport & b' . On va montrer que si
--’
|} - N A 5 £ 1
g}' est le sous-espace de <q engendré par ? , les GI et les Gi,—j
(i # j) est une sous-algdbre de 0 dont H' est une sous-elgébre de Cartan,

Cela résulte des formules suivantes @

(1) (65,50 Gpmed = S Oy g = 94y Gy € off
(2) _ §:Gi,—j » G = - (911{ Gy
[y 55 6] Sjk G_y
(3) (6, 6,126, 5  i#]
(G » G_ij: 3 A - (0 + H2‘+ Hy)
(4) [Gi , Gyl=2 0
(G » G_jjz -2 Gy

"Les ad H sont semi-simples d'aprés ce qu'on a vu et les GI et Gi -j
2
appartiennent & des poids # O danc b' est une sous-algébre abédlienne maxi-

male. D'autre part D' est formée de matrices diagonales, v, appartcnant au

I

poids &1 et vy au poids e, . Un scus-espace de V --invariant par gy' et

0
# 0 sera invariant par l?' donc contiendra un des vecteurs de base., Or

= +

Gpvg=v_; Gpv_; Vg (IJK distincts de méme signe et le signe dépendant
de la parité de la permutation |Il [J1 JKl de 1,2, 3) Gi -] Vj =V,
s
Gi -3 v i =~V j . De ces formules résulte que le sous-espace invariant contien-
, - -

dra tous les vecteurs de_base. Donc la représentation identique de of' dans V
est irréductible et par suite c%' est réductive ; mais si X anpartient au
centre de Cé' s il cormute a b ' donc est dans lg ', Comme X doit commuter
aux autres vecteurs de basc de ¢ ' , il doit annuler tous les poids en particu-
lier [X,GI] = eI(X)GI = 0 donec eI(X) =0 X=0. Finalement <%' est semi-

simple,

. . + ' : . . '
On a vu que le¢s racines sunt les =€ ei—ej (1 £ j) . Montrons que

e,~e, et e, forment un systéme fondamental de racines. En effet

el + e2 + e3 = 0 donc les racines sont
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+
(201 + e2).i (e1 + 262).- (e1 + e

-+

- el.:t 92,:(81 —eez),i 2)

| — -~ —_ 3 -— — )
et 1'on a e, = (ul u2) + ey 2eq + e, = 2(01 92) + 5

ey + 2e2 = (e1 - e2) + 362 et on peut donc appliquer le lermc de l'appendice.

D'autre part les racines de la forme (el - ¢,) + ke, sont e

2) 2 17 %0 %o
Gy + 85, €4 % 202 donc k=0, 1, 2, 3 et les entiers de Cartan sont
Q11 = 855 = -2 ay5 = 3 ce qui correspond visziblement au schéma E&=== de
type G2 .

On peut démontrer que ¢f' ost 1l'algébre des dérivations de 1'algdbre non
associative V dont la table de rmltiplication est

e; % €_; = £gn I €4
X er = = 61 % 8y = e

oL Xe,= -—e. ¥e,. = e
I J

T ¥ -; .
J 1 I J K de néme signe,

12 3=> |IV1Jl K| étant
permutation paire

-K

les autres produits étant nuls.
Si 1'on ajoute un élément de base e &4 V et qu'on pose
()\e + X)("Je + y) = ()\V\-—- (x,y))e +>\y +9X + X %y

on obtient une algébre de rang & sur K isomorphe & 1'algébre des octaves de

Cayley et Cﬁ' apvarait comre 1l'ensemblc des dérivations de cette algebre.
Résumons les résultats obtecnus

Théoréme : l'algdbre de Lic des opératcurs de trace nulle d'un espace vec-

toriel V de dimension (n+l) est de type A pour n 1.

L'algebre de Lie des opératcurs qui vérifient (¥x,y) + (x,Xy) = 0 est

unc algébre de type C, si (%,7) = - (y,x) ot si la dimension de V est

2n , (ny» 3), elle est de type B, si (x,y) = (y,x) et_la dimension est

2n+1 (n>» 2) , de type D si (x,7) = (y,x) et la dimension est 2n
(n>4) .

L'algébre de Lie des dérivations dc 1'algébre des octaves de Cavley est
de_type G2 .
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APPENDICE,

Lerme ¢ Soit OJ unc_algeébre de Lie semi-simple, \j unc sous-glgsbre de

Cartan r = dim p « Si {xlz est un systéme de r racines telle que toute

. . + S N .
racine soit de la forme A= -2 m . ob m, est un entier >0, alors les

~,; forment un systéeme de racines simples.

Mettons sur bg 1l'ordre lexicographique correspondant & la base 0{1 , 59
,o(r . Pour cet ordre les aly sont .positifs, donc les racines positives

sont celles de la forme ol = Z m; o 4 (mi » C) . D'autre part l'ensemble des
i

racines est de rang r sur Q , donc les o 3 qui engendrent le systéme des

racines, sont linéairement ‘ndépendantes.

Les Ky sont des racines simples car si on avait o/i =8 +y avec

B, »C on aurait B =3 md, )5=Zi1.ot. o, =3 (m, + n.H, donc

J J J. 1 3 J J°J
mj+nj=0 si j A1 et mg +n, =1 donc f=c, ou 0 y=0 ou s,
ce qui prouve que o(i est simple. Comme il y a exactement 1r racines simples,

le lemme est démontré.



