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Exposé n® 13

CLASSIFICATION DEZS ALGEBRES DE LIE SDIPLES

(Exposé de M, BERGER, le 15.2.1955,
repris par P. CARTIER, le 15.3.1955).

Cet exposé a été fait par M, BERGER en suivant la méthode de classification
de Van der Waerden (Math. Zeitschrift (37), p. 446-462). Devent le complexité de
cette méthode et 1'impessibilité de la rédiger proprement, la question a été re-
prise d'avrés la méthode de Dynkin dans un expcsé de P, CARTIER, le 15,3.1955 :

c'est cetie dernitre méthode que 1l'on va lire ici.

1.~ Introduction.

Soit O} une algebre de Lie simple sur le corps K algébriquement clos de
caractéristique 0 , ¥ une sous-algébre de Cartan de gq , T un systéme de
racines simples et V 1l'espace Q-vectoriel engendré par les racines dans le dual
de 9 . On sait que sur V , la forme de Killing est rationnelle et définie po-
sitive et que T' a les propriétéds suiventes :

1) TU est un svstéme de vecteurs lipndairerent indéoendants.

. - . L <d . ey
2) Si d\,@t;TT sont. distincts, %iﬁ -2 2;;?%3: est un entier positif
ou nul. '

3) Il n'existe pas de partitions 1T = TI' UTI " , tout élément de TT!

- étent orthogonal & tout élément de TT" .

Cn sait de plus que VI détermine le systéme O des racines # 0 et que
A déterrine o} &4 un isomorvhisme prés. Le probléme de la classification est
donc ramené & la recherche des swstémes TT de vecteurs d'un espace euclidien
vérifiant les conditions 1) & 3), car de 2) s'cnsuit que sur le sous-espace
Q-vectoriel V engendré par TT , le produit scalaire est rationnel. D'autre
part, une homothétie ne change rien 2 la validité des conditions 1) & 3), mais
TT détermine bien A , et on a dans D 1la relation <ol €> Z<x ,<>(><Xﬁ>

qui achéve de déterminer le coefficient de proportionnalité.

TT sera dit admigsible s'il vérifie 1) et 2) et connexc si de plus il véri-

fie 3).
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2e- Recncrche des svsteémesadmissibles connexes.

On note |vl la longueur du vecteur v , soit <v,v> = \vl2

Soit T un systéme admissible, o , B8 € T distincts et non orthogonaux et

2
G leur anglc, On a 0 < g a, :A—(:L“—B—Z—=400826' <4 , done le
¢ Ap TR T T 2 \BR ’

plus petit des deux nombres entiers positifs ad3 st a est égal & 1,

Qd
i.e, sup(lO(\Z, \6\2) = - 2<°1 @) . Supposons par euenple Ri>1B8l done
py 9 alors \«| /\ = /a =4 cos~ § . Il y a donc 3 cas possi-

bles corref‘*)nndunt a4 4 cos? 9._ 1, 2, 3 , TW-6 =w/2, T/, T6E,

On fait alors correspondre & YT un schéma S ainsi obtenu : & chaque
A €T on feit correspondre un point du plan affecté d'un cocfficient égal &
<o,k >, deux points distincts étant joints par un nombre de traits égal &
4 0032 & , i,e, au carré du repport de leurs longucurs. L'ordre du schéma est
par définition, le nombre A'éléments du svstéme TT , et les schémas obtenus par
ce procédé se nonment admissibles ; deux points étant non 1liés si et seulement si
les vecteurs correspondants sont orthogonaux, le schéma est connexe si et seule-
ment si T  vérifie 3). Si S est un schéma admissible, on obticnt un schéma ad-
missible en effagant certains des peints et les liens qui "es joignent aux points
restants car ceci revient & remplacer TT  par un sous-systéme (peut-8tre non

connexe) et il est clair que les conditions 1) et 2) sont héréditaires.
Avec ces conventions, les schémas d'ordre 2 sont les suivants

1 1 1 2 1 3
O———0 a——0 Oo======

Nous allons pour 1l'instunt étudier 1'aspect combinatoire des schémas nous

contentant d'écrire les liens, mais non les coeificients,

A) Dans un schéma admissible d'ordre n , il v a au plus (n-1) couples

liés .

ST /i)

Posons x =2 . On sait que <X ,8> < 0 pour < , B8 distinets

&
et que si & et Oé ne sont pas orthogonaux 4 cos2 & est un entier, donc
4 cosze > 1 et 2 —io—‘-‘-@—’— £ -1 ,0r s'il y a plus de n-1 couples non ortho-

Jot 1Bl

gonaux dans TT ,

2
\XlZ:__Z\d.\ +2 2 —@‘—*—Bf—gn—n:o, done x = 0 et les éléments de
- EIP A o RN

T ne sont pas lindairement indénendants contraircment & 1).

On en déduit qu'un schéms admissible ne contient pas de cycle fermé C car
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C lui-méme serait un schéma admissible et il est clair (cf. fig.l) que C con-
couples lies

tient au moins autant de N\, que d'éléments. Ensuite si S'< S gst un sous-

schéma connexe et si o £ S' , of ost 1ié A au plus un éldément de S' : soit en

effet o 1ié & B ot y éléments dc S' ; S' est connexe, donc il existe une
. — — ' ’, 2 + ' ’ N . \ \

suite (30 = B, E’l s eves @n =y d'éléments de S' , 51 étent 1ié & Si+1 , ct

le soys-schéma de S formé de of et des B, conticnt n+l éléments et au moins
couples lies i .

n+l " ce qui est impossiblc. De plus gi S' # 8 et si S est conmnexe, il

existe au moins un vecteur of & S' 1ié & un vectour de S' , donc il existe un

vecteur A & S' gui est 1ié 3 un vectecur et un scul de S

cycle fermé —

figure 1

B) D'un point d'un schéma admissible partent au plus 3 licns : soit en effet

d&€TT et ﬁi lcs points auxquels il est joint., Corme < est 1ié 2 Qi et

3. , il résulte du fait qu'il n'y a pas de cycle fermé dans S, que B, et @.
i’ ) i J

ne sont pas 1iés pour i # j , donc sont orthogonaux. Soit XY un vecteur orthogo-
nal aux @i du sous-espace W engendré par o et les ?i ; on a ainsi un repe-
re orthogonal de W et le théoreme de Prthagore montre que

2 2 \
cos” B, +§4:cos ‘91 =1 (GO angle de § ot y , Gi angle de ¥ et f}»i).
Corme < est linéairement indépendant des Bs > il n'est pas orthogonal & ¥ et

cos 90 #£0 . On en déduit que »_ 4 cos2 O, <4 coqui démontre 1'affirmation,
i

(ef. Fig.2).

De 14 résulte qu'un schéma_admissible connexe d'ordre >3 ne contient pas de
lien triple.

En effet, si de o part un lisn triple, aucun autrec lien ne part de « 4'
aprés B) ; par suite si o et @ sont joints par un lien triple, il ne sont pas
1liés au reste du schéma, donc en forment une composante connexe, ce qui est impos-

sible si le schéma est connexe et d'ordre =3 .
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Figure 2

C) Une chalne C est unc suite <x1,...,dn+l de points de S dont les seuls

(1 €i<n) ; C cst homogéne si ses liens sont

(U

liens joignent &, .
i i+l

simples. S1 C c¢st une chaine, elle est connexe donc si {8 €0, il est 1ié & un

point de C au plus, Formons un nouvesu schéma S' en identifiant tous les

points de C on un point of qui sera joint p fois & B#EC , si et ssulement

si B a un licn d'ordre p avec un point de C . 81 S est admissible, il en

ot

est de mBme dc¢ S' ; en coffet formons un svstéme de voctours T alnul on -

garde les vectours de¢ 70 qui nc sont pas dans C et on y ajoute 2 d = .

TT' est admissible car si @‘i:c est 1ié & d , 11 est orthogonal a&x autres

vecteurs de C et donc <@,%>= <G o> de plus

|2 =

e

Z(<°<1°(> + 2 o, 5) +) \2
i=1

. I1 est donc cleir que la

n+l n+1

condition 2) est vérifide par T ' et quant & la vérification de la condition 1)

elle est immédiate.

En conséquence, les schémas (ak) <bk) (ck) (cf. Fig.3) ne sont pas admis-

sibles car en leur appliquant le procédé indiqué, on les réduit respectivement &
(al) (bl) (cl) qui ne sont pas admiscibles car, dans chacun d'eux, de @ par-
tent plus de 3 liens.,

. o1 Ap d3 An-3 An  Fnel
Chaine : O O=====0 4 o o o 0 « 0= O——0
s P Py BpgBr ¥ ~ B
(ak) =0 ———0's 4 v o s O~ ——Q==220 (al) O——=0=—=0
<« g B 3, 0¥ ¥
1 P2 P (g/- L8 O
(bk) (bl) \\“?“\\ a liens

s licns -~
o .
(Ck) 0\\\ co o——~{<::: :::>n<:::
ot’ e

Figure 3
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D) Classons maintcnant les schémas admissibles connexes, Si S est d'ordre

> 3 , il ne contient pas de lien triple., Si S contient une liaison double, i.c.

un sous-schéma de type o=—=p , prolongcons-le en unec chaine maximale C . C con-
tient au plus une liaison double sinon on pourrait en extraire un schéma de type
(ak) “qui n'est pas admissible. Si C # S il existe d'eprds A) un vecteur B¢ C
qui est joint & un point et un seul de C ; ce point est distinct des extrémités
de C , sinon C ne ser.it pas unc chalne maximale, mais alors on peut en extrai-
re un schéma de type (bk) gul n'cst pas admissible, d'ol contradiction ¢ S est

donc de type (a! .
N (ap,q)

Supposons que toutes les liaisons de S soicnt simples. Soit c'abord S sans

 point triple et C < S une chaine meximale ; si C # S, il existe un vectcur qui

est joint & un point et un sevl de C , mais il ne peut &tre joint & unc extrémité
de C sinon € ne serzit pas une chalne maximalc, ot il ne peut &tre joint & un

autre point de € puisque S n'a pas dc point *riple. Donc S est de type (bﬁ)

Enfin si S n'a gue des liaisons simples et un point triple au moins, S

. . o o a .

contient un sous-schéma de type \\?/’ pour la m@me reison qu'en B). Prolon-
o

geons c- sdus-schéma en une étoile & 3 “renches maximale E ; si E#£ S, il

existe un vecteur joint & un point et un scul de E , mais ce ne peut &tre & une

—

extrémité, sinon E ne scrait pas unc étoilec maximalc et ce ne peut &tre & un au-

tre point de E , sinon on extrairait de S un sous-schéma de type (ck) « Fina-

lement S est de tvpe (c! )
Psq,T
oAy Ay Sy By Pg.1 B0 B
(at ) O$—~Og——o.....Og~l-ogziog—~0?.}..Og——Ol p,a >1
L R 1 1 2 2 2 2
Adq 4 S S|
(b)) oto®—o.....0—0tTt" « n > 1
1 1 1 1 1 1
1 1
110”'0/0&1
o
24271 »2

e 1 ’
(C' %'——éoutaoweq"l p
P,qT" 4 ol v 1\0l\ .
1 p-1 ¥r-1 2}\01
1

Figure 4

E) Si deux vecteurs sont joints par un licn d'ordre k s, on sait que le rap-
port des carrés de leurs longueurs est égel & k . Avec une unité de longueur con-

venable, les longucurs sont bien celles qui sont indiquées sur la figure 4.
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Soit une chaine o l”"ﬁjn formée de vectcurs de méme longueur ]G(ilz =a et

n n n=1
soit d =) _ial, ; ona \a«\z =3 iR % e 2 1(i+1) @, 9, >
) i ) i ) i? i+l
" n-1
:n’“a—Zia:z’-n(nntl)a .
i=1

Dans le schéma (a; q) soite= g i, B=2 i @wj donc VVF = 2(p+1)p
1 j -

“3,2 = q(q+l) et <ety,3> =pq {o(p,(%q> =-pg ; A ot @ ne sont pas colliné-
aires car les vecteurs de T  sont lindairement indépendants donc 1'indgalité de
Schwarz donne <ex,5:>2<:yx\2 \@]2 ~soit p2q2 < 2pq(p+1) (g+1) ou finalement en
simplifient (p-1)(g-1) < 2 . On a alors soit p=1 et q quclconque, scit

qg=1 ot p quelconque, soit p =g = 2 , ceei donnant liou respectivencnt aux

schémas B_ ,C (cf, Fig. 5).

q+1 p+1F4

Le schéma (bg) cst identique A .

n .
Enfin dans le schéma (cé ) posons o = p_ id, , 8= D @j = >k Y
- S i

(s

PEERY i
et évaluons lcs angles de & avec ces vecteurs. \<¥\2 = 3p(p-1) \S\2 =1
<d,b6> = - & done c0s°6 = %(1—p_l) . Corme en B) on voit que la condition 1)
implique que la sorme des cos? est plus petite que 1 (en effet, il est clair

sur leurs définitions que o , P » § sont orthogonaux deux & deux), c'ost-&-dire

1 1

$(1 - p—1 +1-q +1-1r7")<1 ou p + q"l +r ~>1,Comme p»q =T on

a p—lsiq_—'l < r 1 ot done 3r“1>>1 , i.e. T =2 cn vertu de la condition

! > 3 d'ol 2q—l\> 7 i.0. 9 <4 . I1 reste deux possi-

. -1 -
r 2 R . Ensuite p 7 +q
. . » . o . "'l .
bilités:q = 2 d'oh lcs deux seules conditions D "> 0 ¢t D> 2 i.e. P22
) . 2, A\ -1
quelconque, ce qui donne le schéma Dﬁ+p 3 et =3, 3d'ou P33 et p < 1/6
c'est-d~dire 3 < p < 6, ce qui donne licu au schéma E, .3 .
I
En résumé, les sculs schémas admissibles sont & chercher parmi AT , B 4,0 ,
1

n n
Dy Gys Py By By, B

q

3.~ Détermination des svstémes admissibles connexes.

I1 reste & montrer qu'il existe effectivemoent des syvstémes admissibles con-
nexes correspondant aux schémas de la figure 5.

n+1

Soit R 1'espace euclidien & n+l dimensions (ei) une base orthonor-

v
n
male et E° le sous-espace orthogonal au vecteur

- . . Vn . rd
s = e, o &y est la projection orthogonale de e; sur E° , il en résulte
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que si x = Z a; ¢ i est la projection orthogonale de x = Z a; e; 5 On a
2
=2 _ 2 <X,8>~ < 2 < 2
[x1® = |x|1° - Coss T 28 - (2 8;)%/(n+1)
Posons o(izci -e;,4 5 ona <o(i,o\j> = 2 1i-jil =0 1i,j=1,s0uyn
= =1 \1 - J\ =
= 0 li-j\>»2

donc les o\i forment un systémc de type An .

Dans R“ , congidérons le svstéme des vncteurs ol (1 <i<n-1) et en . On
a <dye > =-1 si 1=n-1 et =0 sinon ot Iean =1, donc on & un systée-

me de type B_ . De néme oy (1 <ig<n-1), 2¢ ~est un systéme de type C,

. 2 ] N . .
Enfin le , +e (“=2, e , +e ostorthogonal & &, pour i Zn-2 et
¢ - . ( i LS - ¢ :

nel * 8, 00 5> = -1, done o, (1< <n-1) , e 1 * ‘en est un systeme

3 D
de type D, «

<g

I1 reste & examiner le cas des 5 systémes excc—ptionnols. Pour G2 on peut

prendre dl,52 dens B car \d1\2 =2, le 12 = % = % ,

<d\1,§2> = <hj,e,> = -1 . Pour 'F4 » on prond le systéme By i.c. o d ey
et le vecteur g(e e)-e,= 3) =f car P est orthogonal & Ay et S, \@ =1
et <e3, B> = -+ , Pour En on prend An—l inclus dans R" auquel on ajoute
= - - -1 5 _ @ . (= . . ¥n-1 oy,
G + 6y + Gy 4 en_1(9 n -1)2=B ; (ei est une projection sur = < R7);
en effut \F‘Hz:?‘n—l—l+\51+52+§3{2:9n"1—-1+3-—9n—1=2 ete

-1 .

i

est orthogonal sux <. & 1'exclusion de A3 s <\Q>,°k3> = < e3>

Théoreme : Les svstémes de vecteurs vérificnt les conditions 1) & 3)

sont-A& wne pi~ilitudc  pres les systomes A B Cn D B F4 G2 du_tableau gui
suit.

On montrcra dans le prochain exposé corrent construire explicitement les al-

C.» D 5 Gy

gebres de Lie simplesde type An , B N 5

n"
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ﬂ(An) = (81—02,...,en-€3n+1> n
—W(Bn) = (el G,,...,On_l—en,en) n )
W(Cn) = (Gl—ez,e os’en_l"enyzen) n

Tr (D ) = (01—02, ve e ,en—'l—on, Gn~1+0n

«‘T(h ) = (01—82,...,en~1—0n,01+92+03

-‘T(Fd) = (O 2"' 3}('3’4(34 61"02”03))
T(Gy) = (6, - 0, » &)

Figure 5

) ny 4



