F. BRUHAT
Formes réelles des algebres semi-simples

Séminaire "Sophus Lie", tome 1 (1954-1955), exp.n°11 et 12, p. 1-15
<http://www.numdam.org/item?id=SSL_1954-1955 _1__ A15_0>

© Séminaire "Sophus Lie"

(Secrétariat mathématique, Paris), 1954-1955, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire "Sophus Lie" » implique ’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation
commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SSL_1954-1955__1__A15_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire "Sophus LIE" 11-01
E.N.S., 1954/55.

s "o .

Exposéds n® 11 et 12

FORNES RIESLLES DES ALGEBRES SEMI-SIMPLES
(Exposés de F. BRUHAT des 1 et 8.2.55).

Errate aux exposés précédents,

Un certain nombre d'erreurs se sont glissées dans les exposés précédents :

Exposé n°9 : page 9-05 ligne 4 du haut lire r = - (Z...)

Exposé n® 10 : page 10-01 ligne 5 du bas lire : V}\ est l'ensemble des vecteurs
vEV tels jue H.ov = N(H)v '

page 10-01 ligne 14 du bas lire : "(avec a # 0 )" et non "avec

a > 0 )", Le rectificatif 1) de la page 8 est alors sans objet.

page 10-02 lignes 3 4 5 du haut : remplacer le texte par le sui-
vent : "Etudions le cas de V irré-ductible, Les poids de V étant en nombre fi-
ni (ils correspondent aux valeurs propres de H ), il existe un poids Ny tel
f\ . . . c
que N +o ne soit plus un poids. Alors si ey € VAO Xeo S VAQ-K-:L donc
XeO =0 .". ,
page 10-02 lighe 12 du bas lire e = (k-m) fk+1
age 10-03 ligne 10 du haut lire : P(X) p(¥Y)v = - 3(i+1) jX(H)v .

ajouter : et f;(Y) PX)v = - 3(j+1)id (H)v .

page 10-07 ligne 1 & 3 du haut : remplacer le texte par le suivent
"Le systéme TT des racines simples détermine le systéme 2 des racines positi-
ves ; en effet toute racine positive est soit simple scit de la forme @: b +0Ki
ou ¥ est une racine positive et A 5 est simple. En effet on a (3:.7_ mio(i
avec m.>» 0 les o, étent simples, done <B,B> =2 m <P,A> > 0 sd

{5 # 0 donc comme les m, sont positifs ou nuls, vour un i au moins on a

<(5,o(i> > 0 . Appliquant la proposition 1, on voit que

S cha- LA

+ = - —— e

Poscty ooty Qo johy >

done pﬁ’d'< C et ¥ = (5 —-di est une racine. Cette racine est vositive sinon
5 :

on aurait -y >0 et A; = -¥ ne serzit pas simple,
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Cherchons parmi les combinaisons linéaires. 2 mic( 5 (mi>/ 0) celles qui
sont des racines., Appelons ordre m d'une telle combinaison 1l'entier positif
Zmi . Les combinaisons d'ordre 1 sont les o 5 qui sont des racines, Supvosons
déterminées les racines d'ordre ¢ m . Les racines d'ordre m+l sont de la forme
¥ +ol s ob ¥ est une racine d'ordre m . Il fout donc déterminer parmi les
X +ak les combinaisons qui sont des racires., Or la o, -serle contcnant Yy ne

comprend que des racines positives si £ o( car m o, o+ m™,
¥ J= h| i

m+k > 0 donc y+ ko(i positive, Si tous les mj sont nuls )y = Xy et m=1
o done Y =ol, s y+ ki, estdlordre mkgm si k<0 . Donc la borne infé-

j + (m+k)d ; sil'un des m, est > 0 ceci implique

rieure p de la série est connue car on connait les racines d'ordre < m . Comme

a—*&—; d'aprés la proposition 1 , q est connu et on seit sui-
iTi

P+g=-

vant que q est plus grund ou plus petit que 1 si x+d\i est racine ou non,

-----La premiére partie de la démonstretion de le proposition 5 est incomplete.

I1 faut remplacer comme suit :

' Supposons IT'= 17! { 17" ETT,_L Eﬁ,, . Soit Z' 1'ensemble des racines
positives de la forme 2 moly mi> 0 o3 € $' et soit T" défini de ma-
niére analogue ; si ol'€ ¥ HY ::Zmi HL, € E, . 'Donc si 'e¢!

A" € ¥" ' et 4" sont parpcndiculaires ¥ <o<',o\"> =0, 0r &' -a"
n'est pas racine car o' "= ome, -2 ol L
e acine -d m 1’1‘_J (};J @, € p €T
m, 50 J >0 ) et céc:L contredit la définition d'un systeme fondamental, Mais d'a-
R 1
pres la proposition 1 p+q~—2w=0 Comme q=0 p=0 et
<ol Mt >
a' +d" n'est pas racine. '
positive
Or il est clair gue toute racine/est de la forme Ay A" ou o'w(" donec
=y v, '
Posons ' = Z: "°‘ 01! cat unc sous—alod : 0}
oJ By + Lo ( ) 9t cet une sous YTgebre dé

car si d’{}EZI o(+(3€ zl et O("‘{BE .t;:' .- De plus [ETT” '{]C 03",‘ et

.d R/ 4 ’ - . o N
[Ojd‘:o;} 1] =K.HE E. . 0" définie de maniére analogue est une sous-algébre.

Or [Od‘l 's q"] =0 car -f><' ZA" n'est pas une racine donc LY id' iQm] =0
et par ailleurs [H' . g,,J = <A 'y > }&,, = 0 etc... Enfin i1 est clair que
(5, est somme directe de o&' et of " donc n'est pas simple.
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l.- Normalisction d'une base de Weyl.

Pour ce paragrophe encore, le corps de base est un corps algébriquement
clos de ccractéristique O quelconque - 03 est une algebre de Lie sémi-simple
dont 1 est une sous-algsbre de Oartan., On a choisi EO( £ 0 dens Og"( de sor-

te qu'on ait les relations suivantes

(1) [H’Eo(] = (H)Eo(
_ o - _
(2) [Eo(,E__d\]_ Hy et <Ed,m_q> =~1
(3) [Eo(,EO(] = I\L"ﬁ Bep St +B#£ 0 est une racine
=0 sinon
(4) <HH'S =0l (H)
On convient que Nﬁ( =0 si A+(3 £0 n'est pas une racine. Les formules mon-
Rl
trent que la structure de O est déterminée par les I\L( o On va démontrer un
: ER .
certein nombre de relstions nécessaires entre les No( s rclations qu'on dé-

>
montre facilement &tre suffisantes pour que les axiomes des algdhres de Lie soient

vérifids par un crochet donné 2 priori par les formules (1)-& (3). Tout d'abord

N =-N per suite de l'anticommutativité.

f?,,Ol Ay

Lemme lo-ol,p,y sont 3 racines non nulles o +A+y = 0 . Alors

(5) N =N =N

On ¢ E,E J=0N B =N E
ne [(’J, IXJ psy By oy =<

{LE;'( '[E(S'EX]] = N&K [Ec(’E_o\] =- N@ ¥ Ho'(

{4

Si 1l'on écrit 1'identité de Jacobi relative & E, E.E on &

oA BTy
(6) [E&y[E(yEX]] + [Eﬁ[EZ( E,){]:! + [Ea[E,x Eﬁ]] =0
soit _ NﬁX Ho'( ‘+ NK‘* H(')) + 1:&(3 Hz} =0

@]

On a donc ‘N(sg‘d"“Ngo\‘ﬂ*No((»s'Zf:

Par ailleurs « *P""?! =0 . Si ces deux rclations linéaires étaient distinctes,
les 3 racines seraicnt proportionnelles & 1l'une d'elles soit par exemple,
mais alors, on a A= - ou ¥=~a donc y=0 ou =0 contrairement aux
hypothéses. Ces deux relations lindaires entre o,3,y n'étant pas distinctes, on

a

N =N =
1(},\(3 G X NZfd
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Lemme 2.~ Si d,(g ) ® sont 4 racines non nulles, dont les sommes deux 3

deux nc sont pas nulles etfellcs que o + P+y+ 5$=0,ona

(7) 1&(5 NKS + Nﬁx s Nxd Nﬁg =0
En effet on a [Ed'[EﬁEX]] = p’X[Eok,E = N‘”X d,(w; _g car
d+p oy = -5 et P+y # 0 . lais d'aprés le levme 1 L’B”/: NS,d = —Nq,c?
. | _ ;
done [Ed,[EB, EE:]] N()”X Nd’s B

Reportent dans 1'identité de Jacobi (6) et tcnant compte de E s £0 , il vient
bien 1'égulité (9) .

Lomme 3.~ soiont o ,@ doux racines avec N+B #0 ok, (3 # 0 . Supposons
que la o -géric qui conticnt (5 conticenne excctement. les (&+ kA  avec

p<kgqg galors

8 N N =4 > -
(8) o Yoy = # <> aiop)

étont de dimension 1, la représentation de la sous-algbre
B+kat

Ed?E_q,Ho'l} dans Z e

(3 +ket

est irréductible. On peut donc appliquer le 5) du

théoréme 1 de l'mpose n°® 10, d'ou

[E__d’[Ed)E@]] = ~ 3 <ol,d >q(l-p) E(g;

]

]

N [E

mais [E_d,[EO\,E(b]] o BB

I‘Lﬁ,(ﬁ N—d,ou(% E@

= + I‘u
» )B "ﬁy"‘* (5
la derniére égalité résultant du lemme 1 appligqid & -A , o +3 , -B
1'on rappelle que N-d,- B = - N"B"'d‘ le lemme en résulte aussitdt.

Nous allons considérer deux zlgébres de Lie semi-simples, 03 et 03'
dont et b sont respectivement des sous-algébres de Cartan. On suppose
donnés des E & (g de sorte que les rclations 1) & (4) soient vérifides avec
les constuntes de structure 1\;( « D (resp. D) désigne 1l'ensemble des raci-

nes non nulles de o)! (resp. c(-;') .

Theoreme 1.~ Soit (¢ une apolication lindaire biunivoque de \90 sur \qo

telle gue (P apgllgue ‘A" sur A . Si l'on pose A' = t(pd on peut trouver

- des E' , € O} vérifient les conditions (1) & (4) avec les constentes
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de structure Nd':@' = I\Tq"5 autrement dit
(9) [E" E’ﬁ,]-—. I&’{% Eo.l|+ﬁl

Tout d'abord ¥ = tep est une isométrie de Y)(')* sur bg « En effet d'a-

prés la proposition 1 dc 1'Exposé précédent on a

<B,3> .
PRI i T - s " - . . N 3 -
-2 o, A p +9 81 la o ~-série qui contient (3 se compose des [(3+kd pour
p € k € q . Puidque Y est un isomorphisme linéaire de A' sur A ona
ot —- ! _ B> - M tad 70 L At
P=07D q=9q donc 2<O< o - 2 U d'ol 1l'on déduit facilement
que
(10) <d,(3>=k<d\',(3'>

o k ne dénend pas do A et de (3 . Mais ona

(11) <ot,(’§> = <H°1,H(;§ ZyH ) y(HY) ~Z <yl <X A>

et de mlme <o{',[§'> = ZQ,' A'> <y! 3'> .+ Donc k= k2 et comme
)_Y)

CAD#A0 si d#£0 k=1 , ce qui démontre notre assertion.

Munissons maintenont 93 d'un ordre lexicographique comme dans 1'Exposé
précédent et anpelons ZP l'enqen'abl\, des racines d #0 avec =-p<AXP .
Supposons choisis des € g pour & € > 0 vérifiant la relation (9)
chaque fois que d\,{?s,dw(a S Z . On peut de plus choisir E's, de sorte que

la relation (9) soit vérifiée pour une décomposition o + (3 = p car

[E', E‘,] # 0 et définissons E' , de sorte que <E ?, > =-1,81i0
est le successeur immé-dict de P Z. Z {?, P) et E&, est donc défini
pour ¥ € '2_ . Posons [wv é 1= ‘M 5, +é" chaque fois que X,é‘,x+3 € Z

I1 faut donc mentrer que N 8 = ! g dens ces conditions. I1 frut dlstlnguer

H
plusieurs cas :

a) X,é\,wé‘ E E? elors NX § = NE'( & per hypothése de recurrence
2 b

b) Y + § = e ¥ Se ZF « On peut supposer cette décomposition distincte de
A +P =p . Alors ol + B +{y) +(£) = 0 et les sommes deux & deux de ces raci-
nes sont non nulles et dans 2 _ car on a par excmple 0 <X<P 0 <y<e

(3
donc & -y € ZP . On peut donc aponliquer le lemme 2 & % et o(}' d'ou

12 N N = - -
( ) O(}a “é’,-a E) 2{ O(, 8 "X,C\ NQ)’"‘é\

(13) : N&,,@), le,’._s, = - Né,’_x, N°1,'~5' - N-'-x',o(’ Né’,—S’
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Mzis les second membres de ces égalités sont égaux car on a A, ypl-x € Ze
ar excmple, d'ou N = = N! « D'autre part par construction N = N!
P plc, "6,0( "‘X"O(‘ P -p d,(a d',B|
Donc comme Nd £Z0 one N_ -5 = N"‘X’:"g' « Mois on a vu que tcp est une

b i
isométrie donc <y, x> = <y',¥'> et d'aprés le lemme 3

_..iuz.q(l_p) .:N" Nt
’

o8 N8 T ¥t ey, -b

finclement N = ! .
donc finclemen )8 ZS"S'

*

Donc si y+8 =p ona N s =Ny ss ot N y,-5= N_K,’_B,

&
c) Y+46 = - P 5,56 ZF‘ done -2{,—6 EZP (-2() + (-9) = p par suite
W = W' 'epre .
$r6 (1,8 d'eprds b) |
d) Enfin des 3 racincs 3,5,-(X+5) dont la somre est nulle, une au plus peut

8tre é-¢1lec & P si elles sont toutes trois deans ZP . Mais alors ces cas se

roménent & b) et c¢) d'aprés le lemme 1.

Les racines positives étcnt en nombre fini le théoréme est ddmontré par

récurrence.

Corollaire 1 : Soit L ¢ K un sous—corps contenant les Ne( at O}L
b

S

1'algebre de Lie formde des combinaisons lindaires 3 coefficients dens L de

E, et Ho'( o Il oxiste olors une application f IL-lindaire de ; dans !
prolongeant < gt qui soit un homomorphisme f({x,y]) = [£(x),f(y)] (x,y € 5 L.

Les relations de structure (1) & (4) montrent tout ge suite que oty est
steble pour le crochet; o& ét.nt somme direccte des o&d‘ et de b et Y) ayant
méme dimension sur X que DO sur Q , f ewt bien définie par f(H) = @(H)

f(Eo{) = B}y . Restc & montrer que f est multip?hicative. }(H e\)o)
(14)  £(H,H"])
(15)  £(H,E )

1

£(0) =0 (fH),fH)]=0 car b' est abélienne

f

FA(H) B) =o(H) B, =o' () B!, = [¢(H),E, ]
L£(m), (&) ]

]

(16) f([Ea(’E&]) = f(l\&’ﬁ E’i("ﬁ) = No(,(i Ecs:"+(3' = [E&"Eél :] = [f(EN)’f(EB)]

pour Helh, o€ A .

Corollaire 2 : Q;} est définie 3 un isomorphisme prés par la donnde de b

et _du systéme des racines.

En effct si on prend L = X dans le corollaire 1, on définit un isomorphis-
me de OJ dans o{-i' prolongeant P .
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Corollaire 3 : on peut normer les E de facon & véiifier les relations
(1) 2 (4) ainsi que (17) Nd’& = N_d’_B .

- est racine en méme temps que A , donc la symétric H —> -H de DO
laissc inveriant le systémc des racines o' = -d, D'aprés le corollaire 1, il
existe un automorphisme (p de G prolongeant cctie symétrie, Choisis sons
‘Q(E_(gd de sorte que <E,F_>=-1 ; @ trensforme E, en Fldeog
Donc F_'_d =P, F ot . Mais d'ﬂpres le théorzme 1, on a

!
-~ -~ w -— -z °
_'A<Fn ,;&E..-l gonc P, P_g=1 . Posons E, =Py 1& $
~ —p 2 2 —_p ] - s 1 3 P
alors f(E)) =¢;° f, F =PZF_ =P i F (=E o - Si 1'on cxprimc mointenant
gue f est un homomorphisme on trouve de suite N = N = N .
oy ,@ »—Q
Remarquons qu'en vertu du kemme 3 Nj 6 = 2‘—(0(,0() q(l-p) > 0 car g >0
, .
p< 0 donc si K est lec corps des complexes I\L{ B est ré-el,
. ’
Définition 1 ¢ une base de o} formée d'une base H,...H, de Y)O et de
- Tt ' -
E e C}O‘ tels que I\Le (J} I\-_d’_@ (en plus des rclations (1) & (4)) s'appelle

une base de Weyl de cg

2.~ Formes réelles des algebres de Lie.

K sera jusqu'a la fin de cet exposé lc corps C des complexes. R désigne
le corps des réels. of étent espece veetoriel sur C  est aussi espace vecto-

riel sur R par restriction des scalaires.

Définition 2.~ Une sous-algébre de Lic rdelle 030 de o (considérée

comme algébre sur R ) est dite forme réelle de o si 1'apolication canonique

a 2O ’4_’ ‘,\‘ ~ . A . . ~
de la complexifide o;} o & RG de %O dans Oq{ est un isomorvhisme, autrement

dit, si dim ROJO = dim 001 .

Tout élément de 03 est donc de maniére unique de la forme x + iy avec
x,y € 0&0 . Dans OJO ® C existe unc involution o définie par s(x®@7n) =
X® A , donc une forme réelle ocxo de oJ définit une involution o de oqi

(par 1'isomorphisme de d 0 &0 sur OJ ) qui a les propriétés suivantes
clo(x)) =x olxey) =ax) +o(y) oA x) = Aas(x)
s [xy]) =l (x),e(y)]

Réciproquement : soit o wune telle involution sur OA et 030 1'ensemble
des points fixes de ¢ : x €9, équivaut & x =o' (x) . Alors si X,y € %O
A€ R il résulte des propriétds de o que x+y , N x, [X,y]¢€ o D'autre
part tout x €& OJ o S 'écrit d'unc maniére et d'une seule sous la forme y+iz
avec y,z € 4o . En effet x = $(x +a(x)) + 1('—-(x -~ (x)) et il est immédiat
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que %(x +o(x)) ot -;E(x ~o(x)) sont dans %o - Réciproquement si
x=y +iz o) =y - iz donc y = %(x +c(x)) z:%z(x—-o‘(x)) . Done
O(;O est une forme réelle de of .

La forme de Killing de C;xo s'obticnt par restriction de celle de 03 ’
car adx ady c¢st un endomorpisme complexe de OJ qui conserve 030 donec &
méme troce considéré comrme opérateur de CAO ou de cg (ceci si =,y C—_ﬂo )e
Donc B prend des weleurs réelles sur 9o ot done B(x,y) = Bls(x),5(y))

pour X,y € 030 Meis les doux membres de cetite égalité sont des formes bili-

néaires complexcs sur éegnles sur O do:c sur O
40 g

Définition 3.~ Une algébre de Lie réelle cst dite compacte si la forme gue-
Ly 0 de 1'algdbre de
Lie comgl».,};e 04 s'enpelle forme rée’le compacte de cq si O(}O est unc al-

dretique B(x,x) gst définie négative. Une forme réclle

gebre de Lie récllc compacte.

Pour que soit une forme réelle compacte de il feut et il suf-
0 p (g 0 ?

fit que la_forme hermitienne B(x,s(y)) sur soit définie négative., En ef-

fut si %0 est compacte et x = y + iz éoé x#0 B(x,0(x)) =
B(y+iz , y-iz) = B(y,y) + B(z,z) < O . Réciproquement si B(x,5(y)) est définie

négative et x € 030 x#Z0 ona x=G(x) done B(x,x) <0 .
Etudions maintenant les involutions sur 03

Lemme 4.~ 1) Pour gu'un sous-espace complexe 77;[ de % soit engendré
(sur C) par 1{]0 = ?)/}n Q(I,O s i1 faut ot il suffit que Q-(w,g) = '&g_'

2) 8i deux involutions o« et ¢ com:"utent, 03_’11 désignant les
points fixes de & , O}O est somme dirccie de Oé} et 1 ((‘71 et %(
somre directe de q et OJ (ot x € A5 % signifie x e o(} a(x) = x).

1) Soit 7& engendréd par UJ o dome si xé€ ig X = y+ig y,z 3 lgo . Alors
alx) =y - iz € Zg donc O‘(UJ)C Qg et 11 y a 8gnlité car %=1 Réciproque-
nent si G(Q)J)c?g ot x €& ona y=3(x +q—(x))e'bg n(gozf{go

= %"(X ~a(x)) e ’UJ A O('}(O = 790 . Comme x = y+iz ”%[ est engendré par ”zg][o .

2) Puisque T commute 4 T , & conserve 01 car si x e%
Jau u

Zo(x) =0z (x) =a(x) donc o(x)e OJ o induit un opérateur R-linéaire
~ d - ~ . - + -

de OJ 0 doht lc carré est 1. %u =0 car si x € qju(\c{}u

x=o(x) = -x done x=-x, x=0,Deplus x = F(x +0(x)) + 3(x '-0“,(x))

. . + - —
et il est cleir que 2(x xa(x))é g; L cer a(x)e au ; donc-»»QJu‘r'%%{gn .
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0& est somme directe de Oju et 1 O;)u done de Qy; OJ; 163:'1 1@{; . Or
¢ est 1'identité sur OJ; et 1(5; et il vout -1 sur C}J; et 10\!]; done
(}JO cst somme directe de Oo{; et 104; .

Théoreme 2.- Soit % o unc forme rée’le de oJ s O l'involution associée

1) il existe une soms-algebre de Cartan D inveriante per & . §  chnserve

et Yo permute

méme DO (sous-espace Q-vectoriel engendré par les H&

lcs racines.

2) si ¢} o estcompacts, alors o(H) = ~-H pour HE % et il existe une

base de Weyl Ey de Oc} telle que G(Ed) =E_ .

3) réciproguement <tont donnde unc basc de Wevl de s 1o forme réelle asso-
ciée a 1'invelution donnde var o(H) = - H (HE \\?‘O) G(Eck) =E__ est une

forme réelle compacte.

1) La dimension du sous—espdce de cg annulé par une puissance de adx est
égcle & la,ﬁultiplicité de 0 comme recine du polyndme caractéristique
det(adx -2 .1) = (N2 + (—)\)n-lcpl(x) +oee. + (—)\)n—kcpk(x) . Pour que x soit

régulier, c'est-é-dire que cette dimension soit minima, il faut et il suffit que
@ lx) £0 .

Comme (Qk(x) est une fonction polyndéme non nulle sur %[ et donc sr (2}0
il existe un x € %O qui n'annule pas @, » donc Odfo contient un élément
régulier x . D'apres 1'Exposé n® 9, comre oé est scmi-simple, 1'ensemble b
des éléments qui commutent & x est une sous-clgébre de Cartan. Mais si Hel
c.Hx]=c(H6(x)]) =c((H,x]) = 0 donc G‘.Helg et 1 est bicn inveriante

par & . Définissons pour toute racine o suivent ) une forme lindaire &
sur b per & (H) =o (0 H) . On va montrer que « est une racine et que
a. %d‘c (gd . En effet si y eo&d [(HyyJ=cl(H)y done [0.H,a(y)]=

=d(H) o(y) =J(c H)o (y) donc o(y)e o/f‘ car s« = 1 . De plus

<o H,H> = {H,o > =d(0.H) =o(H) = <H{ ,H> done O'.HD{ =H'y . 11

en résulte que o conserve \?O . Soient choisis des E, € %”‘ tels que
oo - = N . . .

<bo\,}1,_d> = -1 alors comme g L S CJ s 11 existe des scalaires Po( avec

L'involution g cst bien définie par la perrutation des racines qu'elle in-
duit et per les P s+ Réciproquement supposons nous donné un eutomorphisme ¢

2 -
(avec @ =1) de 90 ‘tel que tcP permute les racines et des scalaires e o



11-10

A quelles conditions existe-t-il une involution ¢  qui coincide avec @ sur

: P, = - 9
bO et tclle que G'ﬁ‘J\"PdEd ?
a) couH = (()2.H =H pour H & hg

2 . _ = -

2 P N
donc ¢ =1 eéquivaut a

(18) P Px=1

b) il cxiste bicn une spplication ot wnc secule semi-lindaire < telle que
g H=¢wH CE, = e E&- car dinm c &Q = dim R‘QO et que \? et les E, sont
. linéaircnient indépendonts, Que oo soit multiplicatif so traduit par
o(B,E ) = (0 B,00 ] (oHok]=c(5E]) o5 =[L.0k],
o étent évidorment un homomorphisme sur 1l'algdbre ebdlienne p . Or o per-
mutent les recines canscrve le métrique (cf. démonstration du théoréme 1) soit

+ e -
< ety %‘.(D =<, B> ou G‘.Ho'( = H'z donc la lérc égalité & démontrer équi-
n P — | - - -1 ans - ' - — Y )
veut & - H's = [fd E5,¢_ 4 B 5] soit d'ol = - p, P_gH'y ou encore &

(19)- Po P =1

La 2e s'derit (/){ .;;(_((S'.H)E;\ =d (H)o .E,* et n'est que la traduction de la défini_.

tion de o . Le 3e s'derit enfin

; Be — = - - F— - Yogt-ii-diTe
1\&,\3 f;{+(a A+ POLF?Q : @Eou@ ¢'ost-a~dire
20 N = N- -~

2) Supnosons oy compacte, c'ost-a-dire B(x,0(x)) < 0 pour x #0 . o in-

. , . s 2 .
duit un opércteur Q-linéaire dans DO et o =1 donc DO est sorme directe

de V' ot VT avee o .H =t H pour H € V¥, Mais si HeV
B(H,0,H) =<H,H> % 0 ce qui, corme la Torme hermitienne est définie négative, im-
plique H = 0 donc vi =0 DO =V . Donc o = -<k ; prenons une base de
S h =N = N~ - Si 1! 30 o=
Weyl Eo( ’ ‘\Id’ﬁ I\d,@ e S1 1'on pose TE, =0, E__ on aura donc

PuP_a =P Pl Fo(+(1,:PO\Pﬁ . De plus <E,¢.E> = ch <Ed\’E—o¢>: - po(< 0
i

donc > 0. F;Z; ¢ est donc défini scns ambiguité et est réel et si 1'on

o
pose Ea't =Py E;{ y On 2 <EO{,E'_€? = - pt P:.q: -1 et
] L L i A
o.E} = %(7 P By =Pk E—-d= p_?E_ ,=15',, o étent un homomorphisme il résulte
P 3 t e —_ N? niJ ! — ' e
de 134 que si [Ed,bﬁj_ l\L(,B bdﬂg on a TL(’@ = N_d’~(5 donc que E! est une

bose de eyl de 03 .
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3) Réciproquement si 1l'on pose o = —d P, =1 les conditions (18) & (20) sonmt

vérifiées cer Eo{ est une base de Weyl et donc N P = N_q B est réel, Reste
3 démontrer B(x,s(x)) <0 « Or soit x=H + Z p o(x) =g (B) + 2 b, M B
donc

B(x,q(x)) = <o () > +Z Yy p;\ <E ,E_ 2
= g(a(H) o (cr.H)-pd V‘o\)

—— comemmgmem—

or A H) =4 (H) = - (H)  done
(21) B(x,a(x)) = -g{:(\a\(mﬁ Apgddco o c.arD.

Remargues : 1) C:){R ensemble des combincisons lindaires & coefficients

réels des E ot des H) est cpoelée lg forme rdelle normale associée a la

bese de Weyl. Le forme compacte associde & & (L‘)'Edz E_,T .H=- H) est ap-

pelée la forme compccte cssocide & le bose de teyl ; elle a une base sur R for-
5 iH? - F
née des lHO(i s By+E_ 1(Ed E_g, ) .

-

2) on appelle gous-olgdbre de Cartan de 1l'algébre réelle O(}O

une sous-algébre D OJO dont la complexifide \Q est une sous-algebre de
Certen de Of . On montre focilement qu'une telle sous-clgébre est coractérisée
par les propriétés suivantes s

a) i)o est une sous-clgdbre obélienne maximale de qo ;

b) le représentation adjointe de Y\O dans Jf, est complétement réductible,

/

Meintenant que nous avons déterminé les formes compectes de OJ , nous pou-

vons passer aux cutres formes rcelles de %

Théoréme 3.~ (E. Cartan, Mostow, Iw~sawa). Soit O] une algebre de Lie
semi-simple complexe, ¢ o une forme réelle de 0; et o 1'involution associée.

1) 03 posséde une forme réelle compacte o; u invariante por o .

2) '\FO = o(jo N (éu = %; est 1l'enserble des podnts fixes d'un automorphisme
involutif de q a cg 0 est somme dirccte de '“‘f-o et de UIO = Og tendis
que OJu est somme directe de ‘7(’ et i.?gO . )

o ] - ~ 1)
3) o(} 0 est somme directe de ;go et _d'une sous-algébre rdsoluble tfo .

D'apres le lemme 4, il suffirzs de démontrer qu 11 existe une involution T
commutent & o telle que B(x,z(x)) <0 pour x £0 . of , serc 1'ensemble
des points fixes de T . D'eprés le théoréme 2, ile xiste une sous-clgébre de
Carten l’) - inveriente par o et une basc de Weyl de of avec & .Ed\z Py ESZ_ .

Posons Z E_ = \Po(l E__ + I1 suffit de vérificr les relations (18) a (20) pour
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o« = - et \Pyl . Les 2 premidres sont évidentes et comme N, 3 = N_, S la
3e équivaut & \ol+(3>|'\P°(“Fﬁ' o« Or on sait quo <ol (3>-\o( P> = <o( B>
et en vertu du lerme 3 ‘I\f B\ 7 > q(1- IN.. é\ « Prenons le module

b4
de le relation (20) on a bien (Fd b= { Pd\up(}) o Enfin ¢ et © commutent
sur bo et '

TER IR B = I P aBs s R s

ToE =t(p, Ex) = Py \°

._lE
i

donc ocT=z7zo .

Pour demontrer le 3) de ce théoréme, il nous fout tout d'ahord modifier le
choix de la sous-zlgdbre de Carton que nous persistcrons cependant 2 cpoeler
} = + - s 4 - 5 - Sre 2134 axi-~
0 On scit que %u OJu @OJ . Soit | g Wne sous algebre abélienne maxi
mele contenue dang % ct soit h une sous-clgibre abllionnc maximale de
oju contenant \? bu est une sous—algebre de Carton, car les adH pour
H ¢ bu sont antisymétriques par rappe~t & le forme quagtratique définie posi-
tive - B(x,x) sur %{u , donc =ad \’)u cst complétement réductible. Tout d'abord
montrons que _Du est stable_pour o or si H €& \')u H ¢ Y);—; [H,bH ]=0
done [oH,0WH ]=0 or ¢ i =-H , donc c.H commte & bu et i1 en est
de méme de H-g.He fg, . Meis h— bst abélienne maximnle dans o&f- done

u
H-gH € \’,) S.HE N * Donc bu /u b; et si \9 est la complexifide
de ‘Qu il résulte du lemme 4 que \/)O = ‘Q n go \j; \9; .

Le sous-espace DO formé des combinaisons linéaires r.tionnelles des H'
est stable par o , done \90 =v* @V (cf. plus hcut). Prenons une base
ordonnée de DO formée d'une buse de V' soit Hl"'Hm précédent unc base
de V  soit Kl...Kn et munizsons V)g de 1l'ordre lexicographique correspon-
dant,

Pour qu'une ra cinc ol soit telle que A = - , il fuut et il suffit que
A soit nulle sur V' , En effst V' est sous-tendu sur Q par les H+ o, H
(He bo) et comme & (H) =o((o‘ H) =d (0 H) (car o prond des valours retion-
nelles sur bO )s % = - dquivent & oL (H + o H) = 0 soit & o nulle sur
LA Supposons maintenent A > 0 et I £ -of » ok n'est pas nulle sur V' donc
(H ) = ... _oL(H ) =0 ol(H D £0 et méme cé(Hi) >0 puisque & » O . Mais
d(H ) "m 0((H ) (cg,r Hjé v*) est nul pour j;<i et oz(Hi'+l) =

=ol(Hi+l) >0 donec o » O . Le systéme des racines est donc pertagé en trois

A = SroA" G (=3)
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AES = dyal >0
oL EA" &= o nulle sur V' ou of = ~<h .

Lemme 5.~ Si & = -k et Xeg;d‘ o (x) =z(x) donc X+6(X)€@;:'¥)O

en perticulier o .E, = E

P
o .
Come o = -& o(x)e oJ et v =a(x) - t(x) €¢ . 0r y comrute &
vt cer si HeV" done H=o.H

[H,o(x) ] =0 (H,x]) =a(H) o(x) = 0
(He(x)] = - z([Hx]) = -o((H) 2(x) = 0

car € = -1 sur \90 (cf. théortme 2) et ol cst nulle sur V' . Mois \()u

est engendrée (sur R) por les 1Ho'( et ivie \7 iV < \’) done ; est
engendrée sur R per vt et y comrute l/)u o Mois 2lors y - cr(y)ec;;

commute & ~ (car — est invariante par o ) donc y -g(y)E B .0
u u u

}’eo—] -t S JE Ojd ¢t la somme de @O{ , oa,”d‘, lr); est directe done
3’=O‘(y) =0 enfin x +0(x) = x +—C(X)&%O(\OJ :,.\@O .

Pour achever de démontrer le théoréme posons #f = E Cq =
d€ Z CRET
9 e AEZT KES car & ,4 =0 >0 donc % et MU' sont stebles

pour & . D'autre part T(#)c %' M étent stoble par & est engendré sur
- P g
C par %O"%HOJO o J'offirme que

(22) %10:4;{00@19;1@%0

~A

Tout d'abord cette somme est directc car si k + h+n =0 en appliquant 7 on
trouve k -h +T(n) =0 d'ol 2h +n -2(n) = 0 , lMais hc; nen

Un)E U ' et la somme de b YU , #' est directe donc h=n =0 et donc
k=0,

De plus UJO est engendré sur R par bmo}o:b;-pibac %+ib;

et par les y = x +5(x) pour x eo}d .81 & =-ak, x +0(x) est dans ’7@"0
o

d'eprés le lemme 5, Si AE ST ' yg Oato( +Qf c U et comme yéfgo' YEU e
D'autre part si - € 2' ona T(y)€ 04 UJ—O(C U et y+z(y)e ?O
donc y est dans {)O-&%O.Doncsa ZO:i})u + Y %{O:?O@‘go
) CDQ'F.DI
APPENDICE

Indiquons sommairement comment on déduit du théoréme 3 un théorsme de dé-

composition pour les groupes de Lic, Soient G s GO s Gu les groupés adjoints
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des algébres de Lie (réelles) respcctives O,] s 9 0 Y, - Comme les auto-
morphismes de OJO et Ogu se prolongent par lindaerité (sur C) de manidre uni-
que en des gutomorphismes de O(} et que G conserve le structure complexe de
O;} , on peut considérer G, et G, comme plongés dans G . On définit une in-
volution o dans G par ado(g) =¢ o adg o &1 ot de ménme pour T . On
montre clors sans mal que GO et Gu sont les points fixes de & et © res-
pectivement dans G , donc sont fermés. Mais comme o} est scmi-gimple, donc
que toute dérivation est intérieure il en résudte que G est la composanté
connexe du groupe des cutomorphismes de o1 donc est fermé dans le groupe des
opératcurs lindaires de ’% - Donc G, et Gu _sont dzs groupes lindaires
fermés et comme Gu conserve la forme hermitienne définie positive -
-—B»(x,z(x)) Gu est compact de méme que GO N Gu . Soit K 1la composante de
1'unité de G, N G, » C'est un groupe compact dont 1'algébre de Lie est %70 .

0]
De méme soit N 1le sous-groupe rémoluble d'algébre de Lie '%O + 1 ‘9; .

Meis par repport & unc base de Weyl E_P... E’dl H1 oo Hr Eckl“' EP ’
les matrices de ad {O sont triangulaires et leur diagonale est réelle car
i b ; est engendré sur R par V' et que o (V7)c Q pour toute racine <& ,
et que ad %O se compose de matrices & diagonale nulle. Mais alors 1'exvonen-
tielle définit un homéomorphisme de f o Sur N qui est donc un groupe résolu~
ble simplement connexe. K n N est réduit & 1'identité : en effet par ripport
a4 la base de 03 en question les matrices de K sont unitaires comme on le voit
en explicitant B(x,s(x)) (cf. (21)) et une matrice unitaire ne peut &tre trian-
gulaire que si elle est diagonale, et une matrice diagonale unitaire ne peut

N

étre réelle et positive sans &tre £ cle & 1.

On va démontrer que G = K.N c'est-a-dire que tout g & G s'éerit d'une
maniere et d'une seule sous le forme g ¢ k.n avec k €K n &N, En effet,

N

l'espace tangent en e & K s'identifie & ”y’bo de méme 1'espace tangent en e
& N s'identifie & 7’00 dans 1'espace tangent en (e,C) & KxN s'identifie &
4’@0 ® ¢ o *+ Or on voit facilement que l'application lindaire tangente 2

(gs8') => gg' de G x G=>G au point (e,e) est donnde par (o yR) > K+
done par restriction 1'application (k,n) == kn induit au point (e,e) 1'appdi-
cation (& ,B) —=>d +B de Aé.bo x % o dens (g o ¢ Celle—ci étant un isomor-—
phisme, le théor2me des fonctions implicites montre qu'il existe un voisinage U
de e dans K, un voisincge V de 6 dans N tels que la restriction &
UxV de l'application de K x N dans G soit un homéomorphisme., Il existe
donc des voisincges Ul'c U V1 < V et des fonctions continues ko et nO

telles que
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(23) n.k = k2 (n,k) n°(n,k) . nE€vV, kxey

Soit S = g k1 e kg% une suite d'élé-ments de U1 « On va construire un voi-

sinage V(S) c Vl et des fonctions continues nS et ks telles que

(24) n.k(8) .k = k°(n,k) n°(n,k) nev(s) keu

avec k(S) = kl «ee k. On raisonne pour cela par récurrence sur p , cette
formule sc¢ réduisent & (23) pour p =0 . Puis si S' = gko} v S

k(S') = ky k(S) et
(25) n k(S').k = n ky k(S).k = K(n, k) n9(n, k o) k(S).k

pour n €V, . Mais n (o k ) = e d'apres l'unicit/ de la décomposition (23)
donc n (n, O) € V(S) pour ne V(S') (voisincge assez petit ds e ) d'aprés
la continuité de n0 , Mais alors ’

n.k(S")k = ko(n,ko) kS(nO(n,kO),k) ns(no(n,ko),k)

Utilisons maintenant le feit que K est compact. Il existe un nombre fini de
suites telles que K c.\)k(S) Uy » donc si n € /g\V(S) =V, et k&K
n.k € K.N ...

Soit mzintensnt une suite T::grh_... 3 d'éléments de V2 et
n(T) = By ..o D o On va montrer que n(T).k € K.N .C'est vrai si q = 1 puis

si T'= {no§ T n(T') = n, n(T) .

n(T') .k = ng n(T) .k €ny KW . Mais ny K< K.N done n(T').k ¢ KNV ,
N étant connexe est engendré par lc voisinsge V2 de e donc finalement
N.K. = K N .

I1 n'y a plus de difficulté & ddmontrer que NK = KN = H est un sous—grou—
pe de G, meis KN o Ul Vl qui est un voisinage dc e donec H = G puisque
G est connexe. L'unicité de la décomposition ré-sulte évidemment de ce que




