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Séminaire "Sophus LIE" 9-01
E.N.S., 1954/55,

_0_’_.—

Exposé n® 9

POIDS ET RACINES , I
(Exposé de F. BRUHAT, le 18.1.55)

Dens tout 1'exposé, K désigne un corps commutatif, algébriquement clos,
de caractéristiqué nulle ; tous les espaces vectoriels considérés seront des

espaces vectoriecls de dimension finie sur K .

1.~ Représentations des algebres de Lie nilpotentes.

Soit Y} une algdbre de Lie, et soit P une représentation linéaire de
¥) dans un espace vectoriel V ; une fonction A sur 1) est dite un poids .
de ¢ s'ilexiste 2 €V, a#0, tel que p(H) a = N (H) a pour tout
H€ t) ; N est elors une forme lindaire sur Jj . D'aprés le théoréme de Lie,

o si \) est résoluble, et si V # 0, il existe au moins un poids de P .

D'autre part, si A est un endomorphisme d'un espace vectoriel V , et si
A est un scalaire, on notera V(4,)) le sous-espace vectoriel de V formé

des a € V tels qu'il existe un entier nY 0 avec
(1) (a-A)as=
On seit que 1'on a alors

(2) (4 - A)dimN(A’)‘) a =0

De méme, si p est une représentation linéaire de \9 dans V , et si A
est une forme lindaire sur y , on notera V(&) A) 5 ou 51mp1ement vt , le
.- gous-espace vectoriel de V formé des a ¢ V tels qu i1 existe un entier

n> 0 avec

e) () ~AE)® a=0 pour tout HEY
Autrement dit, on a : .
@ o= ! %v(e(m,mn .
On démontre alsemcn‘t que 1'on a : | , |
(5) (p(H) - ?\(H))dlm'v(‘? M) 4 =0 pour a € v() N et H&9

Théoréme 1 - Soit (f,V)~ une représentation linéaire d'une algebre de Lie
nilpotente 9 . Alors :
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1) Les sous-espaces V}\ sont stables par b .

2) Si V/\;é o, A est un poids de P s et c'est le seul poids de ¢
dens V) .

. A
~3) V est somme directe des sous-espaces V' .

Pour prouver la premidre assertion, il suffit, d'aprés la formule (4), de
montrer que, si AE\) , V(a,A(8)) = V(P(A),A(A)) est stable par \9 » Soit donc
BEp et a € V(4,A(4)) , ot montrons que P(B) a € V(a,A(4)) 3 puisque \Q
est nilpotente, il existe un entier k ) 0 tel que (adA)” B = 0 ; nous rai-

sonnerons par récurrence sur k , le cas k = O étent trivial.

De la formule :

(6) (P(a) - A(a)) p(B) = p(B)(p(4) = A(a)) +p([4,B])

on tire, par récurrence sur n , la formule :

(7) (P(A) =N (A)" p(B) = p(B)(P(a) = NN + |
st n-s-1 s

+ ZO‘:(?(A) - A(4)) o ([4,B]) (p(A) ~ A4))

Appliquons cette formule & S; € V(a,A(4)) , avec n > 2 dim.V(4,N(4)) .

Tous les termes du membre de droite sont nuls : c'est évident pour le premier,
ainsi que pour tous ceux correspondant & s dim.V(A,A(4)). Pour les autres, on

remarque que pP(4) - A(4) laisse stable V(A,\(A)) , et qu'il en est de méme de

p(CA,B]) , puisque (ad A)k'~1 [4,B]1=0 5 on a donc & appliquer (f‘(g)_)\(g)‘)n"s"l
3 un élément de V(4,\(A)) , ce gqui donne bien O puisque s < dim.V(4,A(4)) .
Le membre de geuche est donc égulement nul, ce qui prouve bien que

(D(B) a € V(4,N4)) , et achéve la démonstration de 1),

La seconde assertion du £héqréme est évidente, compte tenu du théoréme de
Lie. . _

Démontrons 3). Tout d'abord, la somme des V>'\ est directe. Car soient
)\l s ceey )\r les différents poids ; puisque le corps de base K est infini,
i1ya A€l tel que 7\i(A_) # }\j (4) si i £j ; d'aprés les propriétés
connues des eng\c')morphismes, la somme des V(A,)\i(A)) est directe, et il en est
de méme des V 1 C V(A,)\i(A)) .

Reste & voir 'que V=2 V/\ » ce que nous ferons par récurrence sur
dim.,V , le cas dim,V :_O étant trivial. Distinguons. deux cas : ou bien tous
les P(4) , AE \}\ , ont uhe seule valcur propre A(A) , qui est un poids d'apres
~d'aprés le théoréme de Lie, donc est lindaire sur b , et V=V ; oubien il
existe A €Y tel que P(A) ait deux valeurs propres distinctes ,)\1(A) et
, )\Z(A) , et dans ce cas V est somme directe des V(A,)\i(A)) , qui sont des
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sous-espaces stables de V , de dimensions <dim.,V , et auxquels on peut appli-
quer 1'hypothése de récurrence ; il en résulte irmédiatement que V=2V'
C.Q.F.D,

2.~ Sous-algébres de Cartan.

Soit O} une algébre de Lie, et soit "} une gous-algdbre nilpotente de
o - On appliquera les définitions et résultats du paragraphe 1 & la représen-
tation adjointe ¢ de ‘7 dans 03,, Un poids de f est dit une racine de o}
suivant 9 . Dire que o est une racine équivaut donc & dire qu'il existe
G €9}, G# 0, avec

(8) [H,G] =c((H) G pour tout HE n

D'aprés le théoréme précédent, o est somme directe de sous-espaces

O}d correspondant aux diffé.rentes racines x de 03, suivant b . On notera

que, puisque 9 est nilpotente, on a D 03’-0 plus généralement, toute al-
gebre nllpotente de 0} contenant b est contenue dans qO .

o(+‘3

Lemme 1,- [o;} 06;,(3]

Corollaire. 0}0 est une sous-algébre de o(}

Par linéarité, il suffit de montr:—:-r que X € Oar , Y€ % = [X,Y] 60}4‘(“

Or, on a :

(s H - ot (8) = BEOYL,T] = [ ad B - @ET] + (X, (ad H - p(H).TT
et plus généralement (formule de, Lplbnlz) :

(ad H -ot(H) - p(H))™ [X,¥] = z (G (ad # ~ 0<(H))px , (ad B -p@E)PY] ,

d'ou aussitdt le résultet chchFc.

Définition 1.~ On dit qu'une sous-algébre nllpotente b de OJ' est rég1_1

liére (ou que c'est une sous-algdbre de Cartan) si 03, Y) .

D'aprés ce qui précéde, une telle sous-algébre est nécessairement une

~ sous-algébre nilpotente maximale de %} (l" réciproque étant inexacte en

général).

Définition 2.~ Un élément X € c} est dit régulier si dim.oJ(X,O) st

minima.

Théoréme 2.~ Soit D une_sous-alectbre nilpotente de ¢f , contenant un

é1lément régulier H . Alors C}O est une gous-algébre de Cartan et 1'on a

.O}O = %(H,O) .

(En appliquant ce théoréme 3 une sous-algébre X) de dimension 1, .
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engendrée par un élément régulier, on voit que toute algébre de Iie posséde des
sous-algébres de Carten).

Soit 0y = 030 E;_ of” 1a décomposition de of relative 3 1), et soit
. & #£0

. Si X eot0, ad X conserve chaque of> ( lemme 1), done

T A o
conserve Cg, o Soit d(X) 1le déterminant de ad X dans q;y . Je dis que
d(X) n'est pas identiquement nul dans o} ; en effet, il existe H E\j avec
A(H) £ 0 pour toute racine & £ 0, et ad H n'ayant pas de valeur propre nul-
le dans % ,ona d(H) £0 ; comme [) 0}0 ; cecil démontre notre assertion.
Soit alors X un élément de GGLO tel que d(X) £ 0 ; la restriction de ad X

& (4 a toutes ses valeurs propres # Q ; donc % (x,0) ¢ Q}o ; comme on &
0& q}(H,O) s le caractére minimal de cg(H 0) montre que l'on a .

(9) cg(x,o) = = o{-,c(H,O)

I1 s'ensuit que ad X est nilpoten® dans cgo , ce qui se traduit par :
(10) Tr ¢ (ad )P =0  pour towt p 31 .

Mais le membre de gauche de la formule (10) est un polyndme par rapport aux
composantes de X ; ce qui précéde montre que ce polyndme. est nul chaque fois
que le polyndme d(X) est # O . D'aprés le principe de prolongement des iden-
tités algébriques, ce polyndme est identiquement nul, autrement dit, la formule
(10) est velable pour tout X € o}o » ce qui montre que ad X est nilpotent,
donc que %0 est une algébre nilpotente. Enfin o(-)(,o est une sous-algébre de
Cartan, car du fait que D c %O , On a Cg (CgO,O) < %’(D’_O) =

Remargue. Le procédé‘précédent fournit touteg les sous-algébres de Cartan
de O} ; on peut en eff:t démontrer que deux sous-algébres de Cartah de c?

peuvent étre transformées 1l'une dens l'autre par un automorphisme de ng .

Dans la suite de ce paragraphe, 9 désignera une gous-algébre de Cartan
de 03 » choisie une f01s pour toutes., On a donc
(11) 9
o<¥0

On désignera par V(a) 1la dimension de OJ«O( .

Lemme 2,~ Soient H et H' deux éléments de Y} , et soit B la forme de
Killing de OJ « On a alors B(H,H') = 2 V(o) (H) A(H) .
— 0(

I1 suffit de fiire la démonstration lorsque H' = H : le cas général s'en
. déduire par polarlsatlon. Or ad H a dans o& la seule valeur propre—<X (H) ;
atod Tr(ad B)? =2 ve) «(1)°
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Lemme 3.~ Soient ¢ et o deux racines de (y, suivent D , avec = £ 0.
X
Soit p un entier <O tel que [0 , %Lq7+po(] =0 2 et soit q un entier

>0 tel que [% CPJ'q]--o 50}1\_’(1 HE[O} et ].
Scit r = (Z k V(Cy+ ko)) / (ﬁ \)(CP+ kX)) (12).
=P

k=p
On a alors @(H) = ro((H) .
(Comme les racines de (JJ sont en nombre fini, il existe toujours des en-

tiers p et q vérifiant les hypothéses ci-dessus ; il s'ensuit que Y est
proportionnelle & X sur [O} , c/}—d] )e

Posons V = f Pl , et soit H =[X,Y] avec Xﬁo,f‘ , YE Q_}_d (par
lindarité, il sui‘¥_ % de prouver le lemme pour de tels éléments H ). Comme
ad X applique (,}. © +ke dans qu?*'(k"Ll)d s V est stable pour ad X , et de
méme pour ad Y ., Comme ad H={ad X, ad Y], il s'ensuit que V est stable
pour ad H et que Tr (ed H) = 0 , Mais la seule valeur propre de ad H dans

"””k‘* est lP(H) + ko\(H) 5 d'ou

Z Vg + ko) (p(H) + kot (H)) = C.Q.F.D.

(On observera que le dénominateur de r est bien ;r.‘ 0, car c'est la somme de
y(f) > 0 et d'entiers 0 ).

Montrons, & titre d'interméde, comment le lemme orécédent permet de retrou-

ver le critére de Cartan,

Théoréme 3.~ Si la forme de Kllllncr de ()} est identiquement nulle, O,)t
est réscluble,

I1 suffit de montrer que, si la forme de Killing B est nu’le, la rela-
tion [% ,Cg] =Cg entraine of = 0, car alors si ¢f £ 0 % # [tg ,Q}] mais
la forme de Killing de [Oé »Q}] est induite par celle de of donc =0 et il

en résulte que le suite des dérivées de o& décroit.

Corme of = Z-OJ » on a alors 0f = 7 [O} Oé)’?’_l , d'ol (lemme 1)

)C\MJZ—[%%”-

Soit Q? une racine de 03 suivant D . On a2 évidemment C() =0 sur
}’D] Montrons que LP sur [03, X 1+ D'aprés le lemme 3, il existe un

nombre rationnecl rcP el que P(H) = (PO((H) pour tout HE [% ' dj 3
d'autre part, d'aprés le lemme 2, on a

- - 2 _ 2 2
= B(H,H) .;— V) (H)? = ol (1) ;P MR
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Distinguons alors deux cas : a)., *(H) = 0, auquel cas ®(H) = 0
b). ol (H) # 0, euquel cas la formule ci-des-
sus montre que T = O pour tout ¢ , d'ol encore (H) = O . Ainsi toutes les
rocines @ sont nulles sur f’) s c& Jui montre que b: o donc que 03 est
nilpotente, et lo relation [OJ ,QJ] = o] entraine alors o =0.

Le théoréme précédent entraine immédiaterment le critére de semi-simplicité
de Cartcn, (cf. Exposé n° 6),

3.~ Structure des algdbres semi-gimples.

Dans ce paragrophe, ©f désignerz une algébre de Lie gemi-simple, et D

une gous-plgebre de Cartan de o
()

On mmira ©f du produit scalaire <X,¥>= B(X,Y) (forme de Killing).
Puisque Oé est semi-simple, ce produit scclaire est non dégénéré (et c'est la

scule propridté des clgébres semi-simples que 1'on utilisera).

Lerme 1l.- Si +(}, £0, c,ad est orthogonal & o&B .

2.—- Le produit scolaire <X,Y> met en dualité les espaces cg“‘ et

-
% si XGO&«O( , Y€ C;HB s, ad X ., ad Y applique %X dans %(Y-«Oﬂﬁ ; si
donec A +(—} #0, la motrice de ad X . 2d Y par ropport & la décomposition en
sorme directe cg =2 ng n'a que des zéros sur la diagonale principale, d'ol
Tr(ad X + ad ¥) =0, ce qui démontre 1.. Si maintenant X € (gd est orthogo—
nal & O{}"

d'ot X =0, ce qui démontre 2..

, ce qui précdde montre que X est orthogonal & gff tout entier,

Proposition 1.~ Lo restriction & Y) de la forme de Killing de % est non

dégénérée ; ¥ est une clgdbre abélienne ; gi r = dim, \Q , il existe r ra-
cines lindeirement indépendantes.

Le foit que <X,Y> soit non dégénéré sur D est un cas particulier du
lemme pricédent (en frisant X = 0 ) ; si maintencnt il n'existeit pas r raci-
nes linéanirement indépendcntes, on pourrait trouver H € \9 , H#0, tel que
A(H) = 0 pour toute rccine « 3 ‘ ’
<H,H'>:&§: V(&) o (H) A(H') = 0, et H sersit orthogonal & O , ce qui est

absurde, Comme toute racine s'annule sur UQ’ W1, ceci démontre en méme temps

; meis clors, si H'C—"_b s on aur:it

que ‘9 est abélienne.

Puisque <X,Y > cst non dégénéré sur \”) , pour tout élément A du dual
\?" de \") , il existe un él¢ment et un seul H>'\C~_§r) tel que A(H) =<H,H):>
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(on écrira parfois H;\ =N, identifiant ainsi p & son dual). On peut intro-

duire un produit scalaire sur b* en posont @
3 ‘N gAY = CHY D= ') = !
(13) </4,1m/ <H H'“> ?\(Hr,,) y(H/\) .
Choisissons maintenant dons chaque o}-'* un vecteur propre Ey pour Y/\ ,
E, # C . On a donc : ’

(14) [H,Ed] = (H) E, pour tout H S
Si o est une rocine 0, et si X € ({fd , on va mentrer que
(15) [Ey» X]=<Ey, XD H]

Les deux membres de (15) sont deos é1léments de b ; pour vérifier qu'ils
gont égaux, il suffit donc de montrer qu'ils ont méme procduit scalaire avec un

élément arbitraire HEY ., Or, ona :
<H,[E°(,X]>=<[H,Eo<],X>:°<(H)<Eo(,x>: <E9(,X><H°2,H> , C.Q.F.D.

Montrons quc, si & est unc racine £ O s On a <o(-,o();€ 0

Puisque .<X,Y> rﬂet on duclité (@"‘ et o*d—a , il existe un X €& 0{}.—0(
tel que <E, ,X>=1, d'ot [E ,X]=H!, d'aprés (15). Meis on a
[Ed,X] € [oc)"‘, c;[_d] ; le lemwe 3 du paragraphe 2 montre alors qu'il existe un
nombre rctionnel 1., tel que CF(HO'() = r’\pd(Hoz) y § étent une racine de G .
Si 1'on aveit {of,&t» =-3((Ho'() = 0, on en conclur~it que CF(HO'/) = 0 pour toute

racine ¢ , d'ol HC:( = 0, ce qui est cortraire & 1l'hypothése o £ 0.

Proposition 2.- On & dim.%i“ =1 si o est upne racine ;! 0.

Soit cncore X & O%—O( tel que [Ed,X] = Ho'( ¢« Si Y est un élément de Qf(

nous devons montrer que Y est proportionnel & E .

Posons Yk

d'abord [X,YI]

i

(ad Ec,{)k T.0na Y€ C)a[(k+1)d . Calculons [XfYk]" Tout

[Xy ('—'d E(,{)YJ == [Eok )[Y:X]j - [Y,[XyEB(]] .

Ona [X,Y]=Heg ﬁ ; le premier terme est donc ~ X (H) E » et le deu-

1

xiéme terme est -~ [H;l , Y1, d'ou
(16) L%,Y, ] = ~a(H) Eo(,'[Ho'( Y] _

Par récurrencc sur k , on démontre que, si k> 2, ona :

(17) (%Y 1= M-122;.1—10((%1') T, 4 - k[H(:4 )Y 1]

Soit k le plus petit entier tel que Yk = 0 (un tel entier existe cer-
tainement du foeit que Yk eprartient a oJ(kJ'l)d ). Supposons d'zbord que

k>2 ; alors lo formule (17) montre que Y, , est vecteur propre pour.
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2 1 . 03
ad H, , la valeur propre correspondante étant .2.(1{ - 1) ;;((}{Lz) 3 mais puisque

Yk-—

dictoire avec l'hypothdse k »2 , parce que X(H“() £ 0 . Donc Y, =0, etla
formule (16) montre que

L€ CL,/ , cette valeur propre doit 8tre égale 3 ko((%l) , ce qui est contra-

(18) [, Y] = «o(H) By .

Posons Z = x(Hv',) Y+A(H) E, 0 On a [H;\ sy 2] = 0, ce qui montreog_ue Z
est vecteur propre de ad I'g( avec la valeur propre O ; comme 2 e("‘ s ONn en
conclut que 2= 0, et Y est bien proportionnel & E ) CeQeFeDa

Corollairee Les propriétés suivantes caractérisent les sous-algébres de
Cartan t) de | 3

- C

a) '; )| est une gsous~algébre abélienne maximale de (M «
1

7
(o

b) Pour tout H & l) » ad H est un endomorphisne semi-simple de Crf

¢

Les conditions a) et b) sont vérifides par toute sous-aglébre de Cartan,
d'aprés ce qui précédey Inversement, si }’) vérifie a) et b), chacun des sous=
espaces $>< de la décomposition de O‘if relative a b est formé des vecteurs
propres correspondant & la racine X ; en particulier, tout élément de
commute & ‘Q s €t la condition a) entraine que O = }j » donc que b est bien

une sous-algebre de Cartane



