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Dualité du problème des marges et ses applications

NACEREDDINE BELILI

Résumé

Cet article présente une synthèse des théorèmes de dualité relatif au problème
des marges, ses diverses applications comme le théorème classique de Strassen, la
caractérisation de l’ordre stochastique et la représentation des métriques minimales.
On y donne une nouvelle preuve du théorème de couplage Goldstein basée sur la

représentation de la distance de variation totale.

Abstract

This paper gives a review of duality theorem for marginal problems and its appli-
cations like Strassen theorem, representation of stochastic orders and representation
of minimal metrics. We give a new proof of Goldstein theorem based on the repre-
sentation of total variation metric.

1 Introduction et Notations

Soient (Ei, ~i, pour i = 1, 2 deux espaces de probabilités. On dit que et ~u2 sont

les marges d’une mesure de probabilité 03B3 sur (E1 x E2, ~1 ~ ~2) si

x E2) = pour tout Ai 6 Si

et

x A2) - ~2(A2) pour tout A2 E ~2.

On désigne par .M(E,) l’ensemble de mesures de probabilités sur Ei, et par ~2)
l’ensemble de toutes les mesures de probabilités sur El x E2 ayant pi et ~c2 pour lois

marginales. Pour i = 1, 2, les applications 03C0i : E1 x E2 ~ Ei désignent les projections
canoniques. L’abréviation est utilisée pour ~~ g~ 

Si (Sï, A) est un espace mesurable, alors f E A signifie que f est une application
réelle A-mesurable. Une mesure de probabilité  sur (Q, A) est dite parfaite ou l’espace
probabilisé (Q, A, ~) est parfait si pour tout f E A on peut trouver un borélien Bf C 
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tel que = 1. L’espace des fonctions -intégrable f E Ss est noté ~) ;
en particulier si S= = ~it est la tribu borélienne de Et, l’ensemble ,C(Sz, sera noté tout
simplement ( i). On pose (~1 ~ ~2)~ = {h ~ ~1 ~ ~2 : ~fi ~ (~i, i), h ~ ~ifi}, et
(~1 ® ~2) _ {h E ~2 : 1 ~fi E h  .

Définition 1 Soit h une fonction Si ® S2 -mesurable sur El x E2. On définit

U(h) := sup{E1 E2
h d03B3 : 03B3 ~ 2) },

L(h) := inf { hi d i : hi ~ (~i, i) et h ~ ~ihi} .

Si E1 = E2 = E est un espace métrique séparable muni d’une distance d, le problème de
transport de Monge-Kantorovich (cf. [39], [31] et [32]) consiste à évaluer la fonctionnelle

Ke( 1, 2) := inf {E E c(x, y) 03B3(dx, dy) : 03B3 ~ 0393( 1, 2)},
où le "coût" y) est une fonction mesurable > 0 sur E x E. La fonctionnelle ~2)
est appelée fonctionnelle de Kantorovich (resp. métrique de Kantorovich si c = d). En
fait, le théorème de dualité du problème des marges (cf. les théorèmes 1 et 2 ) est une
extension en un certain sens du problème de transport de Monge-Kantorovich. Dans la
section 3, on prouvera le théorème de dualité, dans le cas des espaces polonais, pour les
fonctions continues, au moyen d’une forme géométrique du théorème de Hahn-Banach. On
donnera diverses applications de ce théorème : la caractérisation de l’ordre stochastique,
un théorème classique de Strassen, ainsi que la représentation des métriques minimales.

La technique de couplage a été introduite par Doeblin (cf. (11j) pour prouver qu’une
chaîne de Markov homogène à espace d’états fini est faiblement ergodique. Sa technique
a été raffinée pour obtenir de meilleurs résultats et son idée a été explorée pour d’autres
applications (cf. (24j, (25j, [26], [36] et (55j). Dans la section 4.3, on présentera une preuve
du théorème de Goldstein (cf. [24], [55] et [36]), basée sur la représentation de la distance
de variation totale.

2 Résultats

Énonçons maintenant le théorème de dualité étudié principalement par Kellerer (cf.
(33~ ), Ramachandran, Rüschendorf (cf. (46~ ) . .

Théorème 1 (cf. [33] et [46]. Soient (Ei, Sz, i), pour i =1, 2 deux espaces de probabilités
et supposons ~a2 parfaite. Alors on a

U(h) = L(h) pour tout h E (Si © SZ)>. (2)
Le résultat suivant montre que l’ inf dans L(h), égal au sup dans U(h), est atteint.

Proposition 1 (cf. [33]) Pour tout h E (Si © ~2)~ avec L(h)  oo alors il existe hi ~
(~i, i) telle que

h ~ ~ihi et L(h) = Ei hi d i
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Si on pose

I(h) := inf{ E1 E2 h d03B3 : 03B3 ~ 0393( 1, 2)},

S(h) := sup{ hi d i : hi ~ (~i, i) et h ~ ~ihi},

~m 1 E; 
_ Î

comme U(h) = -I (-h) et L(h) = -S(-h) le théorème 1 est équivalent au théorème
suivant.

Théorème 2 Soient (Ei, £_, pour i = 1, 2 deux espaces de probabilités et supposons
~2 parfaite. Alors on a

I(h) = S(h) pour tout h E (Si ~ £2)~. (3)

On dit qu’un espace probabilisé (E2, £2, est un espace de dualité si pour tout es-

pace probabilisé (El, £l,,ul) les propriétés (2) ou (3) sont vérifiées. D’autre part, l’espace
(El, Si, est dit contenu dans (E2, £2, si El C E2, £1 = £2~E, et Récem-

ment, dans [47] Ramachandran et Rüschendorf donnent une caractérisation des espaces
parfaits et ils montrent par le résultat suivant que la réciproque du théorème de dualité
reste vraie.

Théorème 3 Soit (E, £, un espace probabilisé. Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes

(i) L’espace (E, £, est parfait ;

(ii) Si l’espace (E, £, est contenu dans un espace de probabilité (El, £l, alors

(El, £l, est parfait ;

(iii) Si l’espace (E, £, est contenu dans un espace de probabilité (El, Si, alors

(El, Si est un espace de dualité.

3 Théorème de dualité dans les espaces polonais
On désigne par E un espace polonais muni de sa tribu borélienne B et par C(E) l’en-

semble des fonctions réelles continues sur E, et on note C(E x E) l’ensemble des fonctions
réelles continues sur E x E. Par commodité, on désignera désormais par  et v deux mesures

de M(E), au lieu de 1 et utilisés plus haut. Dans cette section, on va donner en détail
une preuve du théorème 2 pour les fonctions continues (dans les espaces polonais). Selon
Kellerer [33] l’extension aux fonctions boréliennes se fait ensuite en deux temps : d’abord
on étend aux fonctions s.c.s. (semicontinue supérieurement) puis, ayant remarqué que la
fonctionnelle I(~), convenablement tronquée, est une capacité fonctionnelle de Choquet, on
passe des fonctions s.c.s. aux fonctions boréliennes grâce au théorème de capacitabilité (cf.
~5~ et ~9~ ) .

Théorème 4 Soient ~c et v deu.x mesures de M(E). Alors on a

I(h) = S(h) pour tout h E C(E x E). (4)
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On montre d’abord le lemme suivant.

Lemme 1 Soient p et v deux mesures de M(E). Alors on a

I (h) > S(h) pour tout h E C(E x E).

DÉMONSTRATION DU LEMME 1.
Soient, E v) et f , g E C(E) telles que f(x) + g(y)  h(x, y) pour tout x, y E E.
Alors on a

E f(x) d (x) + E g(x) dv(x) = (f(x) + g(y)) d03B3(x, y) ~ E Eh(x, y) d03B3(x, y)

d’où I(h) ~ S(h).
a

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 4.

(a) Supposons E compact. Pour tout h E C(E x E) soit

G = {g E C(E x E) : g(x, y)  h(x, y), ’dx, y E E};
et soit H l’ensemble des fonctions c(x, y) = f(x)+g(y) pour tout f et g dans C(E). D’autre
part, on pose

s(c) = E f d,u + du pour c E H.

On vérifie aisément que s est une forme linéaire bien définie. L’ensemble G est convexe,
ouvert pour la norme sup ; d’autre part, la forme linéaire s sur H est non identiquement
nulle, et bornée supérieurement sur l’ensemble convexe non vide G n H. En effet, comme
f (x) + g(y)  h(x, y) pour tout x et y dans E, alors s(c)  sup( f) + sup(g)  sup(h).
Alors, d’après le théorème de Hahn-Banach (voir appendice théorème 17), il existe une
forme linéaire r~ qui prolonge s sur C(E x E) et telle que

sup 1] = sup s.
G GnH

D’après le théorème de représentation de Riesz, il existe une unique mesure positive finie
~ sur E x E telle que

~(c) = E E c d03B3 pour tout c ~ C(E x E).

Comme r~ = s sur H, on obtient donc

E E f(x) d03B3(x, y) = E f(x) d (x) pour tout f ~ C(E)
et

E E g(x) d03B3(x, y) = E g(x) dv(x) pour tout g ~ C(E).

Par conséquent 03B3 ~0393( , v). Par ailleurs,

S(h) = sup s(r) = sup = / h (5)
rEGnH tEG EXE

Ceci entraîne que S(h) > I (h) pour tout h E C(E x E). En utilisant le Lemme 1, on en
déduit le résultat du théorème 4 dans le cas (a).
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(b) Cas général.
Les mesures ~ et v sont tendues, alors pour tout entier n > 0, il existe une partie compacte
Kn de E telle que

max ( (E B Kn), v(E B Kn)) ~ 1 n .

On note a un élément de E, définissons alors deux mesures de probabilités et vn à

support compact en posant pour tout A E B,

:= n Kn) + 

et

vn(A) := n Kn) + v(E B 
où 03B4a est la mesure de Dirac au point a. La preuve précédente montre qu’il existe une
mesure de probabilité qn sur E x E ayant pour lois marginales et lin vérifiant, d’après
les définitions de et vn

E E h(x,y) d03B3n(x, y)

~ sup{E f d  + E g dv : f(x) + g(y) ~ h(x,y) , ~x, y ~ E} + h(a,a) n .

La suite ayant des marges étroitement convergentes est relativement compacte, on
peut en extraire une sous-suite étroitement convergente vers une mesure de probabilité
~ qui a pour marges J.L et v. D’après le théorème 9 ci-dessous de Rachev-Rüschendorf, il
existe un espace de probabilité (Q, A, P) et une suite de variables aléatoires sur

Q à valeurs dans E telle que la loi de Xn et qn pour tout n =1, ... , et la loi de Xo est 03B3
et de plus Xn converge p.s vers Xo. Par suite en utilisant le lemme de Fatou on obtient,

lim inf h(x, y) y) = lim inf h(Xn) dP > / lim inf h(Xn) dP
= h(Xa) dP = h(x, y) 

et alors

h(x? y) y) ~ sup f d,u + g dv: : f E ~C(f~)~ 9 E ~(v)~ f ® 9  h .

a

On en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 1 Fixons h E C(E x E) et soient v E M (E). Alors

1. Il existe une mesure "minimale" 03B3 E v) telle que

I(h) = h d~y.
2. Il existe une mesure "maximale" 03B3 E v) telle que

U(h) = h d~y.
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Dans la partie gauche de l’égalité (4), si h(x, y) est une fonction de coût, on obtient
la fonctionnelle de Kantorovich. L’existence d’une mesure minimale appelée aussi mesure
optimale et la détermination de sa structure ont été récemment explicitées par Gangbo et
McCann (cf. [21]), sous des conditions de convexité sur la fonction de coût et dans le cas
E=F.

4 Applications
Une conséquence très importante du théorème de dualité est le théorème de Strassen

(cf. [53], [28], [17] et [51]) qui est en fait la source d’inspiration de toute cette étude. Sa
forme dual, en un certain sens, a été établie par Gamboa et Cattiaux dans [4] en utilisant
des méthodes de grandes déviations.

Théorème 5 (cf. [33J) Soient E.1 et E2 deux espaces polonais, ~1 et ~2 deux 03C3-algèbres de
El et E2. Et désignons par ~c et v deu,x mesures de probabilités sur El et E2. Alors, pour
tout B E E2 on a

2

U(B) := U(1B) = inf + ~(~2) : : B C U (6)
t=i

et

1(B) := I (1B) = sup + v(B2) -1: : BI x BZ C B} (7)
Maintenant on va donner des applications concrètes du théorème de dualité.

4.1 Ordre stochastique
Soit (E, ~) un espace polonais muni d’une relation de préordre, et supposons que

G(E) := { (x, y) E E x E : x -~ y},
soit fermé dans E x E. On désigne par I(E) le cône des fonctions réelles f bornées et
croissantes sur E (i.e., x « y ====~ f (x)  f (y)), et par I* (E) la famille des sous-ensembles A
de E croissants (i.e., la fonction indicatrice de A est croissante). On vérifie immédiatement
que

A 6 T"(E) ~===~ ((2: ~ A y) ====~ y e ~).
On dit qu’une mesure v E M(E) domine stochastiquement  E ,M (E) et on note  9t v
si et seulement si

 f d  ~  f dv pour tout f ~ I(E).
Ce qui est équivalent à

~c(A)  v(A), ’dA E 

(cf. [36], [30] et [38]). D’après le théorème 5, on obtient une caractérisation de l’ordre
stochastique.

Théorème 6 Soient  et v deux mesures de M(E). Alors on a

1. (cf. j3~».

U(G(E)) = 1 - v(F) : : F fermé, croissant} (8)
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2. (cf. . j36~ et j33J). .

~ :5st E v) avec =1. (9)

4.2 Représentation des métriques minimales

Certaines métriques (pouvant prendre éventuellement la valeur infini) sur l’ensemble
des lois de probabilités, très utiles en théorie des probabilités, ont une représentation de
"métrique minimale" (cf. [44]).

Soit E un espace polonais muni d’une distance adéquate d et B sa tribu borélienne.
Pour tout A C E et ~ > 0, le voisinage d’ordre ~ de A est défini par

A~ := {x E E ~y E A, d(x, y)  ~}, et on pose A° := A (l’adhérence de A).

4.2.1 Métrique de Lévy-Prokhorov

Par le théorème 5 de Strassen, on obtient

Théorème ? (cf. Dudley jl,~~, Théorème 18.2)
Considérons , v E M(E) et soient ~ > 0 et b > 0. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes

1. Il existe 03B3 E v) y) > ~}  b; ;

2. on a
 V(AE) + s, pour tout A fermé de E.

Le théorème 7 entraîne une représentation de Strassen de la métrique de Lévy-Prokhorov

v) := inf{E :  +~, VA fermé de E}. (10)

Définissons pour, mesure de probabilité sur E x E la métrique de probabilité de Ky-Fan

K(03B3) := inf{~ > 0 : 03B3(d(x, y) > ~)  E} (11)

et considérons sa métrique correspondante

v) := ~y E v)}. (12)

Théorème 8 (cf. Strassen [53] et Dudley jl3J) Soient  et v deux mesures de probabilités
sur E. On a

v) = v). (13)

La distance II induit la topologie de la convergence faible sur l’ensemble de mesures boré-
liennes tendues (cf. [15] théorème Il.7.1 ), Le.

-~ ~c en loi si et seulement si ---~ 0.

Un résultat fondamental est le théorème de représentation presque sûre. La preuve de la
deuxième partie utilise principalement le théorème 8.
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Théorème 9

(i) (théorème de représentation presque sûre) (Skorokhod, Strassen, Dudley, Wichura, cf. jl,~~).
Soit une suite de mesures de probabilités sur E. Alors --~ 0 si et seule-
ment s’il existe un espace de probabilité (S~, A, P) et une suite de variables aléatoires

sur (Si, A) à valeurs dans E, telle que PXn = pn, ~o et d(Xn, ,Xo) -~ 0
p. s.

(ii) (Rachev, Rüschendorf et Schief [45], Dudley jl5J). Soient et deux
suites tendues de mesures de probabilités sur E. Alors --~ 0 si et seulement s’il
existe deux suites de variables aléatoires (Xn)n~ et (Yn)n~ sur (03A9, A, P) à valeurs dans
E telles que PX~ = pn, PYn = vn et d(Xn, Yn) -~ 0 p.s.

4.2.2 lp-métriques

Pour, mesure de probabilité sur E x E, définissons la métrique de probabilité suivante

l~(03B3) := ess sup d(x, y) = inf{~ > 0 : 03B3(d(x, y) > ~) = 0},
7

et considérons sa métrique correspondante définie par

:= E ~

le théorème 7 implique la représentation de la métrique .~~ .

Théorème 10 (cf. jl,~~. Théorème 18.2)
Soient ~ et v deux mesures de M (E) . Alors on a

= inf{e: : p,(A)  , dA fermé de E}. (14)
Pour 0  a  ~, les métriques de type Prokhorov et de Ky-Fan sont définies respecti-

vement par
:=  +E, ’dA fermé de E}, (15)

et

K03BB(03B3) := inf{~ > 0 : 03B3(d(x, y) > 03BB~)  ~}, (16)
remarquons que

lim = : p,(A)  II(Aê), dA fermé de E}.

Pour 1  p  ~, la lp-distance entre deux mesures p et v de M(E) est définie par

v) := inf { d~(x, y) y) . ~y E F’(~, v) .
Le théorème suivant se déduit immédiatement du théorème 4 de dualité.

Théorème 11 (cf. et 

Soient  et v deux mesures de M(E) telles que f dp(x, x0) d(  + v)  ~, pour tout p > 1. .

Alors on a 
’

l~(~, v) = sup ( f d~ + g du) : : f E ,C(~c), 9 E ,C(v),
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f(x) + 9(y) ~ ~(x~ y), dx, y E E .
En particulier, pour p = 1 on a

Théorème 12 (Kantorovich-Rubinstein, cf. . j5.~J, ~18J, f 33J et 
Si f d(x, + v)  ~, alors

~1(~, v) = sup f - v) : f E Lipl(E) , ,
où .

Lipl(E) := { f : E -~ 1R : f (y)~  d(x, y), dx, y E E}.

Pour E = R les ~p-métriques minimales sont explicitement connues (cf. Dall’Aglio [8],
Fréchet [19]-[20] et Vallender [56]) : on a

~1 (~~ v) _ ~ M(x) - N(x) ~ dx

pp( , v) = 10|M-1(t) - N-1(t)|p dt, p ~ 1,

où M et N sont les fonctions de répartitions de  et 11. Plus généralement, Major [37]
montre que si J |x| d (x)  oo et  |x| dv(x)  oo alors on a

inf{ j 1/;(x - y) y) : ’Y E r(~~ v) = o ~(M-1(t) - N-1(t)) dt,
avec 1/; une fonction convexe.

Maintenant, on va étudier un cas particulier important de la lp-métrique quand E = d
et p = 2. Soit ~.~ la norme euclidienne dans d et .,. > désigne le produit scalaire dans

Pour une fonction réelle f sur semicontinue inférieurement et convexe on désigne
par f * la fonction conjuguée de f définie par

f *(y) ~= sup f  x, ~J > -f (x)}~

et le sous-différentiel de f en x est défini par

af (x) := {2/ E f (z) - f(x) _> z - x, y >, z E 

(cf. Rockafellar [48]). Les éléments de ô f (x) sont appelés sous-gradients de f en x. La l2-
distance de Lévy- Wasserstein v) entre deux mesures  et u de est définie par

v) := ~2(~~ v) = inf ( dy) ~ , ’Y E v) ~ . (17)

Un couple (X, Y) de variables aléatoires sur un espace de probabilité (Q, A, P) est dit
W-couple optimal (en abrégé W-c.o.) pour (~, v) si
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Théorème 13

(1) (Knott et Smith j35~, Rüschendorf and Rachev f 50~). Soient u et v deux mesures de
telles que f ~  oo et f dv(x)  oo et X et Y deux variables

aléatoires ayant pour lois ~u et v. Alors = v) si et seulement s’il existe
une fonction f :1Rd -~ ~R semicontinue in f érieurement et convexe telle que Y E â f (X ) .

(ii) (Dowson et Landau ~12~, Olkin et Pukelsheim Givens et Shortt f 23~). Considérons
~c et v deux gaussiennes multidimensionnelles ayant respectivement m", E~ et Ev pour
moyennes et matrices de covariance. Alors on a

W2(jj, v) = + trace Eu + 2 1~2 . (18)

Remarque 1

(i) Une fonction réelle f continue différentiable sur ~ est convexe si et seulement si

:_ ~ f est monotone, Le.  x - y, cp(x) - cp(y) >> 0, dx, y E ~

est le gradient de f, (cf. [48], p. 99).
Soient J.L et v deux mesures de et X une variable aléatoire de loi Si cp est

le gradient d’une fonction différentiable f, et a pour loi v, alors (X, cp(X )) est un
W-couple optimale si et seulement si cp est monotone.

Si p est une fonction continue et différentiable sur IRd, alors (X, est un W-couple
optimal si et seulement si

1. ~03C6j ~xi = ~03C6i ~xj, ~i ~ j, et

2. cp est monotone. (cf. [49]).
Dans le cas d’une fonction linéaire = Ax (où A est une matrice), le couple

(X, cp(X)) est W-optimal si et seulement si A est symétrique et semidéfinie positive.
En particulier, dans le cas normal multidimensionel avec ~c = N(0, JJ) et v = N(0, 

si X a pour loi  et A = 03A3-1 (03A31/2 03A303BD03A31/2 )1/203A3-1/2 , alors (X, AX) est un W-c.o pour (p, v),
(cf. [49]).

(ii) Le problème de simulation de Monte-Carlo est le suivant :
Pour E comment construire des variables aléatoires (i.e., X~ a pour loi
~~) telles que

n n

Var (~ X~)  Var (~ Y) pour tout Y N 
i=1 i=1

Pour n = 2, on a une solution bien connue sous le nom de "antithetic variates" (cf.
Hammersley et Handscomb [27]). Et pour n ~ 2 on connaît quelques solutions du problème
dans des cas particuliers (cf. [52]).

Le problème correspondant est de déterminer le minimum de

.

ij

D’après le théorème 13, pour n = 2 on obtient une caractérisation de la solution du
problème : E  Xi,X2 >= min ~E  Yl, Y2 > : Yl N Y2 N ~c2} si et seulement s’il
existe f : 1R --> 2R semicontinue inférieurement et convexe telle que X 2 E ô f ( - Xl). Ce
qui est équivalent à  -X1,X2 >= f(-Xi) + f (X2).



381

(iii) La preuve de la première partie du théorème 13, est établie grâce au théorème de dualité
et d’autres ingrédients d’analyse convexe. On trouve dans [42] d’autres résultats pour la
l2-métrique de Lévy-Wasserstein et ses applications pour les problèmes d’approximations.

(iv) Un cas très intéressant du problème de transport de Monge-Kantorovich consiste à
évaluer la fonctionnelle W Z (~c, v) Sous une condition de continuité sur la loi p, Cuesta
et Matrân (cf. [6]) ont montré que les W-c.o. sont de la forme (X, f (X)) où X est une
variable aléatoire de loi  et f une application monotone adéquate ; récemment dans [7], ,
ils ont étudié les propriétés de la fonction f. D’autre part, une détermination explicite de
cette fonction f a été faite par Abdellaoui et Heinich (cf. [1] et [2]).

(v) La deuxième propriété du théorème 13 reste vrai sur un espace de Hilbert séparable si
~c et v sont deux gausssiennes (cf. [22] et [7]). .

4.3 Couplage maximal et théorème de Goldstein
Dans cette section, on va présenter une nouvelle démonstration du théorème de Gold-

stein (cf. [24], [55] et [36]).
Une métrique très intéressante associée à la lp. métrique est la métrique de variation

totale définie par

~(~~ v) ~= Sup v(A)) ~
~(=B

En effet, a peut être obtenue comme cas limite de la métrique ~p et celle de Prokhorov 
c’est-à-dire

03C3( ,03BD) = lim p( , 03BD),

et

03C3( ,03BD) = lim 03A003BB( , 03BD) ,

et admettant donc la représentation suivante

: ; (19)

Maintenant, considérons A E B et soit

: 

la diagonale de l’ensemble A. On définit

~ A v(A) := + v(A2) : Ai, A2 Ai U A2 = A}.
Le résultat suivant nous permet de donner une autre façon d’avoir la représentation (19). .

Théorème 14 Il existe, E v) telle que

03B3(0394(A)) = U(0394(A)) =  ̂  v(A), pour tout A ~ B, (20)
où

U(0394(A)) = sup{03B3(0394(A)) : 03B3 ~ 0393( , 03BD)}.
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DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 14. L’égalité U(0(A)) = découle du théorème
5 de Strassen. Par ailleurs, comme 03BD est une mesure sur E, alors U est additive. Alors,
on déduit aisément l’existence de 03B3 E v) telle que 

~y(~(A)) =,u ~ , pour tout A E a.

a

Maintenant, si on prend A = E, et si on pose ~ _ A(E) pour simplifier les notations, on
montre aisément que l’équation (20) implique

03C3( ,03BD) = sup | (A) - 03BD(A)| = 1 - U(0394) = I(E B 0394). (21)

Soient X = et Y = deux suites de variables aléatoires à valeurs dans
(E°°, B°°) et de lois /~ et v respectivement, avec

E°° := E x E x E x ... et ,C3°°:=~i®~3®~i®....

Pour n E N = ~V U définissons le shift

8n : E°° --~ E°°

par

~nx = xn+1, xn+2, ...); § pour n  oo,
" (z, z, z, ...); ; pour 

où x = (xo, xl, x2, ...) E E°°, et z est un élément fixé dans E. Pour n ~ 0, soit Sn la
03C3-algèbre C B~, définie par

sn = e~ 1 (~°°)
et 

_ n sn .
n=0

Désignons par , (~) la restriction de  à sn, , S~.

Définition 2 1. On dit qu’une mesure ~ E v) est un couplage réussi si

y) E E°° x E°° : : 9nx = = 1.

2. On dit qu’une mesure q E v) est vn couplage maximal si

~y{(x, y) E E°° x E°° : : 9nx = = 1 - v(n)), pour tout n E lN.

Les notions de couplage réussi et maximal sont très utiles pour démontrer des théorèmes
d’ergodicité des chaînes de Markov (cf. [3], [25], [26] et [41]).

Théorème 15 Les propriétés suivantes sont équivalentes:

1. II existe un couplage q E v) révssi.

2. ~= ~ .

~. 
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DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 15. La propriété (3) entraîne (2) provient de l’inégalité
suivante

~(~(oo)~ v(oo)) ~ ~(~(n), v(n)). °
Montrons que (2) implique (3). Supposons pour tout n, il existe un ensemble An E Sn

tel que
| (An) - 03BD(An) | ~ 03B1~,

avec

an = ~(n) ) ~ et CY~ = an.

Sans perdre de généralité, on peut supposer que

II(An)  aoo pour tout n.

Maintenant, introduisons l’espace de Hilbert

~ := £°°~ + v)~

et on note  ~, ~ >~ son produit scalaire - rappelons que dans un espace de Hilbert toute
suite bornée admet une sous-suite faiblement convergente -.

Soient fn = 1An, g = d  d(  + 03BD) et g’ = d03BD d(  + 03BD). La suite est bornée, et alors il

existe une sous-suite ( f kn )Ô qui converge faiblement vers f~ ~ [0, 1]. D’autre part, les
fonctionnelles linéaires

f ~ / f dp = f ~ 9 et f ~ f dv = f >~

sont bornées, et donc on obtient

 f~ d  -  f~ d03BD = lim ( fkn, g >H -  fnk, g’ >H)

= lim ( fkn d  -  fkn d03BD)
= lim ( (Akn) - (Akn)) ~ 03B1~;

et comme l’espace Sn, ~ + v) est faiblement fermé, on a f ~ E Sn, pour tout n, et
donc Et par suite, on en déduit immédiatement le résultat.

Maintenant, prouvons (3) est équivalent à (1 ). D’après le théorème 14 et l’égalité (21),
il existe une mesure rn E U(n)) telle que

= y) E Eoo x E°° : 
= ’Y~(x, y) E E°° x E°° : 8nx ~ 

où 03B3 E v) est le prolongement de la mesure rn sur E°° @ E°° . Et par conséquent, la
mesure 03B3 est un couplage maximal, si v(n) ) ~ 0 ; ceci est équivalent à 03B3 est un

couplage réussi. Ce qui achève la démonstration.
o
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5 Appendice
Les théorèmes suivant sont parmi les versions géométriques du théorème de Hahn-

Banach (cf. [10], [16], [29] et [34]).
Définition 3 Soit E un espace vectoriel réel. Un point xo E A c E est appelé point
intérieur de A si pour tout y E E, il existe b > 0 tel que xo + ty E A pour tout ~t~  ~. Ou
bien si A - xo est un ensemble absorbant.

Théorème 16 (de séparation) Soit E un espace vectoriel réel, M et N deux sous-
ensembles non vides, disjoints et convexes de E. Supposons que M contient au moins un
point intérieur, et N ne rencontre aucun point intérieur de M. Alors il existe une forme
linéaire f sur E, non triviale, telle que

inf f(x) > sup f(x).xeN yEM

Théorème 17 Soit E un espace vectoriel réel et L un sous espace vectoriel de E. Soit M
un sous-ensemble convexe de E. Supposons que M contient un point intérieur appartenant
à L. Soit f une forme linéaire non nulle sur L, bornée supérieurement sur L ~ M. Alors
f se prolonge en une forme linéaire g sur E, vérifiant

sup g(x) = sup f(y). .
x~M y~L~M

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 17. Soit a:= supx~L~M f (x) et A:={x E L : f (x) > a}.
Alors L et M sont convexes, disjoints. Par conséquent, d’après le théorème 16 de séparation
il existe une forme linéaire h sur E telle que

inf h(x) > sup h(y).xeA yEM

Soit zo E LnM le point intérieur de M. Alors supx~M h(x) > h(xo), d’où h(y) > h(xo) pour
tout y E A, et par suite h n’est pas une constante sur L. Soit B:={x E L : h(x) = h(xa)}.
Remarquons que f est constante sur B. En effet, supposons que f prend deux valeurs
différentes sur deux points quelconques de B. Alors f prend toutes les valeurs sur la droite
joignant les deux points, et donc cette droite rencontre A. Mais h = h(xo) sur cette droite,
contradiction. Soit f = k sur B (k E 1R). Si k = 0, comme f n’est pas constante sur L, on
a 0 E B et h(xa) = 0. Considérons z E L 1 B, h(z) ~ f(z) ~ 0 et h(x) = h(z)f(x)/ f(z)
pour x = z et pour tout x E B, donc pour tout x E L. D’autre part, si 0, alors 0
n’appartient pas à B, 0 et h(x) = h(xo) f (x)/k, pour tout x E B et pour x = 0,
donc pour tout x E L. Dans les deux cas, h = 03B2f sur L pour ,Q ~ 0. Alors g:=h/,0 prolonge
f sur E et vérifie

sup g(x) ~ inf h(y)/03B2 = inf f(y) = 03B1.
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