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Résumé

Dans cet article, nous nous intéressons a la minoration des constantes dans
les inégalités de Sobolev pour I'opérateur associé aux polynémes de Jacobi ainsi
qu’3 celle des constantes de Sobolev logarithmiques pour Popérateur associé aux
polynémes de Laguerre. Ces constantes ont pour particularité d’étre différentes
de la premiére valeur propre non nulle associée a ces opérateurs. Nous proposons
ici une méthode basée sur I’existence de fonctions extrémales et sur de simples
études de signe de polynémes du second degré. Elle nous permet d’obtenir une
nouvelle minoration de ces constantes qui fait le lien, dans le cas de ’opérateur
de Jacobi non symétrique, entre la constante de Sobolev pour ’exposant optimal
due & Bakry et la constante de Sobolev logarithmique obtenue par Saloff-Coste.

Résumé

This paper concerns Sobolev constants for Jacobi operators and logarithmic
Sobolev constants for Laguerre operators. These constants are different from
the first non-negative eigenvalue associated to these operators. In this work,
we suggest a method based on the existence of extremal functions and on the
study of the sign of second degree polynomials to bound these constants. These
new lower bounds allow us to recover, on one hand, the Sobolev constant due
to Bakry for optimal exponent and, on the other hand, the logarithmic Sobolev
constant obtained by Saloff-Coste.

1 Introduction et définitions

Considérons I’espace (] — 1,1[,du) ol u est la mesure de probabilités:
dp = C(a,b)(1 - x)(“‘l)/2(1 + z)(b—l)/zdx

avec a et b des réels strictement positifs et C(a,b) est la constante qui fait de yu une
mesure de probabilités:

T +1) —(242)
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avec ['(z) = [;F*° t*=le~t dt. Soit L I'opérateur associé aux polyndmes de Jacobi agis-
sant sur les fonctions f de classe C? par

Lf(z) = (1 — 2% f"(z) + —;—[a —b—(a+b+2)a]f ().

Le cas symétrique, i.e, a = b, a été tres étudié : les meilleures constantes de Sobolev
et de Sobolev logarithmiques sont connues (voir par exemple [13]). Dans le cas non
symétrique, i.e a # b, on ne dispose que de deux résultats intéressants, celui de Bakry
[2] concernant la minoration de la constante de Sobolev pour ’exposant optimal et
celui de Saloff-Coste [15] lors de 1’étude de la constante de Sobolev logarithmique. Le
but de cet exposé est de montrer que ces deux constantes sont liées et que le pas-
sage de I'une a I’autre s’obtient par un simple passage & la limite de ’exposant vers
2 dans les inégalités de Sobolev. Nous donnons alors une nouvelle minoration de la
constante de Sobolev pour tous les exposants dans les inégalités de Sobolev. Bakry
et Saloff-Coste ont obtenu ces minorations de constantes de Sobolev et de Sobolev
logarithmiques en utilisant une inégalité de courbure-dimension associée & ’opérateur
L (voir [3] pour plus de détails). Ici, la méthode repose sur une équation différentielle
du second degré associée aux inégalités de Sobolev et, par de simples changements de
variables et d’études du signe de polynémes du second degré, on arrive & une nou-
velle minoration de ces constantes. De plus, cette méthode permet de retrouver les
meilleures constantes de Sobolev et de Sobolev logarithmiques pour 1’opérateur de
Jacobi symétrique, i.e dans le cadre a = b.

Voici tout d’abord quelques remarques utiles concernant les opérateurs de Jacobi :
'espace L*(dp) admet pour base orthogonale les polynémes de Jacobi (Jk)k>o0 définis
par la série génératrice suivante (voir [10]):

2(2—a—b)/2 Z tk']k —
k
(1 =2zt + )72 (1 — t + (1 — 22t + 3)V2)~C=V/2(1 4 4 (1 = 23t + £2)1/2)~(e-D)/2,
Ces polynomes satisfont la relation L(Ji) = —AzJy, avec

a+b
2

w=k [,

Ce qui signifie que chaque Ji est vecteur propre associé & la valeur propre A, de —L.
On peut trouver la forme explicite des polynémes Ji dans [15] et toutes les formules
précédentes dans [12]. L’opérateur L ainsi défini est symétrique par rapport & la mesure
¢ au sens suivant : pour toutes fonctions (f,g) de classe C?,

/_11 fLgdu = /_ll gLf dp.

On associe & L un opérateur I carré du champ défini par: pour toutes fonctions f et
g de classe C?,

L(f,9) = (1 -2")fyg.

On vérifie aisément que pour toute fonction f de classe C2,

[xtpdu= [ s-Ls)dn
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Nous avons de plus les formules suivantes de changement de variable pour L et I':
pour toute fonction ¢ € C*(IR,IR) et pour toute fonction f € C?,

L(¢(f)) = ¢'(S)Lf + ¢"(NT(S, f)

et :
L(f, f) = $*(/)L(f, ).

Voici, maintenant quelques exemples d’opérateurs de Jacobi qui ne se différencient
que par des valeurs bien précises des parametres a et b:

- Polynémes de Gegenbauer: on pose a =b=n —1 avecn > 0.

— Polyndémes de Legendre: on choisit a = b = 1.

— Espaces projectifs réels: on choisit b =0 et a > 1 (Lors de I’étude des fonctions
extrémales pour les inégalités de Sobolev, nous verrons que cet exemple est un cas
tout & fait particulier).

Nous définissons maintenant la notion d’inégalité de Sobolev de dimension n :

Définition 1 Nous dirons que L satisfait une inégalité de Sobolev de dimension n > 2
si il existe deux constantes A et B strictement positives telles que

Vfiec?, (/_llf”du>2/p < A/_‘1 fzdu+B/_ll(1 — 2% f? dy (1)

avec p=2n/(n —2).

En appliquant Iinégalité précédente & la fonction f = 1, on obtient que la constante
A est supérieure ou égale a 1. Cette constante peut étre prise égale a 1 quitte a
modifier la constante B (cf. [1] et [2]). Dans cet article, nous nous intéressons donc
aux inégalités de Sobolev avec A = 1. Bakry, [2], a démontré ’existence de telles
inégalités pour 2 < p < 2(a +1)/(a — 1) ol a + 1 est la meilleure dimension possible
dans P’inégalité de Sobolev (1). Nous recherchons alors des estimations précises de la
constante B, pour 2 < p < 2(a +1)/(a — 1) dans l'inégalité suivante:

(/;11 f? du)2/p _ f-ll f2 du] < /_Z(l _ :cz)f'z dp. (2)

Dans le cadre ot (a = b), nous verrons que la méthode utilisée fournit la meilleure
constante dans (2) et que celle-ci est alors égale & a + 1 = A; (voir [13] et [7]). Nous
allons surtout étudier les constantes de Sobolev pour les opérateurs de Jacobi avec

a#b.

B,
p—2

1.1 Majoration de la constante de Sobolev

La premiére valeur propre \; de —L peut étre caractérisée (voir par exemple [5])
comme le plus grand des A strictement positifs tels que, pour toute fonction f de
classe C?, on ait:

A [/_11f’du— (/_llfdu)z] <['a-ahrmdn
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Si nous remplagons f par 1+ €f dans I'inégalité (2), par passage & la limite de € vers
0, cette inégalité s’écrit:

1 1 2 1
B, [/ Fau— ([ fdu) ] < [La=-ah) 1 d
-1 -1 -
De part la définition de Ay, il vient que, pour tout 2 < p < 2(a+1)/(a —1), By, < ;.

Nous allons voir que, si a # b, cette inégalité est stricte:

Théoréme 1 Sia # b, la constante de Sobolev B, dans les inégalités (2) est stricte-
ment inférieure a A;.

Démonstration: nous reprenons la démonstration de Rothaus [14] lors de I’étude
de la constante de Sobolev logarithmique sur une variété riemannienne compacte.

Considérons la fonction 12
1

H=q/([ @),
-1

avec @ = (—(a+b+2)z+a—b)/2. On constate que la fonction H est fonction propre
de —L associée a la premiére valeur propre A;. De plus, on vérifie aisément, dans le
cas ol @ # b et contrairement au cas a = b, que [, H® du # 0. Comme H est vecteur
propre de —L, on a:

1 1
/ I(H, H)dy =,\1/ HPdp =\
-1 -1

et f1, Hdu = 0. Le résultat du théoréme 1 repose sur les propriétés de cette fonction
H. Considérons la fonctionnelle suivante :

o= ([ ra) [ scena- 2o [([ ra)” - [ s}

Posons f = 14+€H. Par un développement limité, les termes de la fonction ¢ s’écrivent :

1 -1 ~1)(p-2) 5 !
/_1(1-+—6H)”d;1=1+p(p2 )€2+p(p é([’ )63/_1 H3d,u+c3g(6)

ou g(e€) tend vers 0 quand ¢ tend vers 0. On a donc:

(/_11(1 + eH)”d,u)Z/p =1+(p-1)e+ Wé’/_ﬂ H?du + gy (¢)
et

([aserpa)” =1-p-ne-@=00=Ds ' gy, 4 o0,

ol g; et g, tendent vers 0 avec e. De plus, H étant fonction propre de —L, o(f) s’écrit
— [\ — 2 (p=1) 5 ' s 3
¢(f) == Bl = By———c" | Hdu+gs(e)

avec gs(€) qui tend vers 0 avec e. Nous voyons que, si B, = \; et f*, H®dyu # 0, alors
©(f) < 0. On en déduit, finalement,que, si [}, H>du # 0, B, < \;. Ce qui termine la
démonstration du théoréme 1.

Remarque: pour les opérateurs de Jacobi tels que ¢ = b, on vérifie que
f1,@%dp = 0. 11 est démontré dans [6] que cette condition est équivalente au fait
que la constante de Sobolev B, est égale & A;.
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1.2 Minorations des constantes de Sobolev

Nous en venons maintenant au résultat principal de cet article concernant la mino-
ration des constantes de Sobolev pour I'opérateur de Jacobi dans le cadre a # b. Nous
proposons ici une nouvelle minoration de ces constantes, qui permet de faire le lien
entre des résultats déja connus sur la constante de Sobolev pour ’exposant optimal [2]
et la constante de Sobolev logarithmique [15]. Notre approche est directement inspirée
des travaux de Rothaus [14] lors de 1’étude de la constante de Sobolev logarithmique,
méthode reprise par Ledoux [1] lors de I’étude des constantes de Sobolev pour un
générateur markovien abstrait. Elle repose sur I’existence d’une fonction extrémale
satisfaisant 1’égalité dans les inégalités de Sobolev. Seule cette notion nous permettra
de conclure & cette minoration. Nous n’utiliserons pas, contrairement a Rothaus et a
Bakry, la notion d’inégalité de courbure-dimension.

Notre résultat principal est le suivant :

Théoréme 2 Sia = b=\ — 1 avec A\; > 2 alors, la constante de Sobolev est opti-

male et on a, pour tout p, 1 <p < 2X\; /(M —2), B, = A1

Sia>b>0ea > 1 alors, pour tout réel p, 1 < p < —2—(9:*—'12, ona B, >
ouV, =22

a
(1-Vp) [—2upr+a+b+2, /ab(1+aVp)(1+bVp) ]
P pt2”

4
Sia>b>0eta<l, onala méme minoration mais pour tout p > 1.

Remarques: — Pour ’exposant optimal p = 2(a +1)/(a — 1), le théoreme 2 fournit
la minoration suivante pour la constante de Sobolev:

(a+1)(3b+a)
> — .
B, 2 4a

On retrouve ainsi un résultat de Bakry [2], résultat obtenu & partir d’une inégalité de

courbure-dimension.

- Si on pose
1 2/p
Fo) = ([ ]
I'inégalité de Sobolev du théoreme s’écrit:
B

Lo (p(p) - FI< [ (1= dn 3)

Par passage & la limite de p vers 2 dans I'inégalité précédente, on obtient

BF(2) < [ (1- )1 du

avec
=2 ([ prsa) ([, ) ™ 2[4 s 70

_a+b+2\/¢_1_b

et
B,
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On retrouve donc “I'inégalité de Sobolev logarithmique”, introduite par Gross [8],

(/ fiog|\du— [ s dutog [ [ f"’du]m) 1= )17 du

ainsi que la minoration obtenue par Saloff-Coste [15] lors de I’étude de la constante
de Sobolev logarithmique de 'opérateur de Jacobi avec a # b. L’intérét de cette nou-
velle minoration est qu’elle permet de faire le lien entre la constante de Sobolev pour
I’exposant optimal due & Bakry et cla constante de Sobolev logarithmique obtenue
par Saloff-Coste.

Démonstration : nous considérons, tout d’abord, les opérateurs de Jacobi avec a # b.
Toutefois, cette démonstration reste valable dans le cadre a = b et nous verrons que
celle-ci fournit la meilleure constante de Sobolev & savoir B, = ;.

Pour alléger les notations intervenant dans cette démonstration, on posera D = (a —
b)/2. Nous noterons, par la suite, Px tout polynéme de second degré de la variable X
et Ax le discriminant associé a ce polynéme. Nous considérons 1'inégalité suivante

Sl asaL el <L

ou 2 < p < 2(a+1)/(a—1). On notera par C; le plus grand des C strictement positif
satisfaisant 'inégalité (4). Il a été démontré (cf. [1] et [7] pour le cas a = b) ’existence
d’une fonction f positive non constante, bornée inférieurement et supérieurement,
satisfaisant 1’égalité dans (4) et vérifiant ’équation non linéaire suivante :

Lf(z) = —[(1 + ) f(z) - f*7'] (5)

avec L
/ ffdu=1
-1

ot € > 0 et C; > B,. Le fait d’avoir ajouté un terme en € nous assure que cette
fonction ne peut étre constante. L’existence d’une telle fonction va nous permettre
d’obtenir la minoration annoncée. Notre méthode de calcul est basée sur des change-
ments de variables successifs opérant sur 1’équation (5). Posons f = u? avec 8 > 0
dans I’équation (5). Cette équation implique le lemme suivant :

Lemme 1
[C(1+€) — \] / (1-2%)u?dy (6)
(

u /2 1 3
:/_‘1(1—x2) 7 _26(r —1)" ]du+2ﬁ(r—1)/_lm(1_x2)gu_dﬂ

8= 1)+ 80— 2) + A~ 1] [ (1 - 22

Démonstration: d’apres la formule de changement de variable pour L, (5) devient :

BuP'Lu + B(B — )l (u, u)uP~2 = (1 + e)pc_,c2uﬂ - ;%uﬂ(”‘l). (7)
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Multiplions (7) par I'(u,u)/uP, puis intégrons par rapport & la mesure p:

p [ LIl ) gy [ Ty, ®)

C, 1
=(1+ c)p — /T Y wPPIT(u, u) dp.
De plus,
1 1 1
B(r=2)p du = _____/ B(p—2)+1
/_lu (u,u)dp =211 LY Ludy.

En multipliant I’égalité (7) par u'~?Lu puis en l'intégrant par rapport & la mesure y,
il vient:
CelB(p—2) +1]
p—2

=5 [ (1) du+ﬁ(ﬂ—1)/

1
uﬁ(”’z)[‘(u, u)dy

Lul"(u u) C.
dp+(1+ f)m /_1 [(u,u) dp.

En reportant ce terme dans (8), on obtient ainsi ’égalité suivante:
e+ [ " D(u, u) dp )
~ -+l -2) [ T8t oo -1 T gy [ (1

De plus, on a:

/(Lu ) dp = /(1—:1:)2 ”2dp+)\1/ (1 = o?)u” dp®

et

1 r 1 ", 12 1 4 1 3
/ -Lu—(u’ﬁldy = —2/1(1—.7:2)2": du+/ (1—z2)2—1:—ﬁ du+2/ z(l—xz)%dy.
- -1 -1

-1 u
En reportant ces deux termes dans I’équation (9), on retrouve le résultat du lemme.

La démonstration du lemme est terminée.

D’aprés le théoréme 1, la constante de Sobolev pour I'opérateur de Jacobi est stric-
tement inférieure & ;. Nous recherchons alors une minoration de la constante de
Sobolev sous la forme:

Bp Z (1 - C))\l

ot 0 < ¢ < 1. Pour établir cette minoration, on considére I’équation (6) apres avoir
ajouté un terme cA; [2;(1 — 2?)u? dy. On arrive alors a I’équation suivante:

[Cl+€) — Al(l—c]/ (1 — 22y dp (10)
= [La-ey [ —26(p- 1)_;] du+28—1) [ 212" dy

B -0+ - 2)+ 8- 1) [ (1= g+ o [ (1=
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Toute notre étude est basée sur le signe du membre de droite de cette équation. Nous
recherchons le plus petit ¢ possible de maniére a ce que ce terme soit positif. Nous en
déduirons alors, que, pour tout € > 0, Cc(1 + €) > (1 — ¢)\;. Par passage a la limite
de € vers 0, et pour la valeur minimum de ¢ permise, nous obtiendrons le résultat du
théoreme 2.

Posons ¢g(z) = wu'u™ avec o« # 1/3. Aprés avoir remarqué que
u” = g'u® + ag?u?*~!, I’équation (6) devient:

[C(l+¢) - /\1(1—c)]/ (1 - 2%y dy_g,g(p_l)/ (1 = e)ou™1g® dy
+lo? —20B(p—1) + (8 1)1+ Blp—2)) + Bp— 1)) [ (1 - a*ute-2gtdy
+[11(1_zz)2 {u2a '2+[2a—2ﬂ( )] 3a-1 2 I} d/‘ (11)

En remarquant que

24+ M

1 1
/1(1—m2)2ggu3°‘ Ly = /_1(1—x2)xu3"_‘ 3 du

-1 pn
_3e 1/_1(1_$2)2u4a2 d,u——/ 1 — 22 g dy

3
et en reportant ce terme dans 1’équation (11), on obtient

[Ce(1+€) = Mi(1 = ¢)] /_ 11(1 —a?)u’*g’ dy = /_ 11(1 - a*)'ug? dp (12)
+ [—a2 + goz +B%(p—-2) + 2ﬂ(4 -p)— 1] /1 1 — %)t 2gt dy
+2 [,3(]?—1) (M+2)(a-p8 p—1)) ]/ - 1g3d,u

+ech /;11(1 — 2)u*g? dp — g[a - B(p— 1)]D/_1(1 — e 1g3 4.

Notre but est de faire apparaitre dans le membre de droite de cette équation sous le
signe intégral un polynéme du second degré en la variable ¢’. Nous choisissons o de
maniére a ce que le coefficient de p?g* soit nul:

_1+/(36(r-2) + 4936 -2)

3 : (13)
De plus, par de simples intégrations par parties, on arrive 3
g par p
/l (1 -2*)zu* g% dp = —L/I u®[Qz + (1 — 2?))g* du — 1/1 (1 —2?)zugg d
-1 200 J—1 alJ-a K

et
1
/ (1_$2 3a—1 3d/1———/ Qu2ag2d __/ (l—xz)uz"‘gg dll
-1
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ou @ est la fonction utilisée au cours de la démonstration du théoréme 1. En rempla-
cant ces deux termes dans ’équation (12) et en prenant pour « la valeur indiquée au
(13), on arrive a I’équation suivante

[C.1+€) = M(1—0)] /_11(1 g dy =

1
[ w1 =20 + 2099V D — (1 4+ V(A = 1))e] + DVQg?] dp
1

“+von-1) [ ll(Qm PO - g du+on [ (1= 2 du,

V=%[1~ﬂ—(%——2].

Il nous reste maintenant a étudier le signe du membre de droite de cette équation. En
fait, nous nous intéressons au signe du polynéme P, de la variable g’ défini par

avec

Py =(1-2%%¢"+2(1 - 2%)g'g[VD — (1 + V(A — 1))a]
+¢* [DVQ - (1+V(\ = 1) (Qz + (1 - 2%) + ehi(1 - 2?)] .

Le discriminant du polynéme P, de la variable ¢ est égal a:
Ay = 4(1 - 2%)2g*P,
avec

Po=[1+V=1)V(M—=1)=N\)+ch]z®+
D[—2V2(/\1 —D+V(EM-3)+ 1] ¢ +VID* —ch =DV +1+V(\ —1).

Nous recherchons ¢ de maniére & ce que P, soit positif ou nul, ce qui revient a
démontrer que le discriminant A, de P, est négatif ou nul. Pour cela, nous calculons
le discriminant A, du polynéme P,. Si —1/a <V <1, on obtient :

A; =4(M)*(c—a)lc—a),

ol

(1— V) [~2abV +a +b+2y/ab(1 + aV)(1 + bV)|
B 4X

01=1

et

(1= V) [~2abV + a+ b — 2y/ab(1 + aV)(1 + V)]
- 4\
En posant ¢ = ¢;, on en déduit que A, = 0. On vérifie que, pour cette valeur de ¢, le
coefficient de z? dans P, est négatif. Le fait que A, = 0 entraine alors que P, < 0 et
donc que A} < 0. On en déduit alors que P, est positif et donc la minoration suivante
pour la constante C;:

Cy =

(1= V) [~2abV +a+b+2y/ab(l +aV)(1 + V)]

Cc(l +C) Z 4

(14)



Il nous reste maintenant & choisir un V, —1/a < V < 1, optimisant cette minoration.
De part la valeur de o (13) et la définition de V, il est facile de vérifier que

3]

—P
V< ——-.

S9%p
De plus, cette majoration de V et la minoration V > —1/a pour a > 1 sont compa-

tibles dés que
< 2(a+1)

T a-1

ot 2(a + 1)/(a — 1) est 'exposant optimal dans ce cadre et, si a < 1, il y a compati-
bilité pour tout p > 1. En posant V = (2 — p)/(p + 2) et par passage & la limite de ¢
vers 0 dans l'inégalité (14), on trouve la minoration annoncée. La démonstration du

théoréme 2 est terminée.

Remarques: - Pour ’exposant optimal p = 2(a+1)/(a—1), notre méthode de calcul
ne peut fournir une meilleure minoration étant donné que la seule valeur de V permise
est —1/a.

~ Pour des exposants p, p < 2(a +1)/(a — 1), le résultat du théoréme 2 n’est pas op-
timal. En effet, si nous considérons la minoration de la constante de Sobolev comme
fonction de V' que nous notons m(V), on vérifie que m"(V) < 0 pour V € [~1/a,0].
De plus, m/(z) tend vers +oco pour = tendant vers —1/a tend vers 400 avec z > —1/a
et m'(0) < 0. On en déduit que la fonction m(V) admet un maximum sur l'intervalle
[-1/a,0]. La détermination de ce maximum nous conduit a des calculs presque inex-
tricables et surtout peu explicites.

~ Ce choix de V = (2 — p)(p + 2) nous permet d’atteindre tous les exposants de !'in-
tervalle [—1/a,0]. V étant majoré par (2 — p)(p + 2), en choisissant une autre valeur
pour V, notre minoration ne concernerait qu’un intervalle plus restreint d’exposants p.

— Le cas a = b correspond a l'opérateur associé aux polynémes de Gegenbauer. La
minoration s’écrit alors:

(I-=V)a
B, > ——.
P= 4
Naturellement, cette minoration est meilleure pour V = —1/a = —1/(A\; — 1) et on
arrive au résultat suivant:
2M

VP,QSPS/\ 9 Bp—_‘/\l-

L —
Le théoréme 2 étend a tous les p de [2, %"_’3] les conclusions d’un travail récent de
Pearson [13] sur les constantes de Sobolev pour le générateur associé aux polyndémes
de Gegenbauer.

-~ Pour b= 0, soit a =2(A\; —1),0n a

B,>(1- V)%.
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La meilleure minoration que nous fournit notre méthode de calcul est atteinte pour
V =-1/a ou encore V = —1/(\; — 1) et on a alors

Vo< p< 2@l

2\ — 1
=P="o -3 '

B, >
P= 4

De plus, seulement pour cette valeur de V et sous la condition b = 0, le polynéme
P; est égal a 0. Nous reprendrons ce cas tout a fait particulier lors de la recherche de
fonctions extrémales.

2 Constantes de Sobolev et de Sobolev logarith-
miques pour 'opérateur de Laguerre

2.1 Introduction et définition

Nous étudions d’une manieére analogue les constantes de Sobolev pour des expo-
sants 1 < p < 2 pour 'opérateur associé aux polynémes de Laguerre. Par passage a
la limite de p vers 2 dans ces inégalités, nous retrouverons la meilleure constante due
a [9] dans I’inégalité de Sobolev logarithmique.

Considérons les opérateurs suivants agissant sur des fonctions de classe
C*([0,40c0[) définis par
Lf(z) = zf"(z) + Qf'(x)
ou Q = —z+Det D > 1/2. Les polynémes de Laguerre forment une base orthonormée
de ’espace L%(p) ot p désigne la mesure de probabilités :

dp(z) = (zP~'e~*/T(D))dz.

. On associe 3 L un opérateur gradient itéré I' défini pour toute fonction de classe C*
par L(f, f) = zf?. De plus, la fonction
H = Q/ J§* Q*du est fonction propre de —L associée & la premiére valeur propre
A = 1. On vérifie que [+ H3dp est non nul. En reprenant la démonstration du
théoréme 1 appliquée & I'opérateur de Laguerre, on vérifie, alors, que la constante de
Sobolev est strictement inférieure a 1. Nous en venons maintenant & la minoration de
ces constantes.

2.2 Minorations des constantes de Sobolev pour 'opérateur
de Laguerre

Nous étudions les constantes B, dans les inégalités suivantes:

B ([ ra) = [ ra] < [Ta-ara

avec 1 < p < 2. Pour l'opérateur associé aux polynémes de Laguerre, il n’existe
pas d’inégalités de Sobolev avec des exposants p > 2. Pour s’en convaincre, il suffit de
considérer les fonctions suivantes f(z) = e®VZ=2"/2, On vérifie que lima—y 400 Jo ™ f2 dp
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et limy—y 400 fgF™ 2 2 dp sont finies, tandis que limg—yyoo fo ™ fP dp = 00 dés que p > 2.
Notre étude ne va donc concerner que les constantes de Sobolev relatives aux inégalités
de Sobolev d’exposant p, 1 < p < 2. Notre résultat est le suivant:

Proposition 1 Pour tout réel 1 <p <2, ona

B, > - Y) 20— 20V +1+2/@ED-DVIED -V +1]),

€
avec _2—p

p+2

Remarque: Si nous faisons tendre p vers 2 dans les inégalités de Sobolev précédentes,
on obtient (voir remarque théoréme 2) I’inégalité de Sobolev logarithmique suivante :

Bz(/ frioglfldp— [ 1 dotog [ [ f“’dp]12>s/0+°°wf’2dp

avec B, = 1/2. La meilleure constante dans I'inégalité de Sobolev logarithmique pour
D = 1/2 a été calculée dans [9] et correspond bien au résultat obtenu.

Démonstration: nous adoptons une démarche analogue a celle effectuée au cours
de la démonstration du théoréme 2. On considére I’équation non linéaire suivante :

Lf—

—l1+ef =]

ou L désigne l'opérateur de Laguerre. Par des transformations identiques & celles
effectuées sur 1’équation (5), on arrive a ’équation suivante :

O+ = (=) [ mug’ds (15)
=/o z {u2a 2+ [2a - 28(p — 1)]u®*! 2g/} dy — ﬁ(p-—l)/ 2u®* g% dy

+a?=2aB8(p—1)+(B-1)(1+B8(p—-2))+8(p __1]/ iyt 2g4d,u

+o00
+c / zu?®g® du
0
ou 0 < ¢ < 1. Remarquons de plus que
+oo 1 oo 3a—1 [+
/ z2g2glu3a-—1 d/l = __/ .’E(Q + 1) 3a-1 Sd _ a / m2u4a—2g4 dp
0 3 Jo 3 Jo
En reportant ce terme dans ’équation précédente, on obtient
+o00
[+ —(1=0) [ sutgidp = (16)
0

/0+°° x2u2agIZ dp — 2[(1 —B(p-1)] /+°° 2Qu*g® dp
+ [—a + —a +B%(p-2)+ —6(4 p) — 1] / 22ut*2g' dp
+C/0Jroo g% dp — [ r-1)+ Hoa=Blp— 1) '83( - 1))] /0 zu3* g3 dp.
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Nous reprenons pour a la valeur calculée au (13) de maniére & ce que le coefficient de
z2g* soit nul. Par de simples intégrations par parties, on calcule:

+oo 1 400
301—1 3d —_ 2a 2 r
fo P= 5l U [Qg* + 2zg4'] dp
et
/+sz sa-1g3 4, — L +°°U2°‘[Q2mgz—zg2+2xQ d
() 2a Jo 99 14p-

En reportant ces termes ainsi que la valeur de o (13) dans I’équation (16), il vient
que:

+00 400
[C(l4+e)—(1- c)]fo zu®g? dp = /0 u** P, dp

avec

Py = ag +ag gV Q + (1 - V)| + [V(@ — ) + 5@+ ca] ¢

YA

Nous cherchons ¢ et V de maniere & ce que ce polynéme soit positif. Le discriminant
de P, est égal & Al = p’P; ot

P, =4V(V = 1)z? + 2z [(V = 1)(2V =1 —-4DV) + 2V — 2]
+(V-1)4VD*-2D(2V - 1)+ V = 1].

Pour que A, soit négatif, il est nécessaire que 0 < V < 1. De plus, ce discriminant
sera negat1f si celui associé au polynéme P, est négatif. On a

A,,- = 4(26 - cl)(2c - Cz)

avec

=2V — (1= V)2V —1) = 4DV(V —1) = 2(1 = V)/(2D = 1)[2D - 1)V +1]

et

=2V — (1= V)2V — 1) —4DV(V — 1) +2(1 - V)/(2D = 1)[(2D - 1)V +1].

En posant ¢ = ¢;/2, A, = 0 et donc P, est négatif. On en déduit que Py est positif
pour toute fonction g. On obtient, finalement, la minoration suivante pour la constante
B,

sz(l—V)

[2(1 _2D)V +1+2/(2D - )V[@D - )V + 1]] .

De part la valeur de o choisie et la définition de V, on vérifie que
V < (2—p)/(p+2). Cette minoration et la condition 0 < V' <1 sont compatibles dés
que 1 < p < 2. Finalement, en posant V = (2 — p)/(p + 2), on trouve la minoration
de la constante de Sobolev énoncée. La démonstration de la proposition 1 est terminée.
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Remarques: - comme pour le cas des polynémes de Jacobi, nous ne pouvons conclure
a l'optimalité de cette minoration. La valeur de V choisie nous permet seulement
d’atteindre des exposants p avec 1 < p < 2. Toutefois, on peut espérer trouver une
meilleure minoration par un autre choix de V mais pour des valeurs de p plus res-
treintes.

- Ce choix de V = (2—p)/(p—2) nous permet d’atteindre par passage a la limite I’ex-
posant p = 2 et donc la meilleure constante dans ’inégalité de Sobolev logarithmique
pour D = 1/2 due & [9]. De plus, dans ce cadre, notre méthode de calcul n’autorise
qu’une valeur pour V a savoir V = 0.

-Si D = 1/2 et p = 2, on pose V = 0. Le polynome P, s’écrit alors
P; = 2z[1—2c]|. Nous voyons que la meilleure minoration est atteinte pour ¢ = 1/2, ce
qui entraine que P, est nul. Cette remarque sera reprise lors de 1’étude des fonctions
extrémales relatives a ces opérateurs.

2.3 Quelques remarques sur les fonctions extrémales

Nous avons vu que dans le cadre d’opérateurs de la forme
Lf=(Q1-2Y)f"+(-\z+ D)f,

la constante de Sobolev est différente du trou spectral A;. L’intérét de cette minoration
est qu’elle permet de faire le lien entre la constante de Sobolev obtenue par Bakry [2]
pour I’exposant optimal et la constante de Sobolev logarithmique due a Saloff-Coste
[15] pour P’opérateur associé aux polynémes de Jacobi. D’apreés la remarque suivant
le théoréme 2, le cas b = 0 et a # 0 semble étre un exemple tout a fait particulier. En
effet, considérons 1’équation non linéaire suivante :

B

Lf = —=(f - 7] (a7)

p

oi p=2(a+1)/(a—1)et B, = (a+1)/4. En faisant des opérations identiques &
celles effectuées sur I’équation (5), on arrive a I’équation

1
/—1 u2°‘Pg/ dﬂ =0.
Pour de telles valeurs de a, b et B,, on vérifie que le polynéme P, est égal 3 0. On en
déduit que Ay = 0 et donc que P, > 0. D’aprés 'équation précédente, nécessairement
Py = 0. 11 est facile alors de déterminer une fonction g telle que P, = 0. On trouve
g(z) = (1 — 2)~/2. On en déduit, que

f(z) = [d=2n(1 — 2)"/?]

En reportant cette valeur de f dans 1’équation (17), d et  doivent vérifier la condi-
tion suivante d> = 8n? + 1. Maintenant, en multipliant cette équation par f puis en
I'intégrant par rapport & la mesure , il vient que:

Zﬁ;i_:lz_) [/1 fpdﬂ_/—ll fgd’u] =/_11(1—$2)fl2d/‘ (18)

-1

(a—1)/2
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avec p = 2(a + 1)/(a — 1). Cependant, excepté pour n = 0 c’est-a-dire f = 1, la
fonction f trouvée n’est pas fonction extrémale pour I'inégalité de Sobolev car elle ne
satisfait pas la condition de normalisation [, f* du = 1. En fait, on vérifie que cette
norme est strictement supérieure a 1. L’équation (18) implique seulement ’inégalité
de Sobolev suivante:

S [( [ra)" -] deu] < ['a-eran

D’une maniére analogue, dans le cadre d’opérateurs de la forme
Lf=zf"+(—z+ D)f,

la proposition 1 nous donne la meilleure minoration pour la constante de Sobolev
logarithmique & savoir By = 1/2. Nous recherchons, alors, une fonction extrémale
relative a cette constante. Cette valeur de la constante correspond dans la proposition
1,3V = 0 et donc & a = @ = 1. De plus, d’apreés la remarque de la proposition
1, si D = 1/2 et sous I’hypothése B, = 1/2 soit ¢ = 1/2, le polyndme P, est égal
4 0. Pour ce cas particulier, on peut s’attendre alors & trouver une fonction extré-
male pour cette inégalité de Sobolev logarithmique. Mais, par notre méthode, nous
arrivons seulement a une fonction non constante ne satisfaisant pas la condition de
normalisation [ f2dp =1 et vérifiant 1'égalité

s [ g sdo= [T TG b

Finalement, dans le cadre ot les constantes de Sobolev ou de Sobolev logarithmiques
sont différentes de )\5"), notre méthode montrerait que seules les fonctions constantes
sont extrémales pour les inégalités de Sobolev ou de Sobolev logarithmiques.

Je tiens & remercier M. Ledoux pour ses idées et ses conseils lors de 1’élaboration
de cet article.
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