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UNE PREUVE STANDARD DU PRINCIPE D’INVARIANCE
DE STOLL

B.Cadre
IRMAR, Université de Rennes I, Campus de Beaulieu, 35042 RENNES

Introduction

En utilisant 1’analyse non-standard, Stoll [20] a prouvé que le temps local d’intersec-
tion renormalisé d’'un mouvement brownien plan pouvait étre construit par passage
3 la limite d’un équivalent discret construit avec des marches aléatoires. Le but de
cet article est de retrouver ce résultat, en utilisant des techniques classiques.

Rappelons donc tout d’abord ce qu’est le temps local d’intersection renor-
malisé d’un mouvement brownien plan W issu de 0 sur (2, F, P) (nous renvoyons
a4 Bass-Khoshnevisan [1], Le Gall [10] et [11], Werner [22] et Yor [24] pour de plus
amples informations). Pour tout A borélien borné de Ri, définissons la mesure
Aa(dz) sur (IR?, B(IR?)) par Aa(f) = S f(Wy — W,)dudv, pour toute fonction
f : R?> - R, borélienne bornée. Rosen [16] a montré que la mesure A4 admet
une densité (a(z, A);z € IR?) par rapport & la mesure de Lebesgue, appelée temps
local d’intersection de W. Cependant, (0, A) = +o0o P-ps lorsque A rencontre la
diagonale de R2. Le Gall [10], Rosen [17] et Yor [24] montrent alors, selon l'idée
de renormalisation de Varadhan [21], que la fonction z + (2, A) définie pour z # 0
par ¥(z, A) = a(z, A) — E[a(z, A)] se prolonge par continuité 3 IR* tout entier. Na-
turellement, (v(z, A); z € IR*) a été baptisé temps local d’intersection renormalisé
de W.

Considérons alors une marche aléatoire de carré intégrable (S,,),>o issue de 0,
a valeurs dans Z2, telle que (Siny/ v/n)t<1 converge en loi vers un mouvement brow-
nien plan W issu de 0. Si, pour chaque borélien borné A, (y(z, A); z € IR?) désigne
le temps local d’intersection renormalisé de W, on peut légitimement s’attendre,
au moins pour certaines de ces marches aléatoires, a ce que la convergence en loi
suivante soit vraie:

1 — c
-~ > Usi=s;) — P(Si = S))) ﬁ’)’(o’ [0,1]%).

1,5=0

En dehors de Stoll [20] qui a prouvé cette convergence dans un contexte non-
standard, ce résultat a été montré, en utilisant I’analyse standard, par Brydges
et Slade [4] (lorsque (Sn)n>0 est la marche aléatoire simple symétrique sur Z2) ou
bien par Le Gall [12] (dans un contexte trés général concernant la marche aléatoire
(Sn)n>0). Signalons enfin que Rosen [18] a lui aussi obtenu ce résultat avec ’analyse
standard, mais il doit supposer que la marche aléatoire (S,)n>0 est fortement
apériodique, ce qui n’est pas le cas de la marche aléatoire simple symétrique sur
Z* par exemple.
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Les méthodes utilisées par ces auteurs reposent essentiellement sur des estima-
tions classiques de la transformée de Fourier d’une marche aléatoire. La méthode
que nous allons exposer, quant a elle, repose aussi bien entendu sur de telles esti-
mations : nous utilisons des inégalités prouvées par Stoll [20], que I’on peut obtenir
aussi bien avec 'analyse standard (dans la preuve de Stoll, 'intérét de I’analyse
non-standard apparait plus loin). Mais aussi, notre méthode repose sur un résultat
de plongement. Plus précisément, nous montrons que certaines marches aléatoires
a valeurs dans Z° peuvent étre plongées dans un mouvement brownien plan. Ce
plongement est en fait obtenu par prolongement du résultat classique de plongement
en dimension 1, que I'on trouve par exemple dans le livre de Revuz et Yor [15]. En-
fin, mentionnons le fait que nous prouvons en réalité un résultat de convergence
fonctionnelle sur les variables de temps et d’espace, alors que les auteurs précédents
obtiennent des résultats de convergence ponctuelle.

Comme conséquence du théoréme limite que nous venons d’évoquer (en réalité
comme conséquence d’'un résultat un peu plus fort), nous retrouvons un résultat
prouvé par Stoll [20] (toujours en utilisant ’analyse non-standard), Le Gall [12] et
Brydges et Slade [4]. Ce résultat affirme que la mesure de Domb-Joyce converge au
sens de la topologie de la convergence étroite vers la mesure de polymere.

Nous préciserons en partie I les hypotheses et les notations de cet article, et nous
définirons les mesures de Domb-Joyce et de polymere. Dans cette méme partie, nous
énongerons le principal résultat (théoréme 1) concernant ’approximation du temps
local d’intersection renormalisé du mouvement brownien plan. Enfin, le résultat de
convergence pour la mesure de Domb-Joyce sera énongé (corollaire 1).

La partie Il sera consacrée & rappeler quelques résultats plus ou moins classiques
sur les temps locaux d’intersections associés au mouvement brownien ou & la marche
aléatoire.

Dans la partie III, nous prouverons le théoréme 1. C’est dans cette partie que
le lemme de plongement (lemme 3) sera énoncé et prouvé.

Enfin, en partie IV, nous prouverons le corollaire 1.

I- Notations et présentation des principaux résultats

Dans tout ce qui suit, nous noterons —~” la convergence dans L? pour p>let »F
la convergence en loi.

Si z = (2%,2?%) € IR?, nous appelerons [z] 'élément de Z2 : ([z1], [22]), ot []
désigne la partie entiére.

D’autre part, si M est un processus stochastique, nous noterons FM la filtration
naturelle associée & M, L(M) la loi de M, et si M est & valeurs dans IR?, nous
appelerons (M!, M?) ses coordonnées.

Si Z € L', nous noterons {Z} la variable aléatoire recentrée {Z} = Z — E[Z].

Enfin, pour chaque t € IRy, A; désignera le triangle défini par A; = {(u,v) €
Ri : 0 <u < v <t} et pour k € IN, Di sera I'équivalent discret de A, : Dy =
{G,5)e N* : 0<i<j<k}

Soit @ une mesure de probabilité centrée sur Z2, & support compact, et telle
que
Q(z,y) = Qz,—y) Vz,y € Z.
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Si (Xk)k>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes et méme loi Q, on
associe la marche aléatoire (S,)n>0 issue de 0 définie pour chaque n > 1 par S, =
> k=1 Xk- Nous supposerons enfin que (S).>0 est adaptée (apériodique au sens
de Spitzer [19]), au sens ol cette marche aléatoire ne vit pas sur un sous-groupe
strict de Z°. Par exemple, la marche aléatoire simple symétrique sur Z? vérifie ces
hypotheses.

En dehors de I'hypothése Q(z,y) = Q(z,—y) Vz,y € Z, qui entraine que la
matrice [ z.2T7dQ(z) est diagonale, toutes ces hypothéses sur la marche aléatoire
(Sn)n>0 ont été supposées par Stoll [20]. Nous pourrons donc utiliser dans la suite
certaines des estimations de Stoll qui peuvent étre obtenues aussi bien au moyen de
I’analyse standard.

Nous appelerons aussi, pour chaque n > 1, z € Z? et A sous-ensemble borné
de IN%: )

Yn(z, A) = E Z {I(Sj=si+z)}'
(i,)€A

Notons W un mouvement brownien plan sur (Q, F, P) issu de 0, avec cov(W;) =
f 2.27dQ(z). Pour chaque borélien borné A de Ri, nous assocgions & W son temps
local d’intersection renormalisé (y(z, A); z € IR?).

Notre principal résultat est le suivant:
Théoréme 1 Nous avons le résultat de convergence fonctionnelle:

((%)tg, (1 ([2v/n], D[nt]))tg,zem,’)n—j:'((w‘)‘s" O Ay e )

Remarque - Un des intéréts de I'utilisation d’un lemme de plongement (alors que
les auteurs précédents ne s’en servent pas) est que 'on peut obtenir, moyennant de
tres légeres modifications de la preuve du théoréme 1, la version forte du théoréme 1,
prolongeant ainsi I’étude de Csaki et Révész [6] pour le temps local du mouvement
brownien réel (voir [5], théoréme 11.3.2.1).

- Une méthode similaire & celle que nous allons exposer permet de retrouver
le résultat équivalent en dimension 1, résultat qui a été obtenu par exemple par
Borodin [3].

- Nous avons montré dans [5] (théoréme 11.2.4.1) le résultat correspondant en
dimension 3 (en supposant donc que z # 0 car il n’existe pas de renormalisation de
Varadhan en dimension 3).

Pour chaque g > 0 et n > 1, définissons maintenant la mesure de Domb-Joyce
uy (cf. [7]) par:

1
() = o exp(—2 37 L5, Paldw),

9 i<j<n
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ol P, est la loi de (Sps)/v/n)i<1 et Ly = Elexp(—g/n 3, ;<n I(s;=5:)]- Notons de
plus, pour chaque g > 0, u, la mesure de polymere définie par:

g () = Li exp(—g7(0, Ar)) P (dw),

ol Pw est la loi de W et Ly = Elexp(—gv(0,41))]. Nous verrons plus loin que
~(0, A;) posséde des moments exponentiels, ce qui justifie la définition qui précede.

Il est intuitivement clair que p, est Iéquivalent continu de ugy. C’est ce que
prouve le corollaire suivant:

Corollaire 1 Pour toutg > 0, uj converge au sens de la topologie de la convergence
étroite vers fig.

II- Quelques rappels sur les temps locaux d’intersection
Tout d’abord, rappelons la formule classique du temps d’occupation:

Proposition 1 Soit f une fonction borélienne bornée. Si A est un borélien borné
de IR?, le temps local d’intersection renormalisé (y(z, A); z € R?) de W vérifie P-ps
légalité:

[ PG A0z = [ (0¥ = W),

Le résultat qui suit a été obtenu, du moins lorsque z = 0, par Le Gall [10], Rosen
[17] et Yor [24]. L’extension & z € IR? est évidente & partir des démonstrations de
ces auteurs.

Théoréme 2 Soit (f,.)n>1 une suite de fonctions bornées, d’intégrales égales a 1,
tel que fn(y)dy converge étroitement vers la mesure de Dirac en z € R?. Alors, si
A est un borélien borné de Ri, on a pour chaque p > 1:

/ {fn(Wy — W) }dudv ——Lvy(z, A).
A n—00

Enfin, le dernier résultat a été établi par Stoll [20] dans un contexte d’analyse
non-standard. La preuve est en réalité calquée sur celles de Geman, Horowitz et
Rosen [8] et de Le Gall [10] dans le cas brownien, et elle ne nécessite pas I'utilisation
de ’analyse non-standard. Dans la preuve de Stoll, I'intérét de 'analyse non-
standard apparait plus tard.

Théoréme 3 Soit p un entier pair. Pour tout X €]0,1[, il existe une constante c
telle que si 21,22 € Z etn>1:

. Z1 — 2
0 (et Do) = (e, Do)z < olZ22ZD

ll) H’Yn(zl’Dn)”LP <ec



89

Si de plus A = {(4,5) : i =a1,--,a2 et j = b1, --,b2}, ot a1,a2,b1,b2 sont des
entiers tels que a1 < ay < by < by:

C
i) | Y I(s;—8=allLe < ;L'\/(az —a1)(b2 — b).
(i) €A

III- Preuve du Théoréme 1

Le théoréme 1 sera une conséquence des deux lemmes, que nous montrerons a la fin
de cette partie:

Lemme 1 Pour chaque n > 1, il existe une suite de variables aléatoires (Tj})k<n =
(T,: ’",T,? ™k<n telle que si le processus (qu,l,,., Wq'{g,,.)tsl est noté de fagon abusive
(ne]

[nt)
(Wrn, <1

Lt
)i<1) et sup |Wrn — Wi —— 0.
- t<1 [nt] n—o0

£(Wr, ) = £(

De plus, nous avons le résultat:

Lemme 2 Soit p un entier pair. Il existe une constante c telle que pour chaque
nZl,zeZ2 ets<t<l1:

nt| — |ns
(2> Di) = (2 Dl < e/ 20121,

Preuve du théoréme 1 Dans ce qui suit, ¢ désignera une constante positive qui
pourra varier de place en place.

Soit t <1, z € R* et f : IR> — IR une fonction différentiable & support com-
pact, de différentielle bornée et d’intégrale 1. Soit pour chaque n > 1, (W’P{;,l)tsl

le processus introduit dans le lemme 1, et 6(n) le nombre
1
8(n) = (Efsup [Wr» — Wyl + —=) /6.
(n) =( [flslrfl n, — Wil + ﬁ)

Toujours d’apres le lemme 1, #(n) — oo si n — co. Enfin, désignons pour chaque
n > 1 la fonction f, définie pour tout y € IR? par

Faly) = 6(m)* F(B(n)(y — 2)).

D’apres le théoréme 2, puisque f,(y)dy converge au sens de la topologie de la con-
vergence étroite vers la mesure de Dirac en z:

1

/R, Fa@)v(y, Ar)dy ¥(z, Ay).

n—o0
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D’autre part, d’apres la proposition 1, on a pour chaque n > 1:
/ , fn@)(y, Ad)dy = / {fa(W, — W) }dudv.
R A,

En utilisant le théoreme des accroissements finis, on obtient d’aprés notre choix pour
la suite (8(n))n>1:

B [ aW = Woudo— [ (Wi, ~ Wy )}dudo]
< cO(n)3Efsup |[Wrn  — Wil]
t<1 (nt]
< c(Efsup |[Wrn  — W;|])Y/?
tsl [nt)

qui tend vers 0 si n tend vers I'infini selon le lemme 1. Or, toujours d’apres le lemme
1, pour chaque n > 1:

[nv] [nu]

c(/zx {fa(Wpn — Wpn )}dudv) = L',(/A {fn(%'}]—\;r—;g[nﬂ)}dudv).

Puis, on a pour chaque n > 1:

EREE

Snv "Snu _7
G L LD DI DY TAC =)

=0 l—J+l

= = Z fn( )'Yn(y’ D[nt])
yEza \/H

= B fn( [y\\//ﬁm )'Yn([y\/a’ D["i])dy

Utilisant une nouvelle fois le théoréme des accroissements finis, nous trouvons pour
chaque n > 1:

Bl [y 1oy A, Disa) — [, 14/, Diset]

n
<ct® [ 12—yl Dy
< csup sup Blba(y, Dy}
> nZlyEZ“ n\Y, Vnt] \/ﬁ

1
< E[|Va(y,D —_
> C'S:éliyseup (v (y ["t])”nl/4

olt K est un certain compact de IR? contenant le support de f. Or, E[|yn(y, Dyl
est borné uniformément en n > 1 et y € Z° d’aprés le théoreme 3 ii), donc le
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dernier terme de I'inégalité ci-dessus tend vers 0 si n tend vers l'infini. Ensuite, par
un changement de variable évident, on a pour chaque n > 1:

[ I, Do)t = [ 150 (f + 2y, D) dy.

Alors, d’apres le théoréme 3 i), puisque [ f(y)dy = 1:

E[|/ f(y)%([f)z/; + 2v/n], Ding))dy — 1n([2v/n], Diny ]

< /suppr[may(f + 2/, Din)dy = a2/, DMy < s

Puisque #(n) — oo si n — 0o, ceci montre finalement que nous avons obtenu, &
t <1 et z € IR fixés, la convergence en loi:

(VA i) ———7(2, B).

Il est clair que la méthode que nous venons d’exposer s’applique aussi bien pour
établir la convergence des répartitions fini-dimensionnelles de la suite de processus

((Spey/Vn)e<1, (m([2v/n], Dint))) 1<y 2 R2)n21

vers celles de ((W:)i<1, (7(2, At)),<; ,c g?)- 1l reste & obtenir un résultat de tension

pour cette suite de processus. La tension de la suite de processus ((Sint/v/R)t<1)n>1
se montre de la fagon classique (voir par exemple le théoréme 16.1 de Billingsley
[2]). Pour simplifier, nous nous contenterons de montrer que la suite de processus
(4 ([24/n], Ding)))t<1)n>1 & 2 € IR? fixé. Pour obtenir en plus la tension de la
suite ((va([zv/n], Diny)), IR <1)n>1, on procéde de la méme maniére en utilisant
le théoréme 3 i) et le lemme 2.

Soient z € R?, t; <t <ty <1etn>1. Selon le lemme 2, on a

E[(’Yn([z\/ﬁ]’ D[nt]) - 7n([z\/a1 D[nt,]))Z('yn([Z\/ﬁ]» D[nt]) - 7n([z\/7H7 D[ntz]))z]

. [nt] — [nt1] [nts] — [nt] < c([nt2] - [ntl])2.
- n n - n

Deux cas se présentent:
- Sity —t1 > 1/n alors [nty] — [nt;] < 2(nt2 — nty)
- Sity —t; < 1/n alors, t; et t ou t; et ¢t sont dans le méme intervalle
(i —1)/n,i/n[ et donc ¥n([24/n], Diny) est soit égal & v, ([24/n], Dint,)), soit
a ’Yn([z\/m’ D[ntg])'
Globalement, nous avons donc

E[('Yn([z\/ﬁl D[nt]) - ’Yn([z\/"_l’]v D[ntl]))2(7n([z\/7_"]v D[nt]) - 7n([z\/;i]’ D[nta]))z]

< ¢tz — t1)?,
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ce qui, d’apres le théoréme 15.6 de Billingsley [2], montre la tension de la suite des
processus ((Yn([24/7], Ding)))¢<1)n>1, €t termine la preuve du théoréme 1 m

Nous allons tout d’abord prouver le résultat de plongement du lemme 1, et nous
prouverons que la marche aléatoire résultant de ce plongement vérifie la deuxieme
assertion du lemme 1. Afin d’établir le résultat de plongement en dimension 2,
nous allons utiliser un résultat de plongement uni-dimensionnel montré par exemple
dans Revuz et Yor [15] (théoréme 5.4, chapitre VI). Rappelons ce résultat dans le
contexte qui nous intéresse:

Théoréme 4 Soit B un mouvement brounien réel centré sur (Q,F,P) et v une
mesure de probabilité centrée telle que [ |x|dv(z) < oo. Il existe un temps d’arrét
T, (dépendant mesurablement de v) P-ps fini, relativement ¢ FB et vérifiant:

i) (BiaT, )t>0 est uniformément integrable et L(Br,) = v

ii) E{B) E[T,] = [ 2%dv(x)

iii) Pour tout p > 1, il existe une constant universelle c, telle que
E[B??| E[T?) < ¢, [ %Pdv(x).

Remarque Le point iii) ne figure pas dans Revuz et Yor [15], mais est donné par
Haeusler [9].

Avant d’énoncer notre résultat de plongement, nous définissons quelques nota-
tions. Rappelons que (Xi)r>1 est la suite de variables aléatoires indépendantes et
de méme loi Q telles que S, = Y p_; Xk pour chaque n > 1. Soit C le support de
la mesure Py1:

C={z€Z: Px(z) >0},

et pour chaque n > 1, C,, = (1/y/n)C.

Lemme 3 Sozt n>2et (xk)k>1 une suite d’ lements de C,. Il existe des temps
d’arréts i, TER T2 (@0), T (21, @2) -+ -, T2 (21, -+, Tn) adaptés respective-
ment auz filtrations engendrées par des mouvements browniens reels mdependants
Wil ... win w2l W22(gy), -, Win(zq,-- ,xn_l) tels que, siTy™ =Tg™ =0
et pour chaque k>1, T =%, 1',1 et TE™ =Y | 7 (Wl1 et ,W:;ﬁ.),

a

L((W,},,:,.., Wran)ksn) = ﬁ((%%)kgz)-

De plus, ces temps d’arréts sont tels que pour chaque p > 1, il existe une constante
cp telle que Vn > 2:

sup ( sup  E[r"(zi,,ae)]+ sup Bl(np")) < 2
k=1,-,n z1,,2k€Cn k=1,n n?
1

et Vn22,k=1,,n : " = Bl (Wi, Wikl = —.

Remarque Dans I’énongé de ce lemme, les mouvements browniens réels Wht, ...
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win w2l W22(z,),---,W>™(21,- -, Tn—1) dépendent en réalité de n, comme
nous le verrons dans la preuve. Nous n’écrivons pas cette dépendance en n de
facon & ne pas alourdir les notations.

Preuve Soit n > 2 et (zk)r>1 une suite d’éléments de C,,. Dans un souci de
simplification, notons pour chaque k > 1:

Xk Xk
J'J_

Appelons W1 := W' et W2! := W2. D’apres le théoréme 4, puisque la mesure
PU1 est par hypotheése centrée, 1l existe un temps d’arrét 'rl1 ™ adapté 3 FV' tel

que L(U}) = ./.',(W1 »)- De méme, la mesure Py2jyi—z, est centrée car Qx,y) =

Uk, UR) =

Q(z, —y) Vz,y € Z par hypothese et donc, d’apres le théoréme 4, 11 existe un temps
d’arrét 7, 2" (z,) adapté & FW"! tel que LUEUL =x1) = E(W R )) Appelons
alors W12 et W22(z;) les mouvements browniens réels définis pour chaque t > 0
ar

’ Wit =W = Wi et W) = Wian ) = Wiing,,

Pour la méme raison, il existe d’apres le théoréme 4 un temps d’arrét ‘r21 ™ adapté
a FW"? tel que L(UY) = LW 1’2 »). De méme, la mesure Pyzjyi—s, étant centrée,
il ex1ste un temps d’arrét 75’ (xl,zg) adapté & FW**@1) tel que LUZ|U} = x5) =
[.(W LEY )(a:l)) Les processus W1, W12, ainsi que W21, W22(z;) sont indé-
pendants, et de méme, les variables aléatoires U}, U}, ainsi que U%,U2 sont indépen-
dantes, donc

LU, Uy) = L(W‘l W ,'i :

_ 2,2
et LU, UUL = 21,U} = .'L‘2) £(W Bim ()’ 722,,,(11,12)(:1:1)).
On iteére ensulte de fagon ev1dente le procédé, ce qul nous donne existence de temps
d’arréts 77", - -+, TI™, T 2n(21), 2™ (@1, 22) - -, T2™(Z1, -+ Tn) adaptés aux filtra-
tions engendrées par des mouvements browniens linéaires indépendants : Wt ...,
win W2l W22(zy),---,W>™(21,- - ,Tn—1) olt pour chaque k =3,---,net t > 0:

th, _ Wlk —Wl

t+T k l k 1
2,k 2,k—
WS (@, Te-1) = Wt+T ™ (o1, N CITRRRE /)
k—
—W2 ! (xl""vxk—Q)'

T2 (21,0 Tk—1)
Ces temps d’arrét vérifient donc les relations:
uw,-U)_awlm-Jﬁ;
et LWUZ, -, UAUL =21, ,Up = xn)

= LW 5y Wy @13 %im1))iz2m)-
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Remarquons que d’aprés le théoréme 4, pour chaque k = 1,---,n, 'application
(1, -+, 28) 'r,f’"(a:l, -+, Zk) est mesurable. D’autre part, puisque la matrice de
covariance de W est diagonale, les mouvements browniens linéaires Wil w22 (),

o 1 1
-+, W2™(zq,-++,2,_1) sont indépendants de WTI;,,., o, Wi, et donc:
1 n

2,1 2,i
E( " (21)? (WTiz'"(Ilr'-,Ii)(xl’ T xi—l))i=2,...,n)

7 n’ 1

n
- 1,1 2,4 1,1 . 1,i—1yy 14 __ .
- c(WT?""(WT:,n)’ (W iz'"(wjil "vW:i‘;")(WTI’n, ’ WT:L'; ))122,"'yn|g[WTi1," - .’1:1,])
1 ; =

i

Ceci étant valable pour toute suite (zk)k>1 d’éléments de C,,, et puisque les variables
aléatoires U{,---,U} sont & valeurs dans C,, nous déduisons des trois dernitres
relations que:

‘C((Uila Ui2)i=1,~-‘,n)
= LW 3, W i ) (WS WL L
1 Ti i

2,n 1,1
Ty (W.,.lyn T

Ll pgplislyy,
(W:i ...W:.i‘;")(WTll,n) ’W‘r‘.l!; ))"':2,"',72)

T

1 2
= ﬁ((W;,:,n = Wi, Wi — Wi_,,; )i=1,n),

si Tg™™ = T2™ = 0 et pour chaque k=1,-- -, n:

k k
1,n 1,n 2,n 2,n 1,1 1,8
Tk = ETi ’ ) Tk - ZTi (WTli,n, B W.,.i,ﬂ)‘
i=1 i=1 *

En conséquence, nous avons:

S
AW pm WigJimteen) = LT k=1,m)

Les relations sont des conséquences faciles du théoréme 4 et de la construction
de Ty'™ et TP™. D’aprés le théoréme 4 et la construction précédente, il existe
pour chaque p > 1 une constante c telle que pour tout » > 1, k = 1,---,n et
Z1, 0, Tk € Oyt

Elr™(z1, -+, 21)?) < cB{UR)?|U} = 2.
Alors, puisque U} ne prend ses valeurs que dans I’ensemble C,,:

cE[(U3)* Ly =z
ming>1 P(Xé = \/r_z:vk)
cE[(UR)*"]
T mingy; P(X,% = \/nxy)
<_c_max(|:c|2” : P(X2=1)>0)
0P ming pxi_z)50 P(X] = z)

E{Tl?:’n(xl’ T ’xk)p] <
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d’ou I'inégalité. La deuxiéme inégalité concernant le temps d’arrét Tk’" s’obtient de
la méme maniére.

Pour les égalités, remarquons que pour chaquen > 1, k=1,---,net 1, -+, Tk
€ Cp, d’apres le théoréme 4 et la construction précédente:

E[(XDYE[r;™ (=1, 2x)] = B[(UD?|U} = 1, Uf = zx]-
Alors, puisque 'r,f’"(wl, .-+, k) est adapté & la filtration .FWz’k(’“'""”—l), et cette
filtration est indépendante des filtrations F WL F W"k, ona
L2 (@, 7h)) = E(Tk‘"(Wll L, Wll",.)|W11,. =1, ,Wji{: = z)
et donc

BI(X)A Bl (Whk, - WHE)) = BI(UD*) = EKX 1)

Enfin, I'égalité concernant 7',3’" est une conséquence directe du théoreme 4 m

Nous pouvons maintenant prouver le lemme 1.

Preuve du lemme 1 Soit pour chaque n > 1, (T nt])t<1 (T[i:; , [3.’:})&1 la suite

construite dans le lemme 3. Elle vérifie I'égalité en loi du lemme 1. Il reste donc
4 montrer le résultat de convergence. Par abus de notation, appelons comme dans

I’énongé du lemme 1 (WTn )t<1 le processus (W, T1 " WTg n)t<1.
[nt] [nt)

Soit pour chaque n > 1, €, = 1/logn et A, =logn/y/n. On a,sin > 1:
Blsup Wy, — Wil
t<1

< Blswp Wry,, = Will(sup,cy 1y ~Wel<en)]
+ E[i‘éll) Wz, = Willtsup,, Wy | -Wel2en)]

< €n + E[sup(Wrn | — W) )/2P(sup W, —Wi| 2 €)%
t<1 t<1

Or, puisque la mesure @ est & support compact, il est clair d’apres le lemme 1 que

SuPE[suP(WT“ - W)’ < oo,
n>1 t<

et il suffit donc de prouver que
P(igpl)lelv;t] — Wil > en) —n-:0:+0

pour obtenir le résultat du lemme 1. Notant pour chaque ¢t < 1, £ = (t,t), on a si
n>1:

P(supt<1|WTv:“] — Wi > €n)

< P(suptngT{v:u] — Wi| > €q,5upy<y [Ty — t] < )

+ P(supy<y|Thy — T1 > An)
< P(SUP|y—yj<r, [Wu — Wyl 2 €5) + P(supy<y [ Tiny — £ > An). (1)
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D’apres I'inégalité exponentielle donnant le module de continuité d’un mouvement
brownien, il existe deux constantes c; et c; telles que, si 0 < A\, < 1:

1 2
VAnén exp(= sz\

Puisque pour chaque n > 1, 0 < A, < 1, nous obtenons la convergence vers 0 du
premier terme de 'inégalité (1). Nous montrons maintenant que le deuxi¢me terme
de (1) tend lui aussi vers 0. Puisque d’aprés le lemme 3, E[ [7;’;]] = [nt]/nsin>1,
t<leti=1,2, on apour chaque n > 1:

P(SuPjy_yj<an, u<i4an Wu = Wo| 2 €0) < 1

- An
P(SuptSIImt] —t]2 ) < P(“Dtgﬂmt] - E[Ti':zt]]l 2 7)

[nt] An

+P =g > =
(flslll)l n 2 2\/5)

A

< P(SuPthT[:t] - E[T[':;t]” 2 771)7

si n est tel que A\, > 2\/§/n. Or,sin>1:

2

_n 7y .7!
Powp Ty~ BTl 2 5) < Y Plowp T ~ BTG > Ay,

Majorons 'expression correspondant & j = 2 a l'intérieur de cette somme (le cas
j =1 se traitant d’une fagon plus simple). Utilisant la définition de T,c ™ (sin>1
et k=1,---,n) donnée dans le lemme 3, on obtient:

n 3 A‘n
P(maxk<n|T2"—E[T,3"]|>—)— (maxk<n|§ {m Wiy WD 2 )
=1 *

k
n A n
= E P(maxk5n|Z{T,~2’ (T1,- @)} 2 T")P(WTI,’_I,. =17)- --P(WTI{,,. =)
= 1 n

(ou ’on somme sur tom les éléments x4, - - " n € C,) car, d’apres le lemme 3, il y
indépendance entre (1' (21,5 Ti))i<n €t (W i ,,)z<n, et donc

L™ Wy WhDign) = L2 @1, 8)igal (WA = 2.
k) 1:1 T

Le processus (Ele{rf’"(xl,m,xi)})k étant une martingale, on obtient d’aprés
I'inégalité de Doob et I'inégalité du lemme 3 appliquée avec p = 2:

k n
PlmaxealY {721, .20} 2 ) < R EUY 42", - )]
n =1

=1

32 n 2
< /\_12121E[(‘rz2Y (zlv""xi)) ]

cn [4

< =
~A2n?  An’
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qui converge vers 0 d’aprés notre choix pour la suite (An)n>1 ®

Avant de prouver le lemme 2, nous énongons un lemme, établi par Westwater
([23], lemme 5):

Lemme 4 Soit (U;); une suite de variables aléatoires réelles indépendantes. Sup-
posons qu’il eriste deur constantes ki et ko telles que pour tout i > 1 et p pair :
[|Uil|L» < kap®'. Alors, pour chaque n > 1:

IS {UHILe < 2kaph 12 V.
i=1

Preuve du lemme 2 Dans la suite de cette preuve, ¢ désignera une constante
dont la valeur pourra varier de ligne en ligne. On peut supposer que s et ¢ sont tels
que pour chaque n > 1, [nt] > [ns] + 1.

Il est clair que pour chaque n > 1, si

Bt ={(,j) eV :i=Ins],--,[nt] - 1; j=i+1,--,[ne]},
on a:
711(2, D[nt])_')'n(z, D[ns]) = 'Yn(zv {0’ Tty [’I’LS]— 1} X {[ns]"'l’ M [nt]})"-'y‘"(z’ E::t)'

Or, d’apres le lemme 2 iii), pour chaque entier pair p:

VS = s

(e (0, 5] = 1} x {fns) + 1, ot} s < -

<ec /[nt];[ns],

et il reste donc & montrer que ||y, (z, ESY)||L» vérifie aussi une inégalité du méme
type. Dans ce but, on introduit I’équivalent discret de la partition utilisée par Le
Gall [10]. Si & = min(i : 2* > [nt] — [ns]), on note pour chaque £ =0,---,k — 1 et
nzo’...’zﬁ_ 1:

. o b1, et s 1okt |
A8 = {(4,5) € Dint—pns] : Fio,Jo < 2771 i =n2°"C+ip, j = (n+ 302" $+jo}
Les (A%)gzo,-~,~—1,r,=0,-~,2€—1 sont disjoints et
r—12¢—1
Dy = J U 45
€=0 n=0

Notons de plus, pour § =0,---,k—1letn=0,--- ’25 -1, P(n’ 5) Pensemble des
(7',.7) € W2 tels que :

i= [’I’LS] + 772”—6’ ] [ns] + 7’2"'_6 + 2K'_€_1 -1

§=[ns] + 725 €+ 25761 . [ns] + 2% 6 + 256 — 1.
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I vient, avec un décomposition évidente:

K—12¢— Kk—128—1
s, 1%
(2 BY) = EZ Z > (854 1a0=Siimn=23} = Z > (2 P(1,))-
=0 1=0 (i j)e A £€=0 n=0

Or, d’apres le lemme 2 iii), pour chaque £ =0,---,k—1let p=0,---,2¢ — 1:

1 2r—¢ nt] — [ns
12 Y Issenllir < e 2 <o Py
(4.5)EP(.6)

Par indépendance des variables (1,(z, P(1,£)))y=0,... 2¢ 1, le lemme 4 implique alors
que pour chaque £ =0,---,k—1:

2l [nt] - [ns]
IS a2, P, ©)ll1e < c-—=—"227 %,
n=0
Par suite, d’apres 'inégalité triangulaire:
o5 [nt] - [ns] f<ol=lnd
a2 EZNIze < YIS Aa(z, P, €)llzs < ¢ 103 zz— < zind

£=0 7=0 €=0

d’ol I'inégalité recherchée m

IV- Preuve du Corollaire 1
Le corollaire 1 sera une conséquence du lemme suivant:
Lemme 5 Pour tout g > 0, il existe une constante c(g) telle que

sup Elexp(—g7.(0, D»))] < ¢(9)-
n>1

Remarque D’apres le théoréme 1, ce lemme entraine que v(0,A;) admet des
moments exponentiels. A ce sujet, un résultat plus général a été obtenu par Le Gall
[13] et Pitman-Yor [14], & 'aide de méthodes trés différentes.

Preuve du corollaire 1 Soit f une fonction continue bornée. Nous voulons
prouver que up(f) — pg(f) sin — oo. Or, pour chaque n > 1,

ur(f) = —E[f(( j‘i')m)exp( 97(0, D)),

9
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si TJZ = Ly exp(=9/nE[};;<n I(s:=s;]). D’apres le lemme 5 et le fait que f
est borné, la suite (f((Spe/v/n)i<1) exp(—g7n(0, Dn)))n>1 est évidemment uni-
formément intégrable et donc, d’apres le théoreme 1,

E[f(( \/—)t<1)exp( =97 (0, Dn))l——E[f (W) exp(~g7(0, Ay))].

De méme, f; converge vers Ly et donc uj(f) converge vers ug(f) si n tend vers
I'infini m

Preuve du lemme 5 1l s’agit en fait d’une version discréte de la méthode
habituellement utilisée pour montrer que (0, A;) admet des moments exponentiels
(voir Varadhan [21]).

Soit ¢t € IRy. Si pour chaque n > 1, K = min(i : 2° > [nt]), on introduit de
nouveau pour chaque { =0,---,k—letnp=0,---,2¢ — 1:

. .. el - of . . 1, . .
A% = {(i,5) € Dnyy : Fio,jo <2°7¢71, i =n2 €+10,J=(7l+§)2 ¢+ jo}.

De plus, notons pour chaque n>1et £ =0, -,k — 1, 3,(£) la variable aléatoire

25 1
Bn(§) = Z Y. Isi=sy)-
n=0 (1,J)€AE

Enfin, pour chaque n > 1 et 0 < u < v, appelons

[n'u] 1 [nv]

=2 Z > {Isi=sp}-

z—[nu] j=i+1

Remarquons que 72t = 4,,(0, Dipy) = Z {ﬂn( )}
D’apres le lemme 2 iii), il existe une constante c¢; telle que pour chaque n > 1
et €=0, - ,K5—1:
21 k—€—1

E[Ba(9)] < z

< cit.

Alors, pour tout k=1,---,k—1, d’apres I'inégalité de Tchebytchev:

k-1 k-1

Pyt < 2c1tk><P(Z{ﬁn(£}< 2c1tk+ZE[ﬂn Q)

<E[(Z REAGHE (Egzkll{ﬁn(ﬁ)}llm)2
- (c1tk)? - (c1tk)? ’

Or, pour chaquen > 1,6 =0,---,k—letn=0,---,2¢ —1, on a d’apres le lemme
2 iii):
Z I(si:Sj)||L2 < clt2‘5.
(i,5)€AS,
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Par suite, d’apres le lemme 5, ||{Bn(€)}||12 < c2t27¢, pour une certaine constante
¢2. Ainsi, pour chaque k =0,---,5k - 1:

c
2kk2(cy(1 — 2-1/2))2°

P(y% < —2¢,tk) <

Posons ¢3 = c3(c1(1 — 2-/2)) ™. En utilisant le fait que pour chaque n > 1,

Q= J{-2atk+1) <12t < —2c1tk}U{'yﬁ" > —2¢;t},
k>1

nous obtenons pour chaque n > 1:

Elexp(—g7o")] < exp(2gte1)(1 + Y _ exp(2gcitk) P(Y3* < —2c1tk))

k>1
exp(2gcit — log 2)k
< exp(2gter)(1+c3 P29 1k2 £2) ),
k>1

et donc sup,>; Elexp(—gy2"] < oo pour tout couple (g,t) tel que gt < ¢4 =
log2/(2c1). De méme, il est clair que la preuve précédente permet de prouver
que, si 0 < u < v sont tels que g(v — u) < ¢y, alors

sup Elexp(—g7,"*)] < 0. (2)
n>1
Soit alors g > 0 tel que g < 2c4. Nous avons pour chaque n > 1:

n n
7n(0a Dn) = 72,1 = 2’1/2 + ’)’111/2Yl + 'Yn(o, {07 Ty [—2'] - 1} X {[5] + 1) o an})

[n/21-1  n

1
PP =B Y Y Isesy)]
=0 j=[n/2]+1

1/2,1
> 02 4 4l/P — g,
pour une certaine constante cs, d’apres le lemme 2 iii). Alors, par indépendance de

73,1/2 ot 7111/2,1:

Elexp(—g7m(0, Dn))] < exp(ges) Elexp(—gvn™/?)] Elexp(—g7a/>1)),
qui est fini d’apres (2) et le fait que g < 2¢4.

Lorsque g est quelconque, on peut trouver k > 1 tel que g < 2%c4. On itere
alors le procédé précédent, ce qui donne le résultat m
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