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SEMI-MARTINGALES BANACHIQUES :

LE THEOREME DES TROIS OPERATEURS

Laurent SCHWARTZ

Centre de Mathématiques
Ecole Polytechnique
91128 Palaiseau Cedex (France)

Je suis heureux de dédier cet article & Paul-André MEYER et Jacques NEVEU qui
ont joué un roéle essentiel dans la formation des probabilistes frangais, et

en particulier dans la mienne.

INTRODUCTION.

L’origine de cet article est la thése de S. Ustunel, ou il démontre une forme un
peu différente du théoréme VII de cet article. Il utilise le théoréme des 3 opérateurs,
ici V, dans le cas trés particulier ou les Banach considérés sont hilbertiens, et les
opérateurs de Hilbert-Schmidt. Je me suis donc demandé a ce moment si on ne
pouvait pas étendre ce théoréme des 3 opérateurs a des Banach quelconques, avec
des opérateurs radonifiants. Et j’ai écrit un article, faisant cette généralisation. Mais
la technique, et méme les énoncés, étaient trés lourds, et je ne 1'ai pas publié (1981).
Récemment, A. Badrikian et S. Ustunel, utilisant mon manuscrit, ont introduit des
méthodes nouvelles trés différentes, apportant une simplification notable. Mais leur
texte avait le défaut de faire sur les applications sommantes des hypothéses trop
fortes, guére réalisées en dehors du cas Hilbert-Schmidt et du cas nucléaire.

J’y ai donc réfléchi de nouveau, et j’ai écrit le présent article avec des hypothéses
faibles, et encore des méthodes trés différentes.

Je le signe seul, mais je ne saurais trop dire combien leur article intermédiaire m’a
inspiré dans le déroulement de la suite des énoncés et les techniques utilisées ; qu’ils
en soient remerciés.

Le lecteur aura avantage & regarder d’abord les théorémes VI et VII (d'Ustunel)
pour comprendre le pourquoi des développements successifs.



1. PRELIMINAIRES.

(1.1) Si E et F sont des espaces de Banach, on dit qu’un opérateur u de E dans F'
est p-sommant(), 0 < p < 400, il transforme toute suite scalairement £° de E en
une suite £P de F' (une suite (e, )neN est dite scalairement £? si, pour tout ¢ € E', la
suite ((£,ex))nen est £7). Il existe donc une constante p(u), la plus petite possible,
telle que, pour toute suite (e, ) de E, on ait :

l(w(en)ller(ry < Tp(w)li(en)llser(zy  (oh SEP veut dire scalairement £P)
(déf.)
(1.2) ="mp sup [|((§,en))ler -
EEE’

[€le<1

Le nombre 7,(u) s’appelle la norme p-sommante de u, bien que, pour p < 1, elle ne
soit qu’une p-quasi-norme. Il est équivalent de dire que, si A est une probabilité sur
E, formée d’un nombre fini de masses ponctuelles, on a
(déf.) NS
el =" (fe Iyl (u(0))
, (déf)
Smp(u)lAll; “ =" sup [lEMII,
{3
[l <1 )
1
= sup (fgltPEO)@r)"”
¢EE’

\ 1€l <1

(1.3)

avec les modifications évidentes pour p = +oo.
On appelle p-type de A le nombre |||}, et p-ordre de u()\) le nombre |[u(\)||,.

On définit ensuite les probabilités cylindriques A sur E, et leur type IAll; ; nous
ne le définirons pas parce que nous n’en aurons pas besoin. On dit alors que u est
p-radonifiante de E dans F, si elle transforme toute probabilité cylindrique A de type
p en une probabilité de Radon u()A) d’ordre p sur F. Il existe alors une constante
II,(u), la plus petite possible, telle que, pour toute A cylindrique de type p, on ait :

(1.4) , (M) llp < Tp(u)lIAl; -

Une application p-radonifiante est a fortiori p-sommante, mais la réciproque
n’est pas vraie ; et toujours II,(u) > mp(u) (en prenant mp(u) = +o00 si u n’est pas
p-sommante, II,(u) = +oo si elle n’est pas p-radonifiante). Si u est p-sommante
(resp. p-radonifiante), elle est g-sommante (resp. g¢-radonifiante), pour ¢ > p, et
mg(u) < mp(u), g(u) < Tp(u).

(1.5) On peut aussi parler de O-sommante et O-radonifiante, mais les définitions
sont plus compliquées.

Soit ¢ une probabilité de Radon sur F' ; par définition, elle est d’ordre O. Pour
préciser cet ordre, on introduit les jauges ou poids Jg, 0 < § < 1, d’autant plus
grandes que f est plus petit :

(1.6) Ja(p) (dét.) inf(= min){M >0 ; u{|-|r > M} < 8}.®¥



On a toujours Jg(é) = 0, autrement Jg(u) > 0 pour a assez petit ; Jg(u) < +o0o0
pour 3 > 0 ; des probabilités p; convergent étroitement vers 6 ssi Jg(u;) tend vers 0
quel que soit § > 0. On a les équivalences :

(1.7) Jp(p) Scepf{l-|r>c} <B.

4 la norme est < ¢ sauf sur un ensemble de y-mesure < 3.

Si maintenant A est une probabilité cylindrique sur E, £()\) est une probabilité
de Radon sur R, et on définit

(1.8) MG = sup  Ja(6()) -
¢k

|€lr <1

On dit que A est de type O si ||A||5 < +oo pour tout a > 0 ; et alors ||\]|% est
son O-type pour la jauge Jo. On voit facilement que A est de type O ssi £()\) tend
vers 6 étroitement sur R quand £ € E' tend vers O.

Sans nous occuper des applications O-sommantes dont nous n’aurons pas besoin,
on dit que y est O-radonifiante si, pour toute probabilité cylindrique A de type O sur
E, u()) est une probabilité de Radon sur F, nécessairement d’ordre O donc portée
par un sous-Banach séparable de F ; cela équivaut a dire que, pour tout 8 > 0, il
existe a > 0 et C > 0 telles que, pour toute probabilité cylindrique A de type O sur
E:

(1.9) le(Mlls < ClIAllG -

Soit (€2, P) un espace probabilisé. On appelle L°(, P; F) I’espace des P-classes
d’applications strictement P-mesurables de  dans F. Pour toute f € L°(Q,P; F),
on pose

(1.10) Js(f,P) = Jp(f(P)) = inf{M ; P{|f|r > M} < B}.
On a les équivalences :
@ {Jﬂ(f,P) SceP{flr>c}<p

<= |f|F < ¢ sauf sur un ensemble de P mesure < 3.

Rappelons que f strictement mesurable veut dire : f mesurable et prenant ses valeurs
dans un sous-Banach séparable de F.

Un systéme fondamental de voisinages de O de 1’espace vectoriel L° (2, P; F) est, par
définition, 'ensemble des {f; J5(f,P) <€}, 0<B<1,e>0 ; C’est alors un espace
vectoriel topologique métrisable et complet, non localement convexe en général.

(1.12) Une application linéaire v de F' dans E' est dite p-décomposante si, pour
toute application linéaire L de E' dans LP(Q,P), il existe une “décomposition” ou



un “relevement” X' = X'(L) € L?(Q,P; F), nécessairement unique, tel que, pour
toute n € F' :
(1.13) (X'sm)ppr = Lowv(n).

1l est équivalent de dire qu’il existe une plus petite constante K,(v) telle que, pour
toute L :

(1.14) 1X |22 ,p;F) < Kp()II LNl c(r;0 (2,p)) -

Ceci est valable pour 0 < p < +00. Le théoréme fondamental est alors le suivant :

(1.15) u : E — F est p-radonifiante ssi v = ' : F' — E' est p-décomposante, et
Ip(u) = Kp(w).

Dans la définition de v décomposante, on peut naturellement faire p = 0 ; mais (1.14)
est a remplacer par :

Pour toute L, pour tout B >0, il existe « >0 et C >0 telles que
déf.
(1.16) 7sx, Py < 0ayr,P) & ¢ s 1(L),P).
13324

1€l <1

Le théoréme (1.15) est encore valable pour p = 0, mais IIp(u) = p(t ) est & rem-
placer par : les 8,a,C qui interviennent dans (1.16) relativement & (‘) sont les
mémes que ceux qui interviennent dans (1.9) relativement a u.

Voila pourquoi nous n’avons pas donné toutes les définitions dans la radonification :
nous nous servirons exclusivement des propriétés de décomposition de (u) et non de
radonification de u, et nous écrirons Ip(u) au lieu de Kp(*).

Il peut étre “agréable”, au lieu de considérer X comme un relévement de L, de
considérer que L est un processus “fictif” & valeurs dans E, défini par L, et que u
le transforme en un processus vrai a valeurs dans F ; au heu d’écrire que X releve
Lo'%, on dira que X = u(L), qu'on écrira aussi u(L) L processus fictif, u(L) =
processus vrai.
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2. FONCTIONS CONTINUES A VALEURS BANACHIQUES.

(2.1) Dans la suite, K sera un espace compact K séparable (non nécessairement

métrisable). On munira C(K), espace des fonctions continues sur K, de la norme

usuelle, | f|c(x) = sup |f(t)| = sup |f(t')|, si K' est un ensemble dénombrable dense
teK veK'

dans K. L’espace C(K) sera muni d’une tribu qui, en général, ne sera pas sa tribu
borélienne, mais sera engendrée par les 6y, t € K, ou les §(yy, t' € K' : une
application L de (2, P) & valeurs dans C(K) sera P-mesurable si, pour tout ¢t € K (ou
t' € K'), Ly (ou Ly) est P-mesurable ; c’est une tribu dénombrablement engendrée.

Si K est métrisable, c’est la tribu borélienne de C(K) polonais, car c’est la tribu
borélienne de la topologie moins fine induite par RX’. On fera de méme pour ’espace
C(K; F) des fonctions continues & valeurs dans un Banach F, qui, dans la suite, sera
séparable. Mais on aura aussi besoin de considérer I’espace C(K; o(F", F')), des fonc-
tions & valeurs dans le bidual F", mais seulement *-scalairement ou *-faiblement con-
tinues, et on utilisera X' € LE(Q,P; C(K;o(F",F"))). La tribu de C(K;o(F",F"))
sera celle qui est engendrée parlest € K et lesn € F', et X' devra étre P-mesurable
dans C(K;o(F",F')) muni de cette tribu ; c’est la signification de 1’étoile * dans
L, ; pour f € C(K;o(F",F")), |f| sera encore sup |f(t)|r» = su}{) [f(#")|Fr. Mais
teK t'eK’

on exigera que, pour tout t € K, X; soit P-mesurable & valeurs dans F', donc |X;|r
P-mesurable > 0, donc |X|¢(k;0(F»,F)) > 0 P-mesurable,

(X |c(k;o(Fm,Fry)) = sup | X v = sup |Xu|p si K' est
teK t'eK'

dénombrable dense dans K

22) ) IX Nz piciiom,my)

1/p
- ( /9 |X-(w)|g(K;,(F,,,F,))P(dw)) :

Si F est séparable et réflexif, F' I’est aussi, la tribu engendrée sur F par les n € F' est
en fait dénombrablement engendrée, c’est la tribu borélienne de o(F, F'), donc c’est
aussi celle de F' polonais (et o(F', F) est lusinien puisque F' est séparable comme
réunion de boules de F' compactes métrisables pour o(F', F)).

Si en outre K est métrisable, C(K; o(F, F")) est lusinien [Soit B la boule unité de F,
compact métrisable pour o(F, F') ; les n € D' 'envoient homéomorphiquement sur
un compact de RP' ; C(K; B) est alors un fermé de C(K;RP'") = (C(K))?', donc
polonais ; enfin C(K;o(F,F')) = nléJN C(K;nB)] ; donc, si K est métrisable et F
réflexif séparable, la tribu que nous avons définie sur C(K;a(F, F")), par les d(ey et
les 7, est sa tribu borélienne.

La situation générale fait intervenir un espace bi-topologique : F", a(F" F') ;
dans C(K;a(F",F')), la continuité est & valeurs dans o(F", F'), mais la norme est

relative & | - |pn.(®)

Rappelons enfin que K est métrisable ssi C(K) est séparable, mais que le dual
M(K), espace des mesures de Radon sur K, muni de la topologie o(M(K), C(K))



est toujours séparable, parce que les §(;), t dans un ensemble dénombrable dense de
K, forment un ensemble total.

(2.3) Théoréme I.— Soient K un compact séparable (non nécessairement métrisable),
E,F, des Banach, u une application p-radonifiante de E dans F, L un “processus
fictif” & valeurs dans C(K; E), L € L(E'; LP(Q,P; C(K))).

Alors Lo = u(L) € L(F'; C(K)) se reléve en une classe de processus X' = X'(L) €
LY(Q,P; C(K;0(F}, F}))) ott Fy est un sous-Banach séparable convenable de F; donc
Fj' Padhérence x-faible de Fy dans F".

Pourp>0,0na:

(24) 1X | e, 2000 (Fy By < Mp(WIILl| e (220 (2, Ps0(K0))) -

Donc |X'|py est majoré par une variable aléatoire M, avec
(2.5) 1M]l2s0,p) < Tp(I L]l e o0, pi0000)) -

Pour p =0, quel que soit B > 0, il existe a > 0 et C > 0 tels que

(2.6) Jp(X",P) < CJA(L,P) = sup Jo(L(¢,P)),
334
lel<a

ou B, a,C sont les mémes que dans (1.9) ou (1.16).

(2.7) Démonstration. Prenons d’abord p > 0.

Soit T une variable aléatoire étagée P-mesurable & valeurs dans K. Si £ € E',
L(¢) est une variable aléatoire a valeurs dans C(K), on peut prendre sa valeur sur
T, comme on le fait couramment en probabilités : L(¢)r(w) = L(¢)(w) (T(w)) € R,
L(€)(w) est une fonction continue sur K, et il s’agit de sa valeur en T'(w); L(§)T est
P-mesurable parce que T est étagée. Alors £ — L(€)r est une application linéaire
continue L7 de E' dans LP(Q,P) ; comme u : E — F, est p-radonifiante, on sait que
% : F' — E', est p-décomposante, autrement dit que L7 o  se reléve en une variable
aléatoire X1 & valeurs dans LP(Q2, P; F), au sens suivant :

(2:8) Lr(*u(n)) = (X7,n)FF, Yn€F'.

L définit une probabilité cylindrique sur E, et son image par u est précisément
X7(P) de Radon, portée par conséquent par un sous-Banach séparable de F', donc
X} prend P-presque siirement sa valeur dans ce sous-espace séparable. En outre,
pour p > 0,

(2.9) |1 X7llLeo,p;ry < Dp(u)|l LTl crsee ,p)) < p(u)ll Ll c(ErsLr(0,9i0(K))) -

Soit A un ensemble fini de tels temps T. Soit T4(w) tel que |X7,(w)|F =
max |Xs(w)|F ; s'il y en a plusieurs possibles, on le choisit convenablement (par
€



exemple en ordonnant A et en choisissant le premier), de fagon que T4 soit encore
une variable aléatoire étagée a valeurs dans K. Les | X7, | forment un ordonné filtrant
de variables aléatoires > 0, suivant ’ordonné filtrant des parties finies de K. IIs ont
donc un SUP latticiel, ou Sup.ess., M, variable aléatoire > 0, qui est aussi le SUP de
toutes les | Xy|r (ou des |X;|r, t € K), et limite croissante d’une suite d’entr’eux.
D’apres (1.6) et Fatou,

(2.10) IM||e 2,5 < Mp(u)I Ll (Lo (,p:0(K))) -

En outre, toutes les X sont essentiellement & valeurs dans un méme sous-espace
séparable Fy de F. Si F,' est son orthogonal dans F', L o % pourra se factoriser par

F' — Fy = F'[Ff — L?(Q,p;C(K))

(mais L, bien entendu, n’a aucune factorisation analogue). Désormais, L n’interviendra
plus, mais seulement L o %, donc on peut abandonner F, et ne parler que de Fy, ou,
ce qui revient au méme, conserver F', mais le supposer séparable.

Soit K' un sous-ensemble dénombrable dense de K, D' un sous-ensemble dénombrable
*-faiblement dense de F', qu’on pourra supposer étre un Q-sous-espace vectoriel.

Pour tous les ' € K', choisissons arbitrairement un Xy de X, , pourvu que |X¢|r <
M e £P(Q,P).

Pour P-presque tout w, pour tout n' € D', t' — (X, (w),n') est restriction a K’
d’une fonction continue (unique) sur K. Quitte & modifier les Xy, sur un ensemble
négligeable de 2, on peut supposer que c’est vrai pour tous les w € Q.

Quand 7' tend vers n € F', (X, (w),n') converge vers (Xy(w),n) uniformément en
t' € K', puisque | Xy (w)| < M(w). D’autre part, pour tout n' € D', et tout t € K,
(X¢(w),n') a une limite quand t' tend vers ¢ € K, donc forme un filtre de Cauchy,
donc aussi (Xy(w),n') pour n € F', qui donc a une limite réelle ; cette limite, linéaire
en 7, est majorée en valeur absolue par M(w)|n'|p/, donc ’ensemble de ces limites
définit X(w), forme linéaire continue sur F', Xy(w) € F" ; et t — Xy(w) est continue
sur K a valeurs dans o(F", F'), | X¢(w)|r» < M(w), et sup |X¢(w)|pr = M(w) avec
t

l'inégalité (1.7). Pour tout T étagé, X est dans la P-classe X7, qui est presque
toujours siirement a valeurs dans F' lui-méme, donc les valeurs dans F" sont “rares”,
mais n’en existent pas moins. Alors X : (¢,w) — X,(w) définit une variable aléatoire
(*-scalairement P-mesurable), & valeurs dans C(K;o(F", F')) toujours muni de sa
tribu spécifique définie par les §(y), t € K, mais aussi les n € F', et on a Pinégalité
(2.9). On a donc bien X" € LE(Q,P; C(K;0o(F", F"))), pour p > 0, ce qui achéve la
démonstration.

Pour p = 0, rien a changer sur le plan qualitatif. On doit simplement remplacer
les inégalités (2.9) et (2.10) par : pour tout 8 > 0, il existe a > 0 et C > 0, les
mémes que dans (1.9) et (1.16) relatifs 3 u, tels que

(2.11) Ja(X7) < CJi(Lt)=C sup Jo(L(&)T),
EEE'
. 1¢1<1
(2.12) Jo(X') = Jp(M) < C JX(L)
=C sup Jo(L(£)),
13324
[¢1<1

ce qui est (2.6).
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(2.13) Remarque. Soit T une fonction & valeurs dans K, limite simple d’une suite
de variables aléatoires étagées T, ; elle n’est peut-étre pas mesurable, parce que K
n’est pas supposé métrisable. Maid L(£)r est mesurable, comme limite ponctuelle
sur Q des fonctions mesurables réelles L(§)r,. Donc § — L(€)r = L(£) est une
application linéaire continue de E' dans Lo(Q2, P) ; alors (L7 o %) est une application
linéaire continue de F' dans L°(Q2,P), qui se reléve en une variable aléatoire X7 €
L%(Q,P; F) ; mais |X1|r < M € L?(Q,P), donc X1 € LP(Q,P; F), comme pour T

étagé.

3. PROCESSUS CADLAG.

Théoréme II.— Soit L une application linéaire continue de E' dans ’espace des
classes L?, 0 < p < +00 de processus réels adaptés cadlag sur Ry x (Q,P) :

L € L(E'; L*(Q, P; Cadlag(R+))) et Ly € L(E'; LP(Q.F¢, P)) pour tout t € Ry.
Soit u p-radonifiante de E dans F. Alors Lo %, linéaire continue de F' & valeurs dans
Despace des classes de processus adaptés cadlag, se reléve en une classe de processus
X' adaptés cadlag i valeurs dans o(Fy', Fy), ott Fy est un sous-Banach séparable
convenable de F :

X' € L(Q,P;Cadlag o(Fy', Fy)) et, pour tout t € Ry, X; est F-mesurable & valeurs
dans Fy ; X; € LP(Q,F;,P; Fy). Donc X' est *-scalairement optionnel. Si L est
prévisible, c.-a-d. si tous les L(€), ¢ € E', sont des processus prévisibles sur R, xQ,
alors X' est *-scalairement prévisible & valeurs dans Fj ; si F est réflexif, optionnel
et prévisible subsistent & valeurs dans F, (sans *, ni scalairement).

Si L(£) est un processus continu, pour tout £ € E', X' est une classe de processus
continus & valeurs dans o(Fy , F}) [remplacer Cadlag par CJ.

On a toujours pourp > 0 :

"X.IlLZ(Q’P);Cmd]as(i+;a(F6’,Fé)) < Hp(“)"L"L(E';Lr(n,P;Cadlag(E+))) :

Pourp=0,o0ona:

Ja(X') < CJs(L) = sup Ja(L(£)),
EEE’
lel<1

avec les mémes B, a,C que dans (1.9) ou (1.16).



Démonstration. Considérons l'espace Ry x {+,—}, ensemble des t et des t_,
t € R, dont nous retirerons 0_ et +004. Munissons-le de la topologie suivante : un
systéme fondamental de voisinages de ¢4, t < +00, est formé des intervalles [t4, 4],
T > t, ou 84, s— sont dans cet intervalle si t < s < 7, et un systéme fondamental de
voisinages de t—, t > 0, est formé des intervalles [7_,t_], 7 < t, ou s4,s— sont dans
cet intervalle si 7 < s < t.

On voit aisément que c’est un compact K, séparable (les é;,, t € Q., sont denses)
mais non métrisable (sans quoi son carré topologique le serait ; or, dans ce carré,
I’ensemble des points (t_,t4), t € R, est discret et a la puissance du continu). Le
Banach C(K) est en correspondances bijectives avec I’espace des fonctions Cadlag
sur Ry, avec la norme usuelle || ||oo et la tribu spécifique définie par les 6y, ).

Il suffit alors d’appliquer le théoréme I pour avoir le résultat Cadlag en supposant
comme avant F' = Fy séparable, avec C(K;o(F",F')) = Cadlag(R4;o(F", F")), et
ensuite, si L; est a valeurs dans LP(Q, F¢, P), on trouvera X; € L?(Q, F;,P; F), X; €
L*(Q,F:_,P;F). Si F est réflexif, le processus X est a valeurs dans F, toujours
faiblement cadlag ; mais, F' étant séparable, un processus scalairement prévisible
a valeurs dans F est prévisible, car F' est polonais, donc sa tribu borélienne est
identique & celles de o(F, F'), est engendrée par les n € D'.

Si T = T4 est un temps d’arrét étagé, la démonstration du théoréme I montre que
X5 € LP(Q,P; F) ; et la remarque (2.13) montre que c’est encore vrai si T est un
temps d’arrét quelconque comme limite décroissante d’une suite de temps d’arrét
étagés (limite dans R+ ou dans (R4)4).

4. TENSORISATION PAR UN BANACH G ET ESPACE FeG.

(4.1) Rappelons que, si F' et G sont deux espaces vectoriels localement convexes,
FeG @ est 'espace L.(F!; G) ou l'espace L(G"; F) ; F! veut dire que F' est muni de
la topologie de la convergence uniforme sur les compacts convexes de F, et que L., qui
donne la topologie mise sur L(F}; G), veut dire la topologie de la convergence uniforme
sur les parties équicontinues de F”. Si F ou G a la propriété d’approximation, F @ G
est dense dans FeG. Une application linéaire de F' dans G est dans FeG ssi elle est
continue de o(F"', F') dans o(G, G') et si 'image par cette application de toute partie
équicontinue de F' est relativement compacte dans G. Désormais, E, F,G, sont
des Banach, G séparable, ou plus généralement de dual G' *-faiblement séparable
(exemple G = C(K) du théoréme I).

(4.2) Théoréme III.- Soit L € L(E'; LP(Q,P ;@)), et u : E — F p-radonifiante.
Alors Lo € L(F'; LP(Q,P ;@)), se reléve en X', variable aléatoire & valeurs dans
Geo(Fy, Fy), ot Fy est un sous-Banach séparable convenable de F, et, pour p > 0 :

1X "Wl 2 (@,Py;Geo(ry, F1yy < Mp(W)|ILl c(Er;L2 (0, P;0)) -

Le symbole L. veut dire que, pour n € Fj, (X',n) est P-mesurable en tant que
fonction sur Q a valeurs dans G ; et, pour LP, on prend pour norme sur Geo(F§', Fy)
la norme de G et celle de Fy', c.a.d. celle de la convergence uniforme sur le produit
de la boule unité de G par celle de Fy .

SiG ou F est de dimension finie, on peut remplacer Geo(Fy', F}) par GeFy = G Fp.
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Le ¢ est ici relatif a la structure bitopologique Fy',o(Fy', Fy) ; pour la définition du
produit €, on prend la topologie o(Fy', Fy), mais pour la norme ¢, la norme | |Fy.

Démonstration. L’espace G est un sous-espace de ’espace C(B') des fonctions
continues sur la boule unité B' de G', muni de la topologie *-faible o(G',G). B' est
un compact séparable puisque nous avons supposé G' *-faiblement séparable. On va
appliquer le théoréme I, avec K = B'. Donc C(B') sera muni de la tribu définie par
les 6(4r), b’ € B', qui sera sa tribu borélienne si B' est métrisable, c.a.d. G séparable.
On sait qu’on peut ne pas parler de Fy, mais supposer F' séparable. Mais toutes
les L(¢), £ € E', sont des fonction continues sur B’, linéaires : pour \j,\; € R,
91,92 € B', L(§)(A191 + A293) si Mgy + Aagp € B

Alors on a aussi (X', A1g] + A2g5) = M(X ', 91) + A2(X", g5), autrement dit, X  n’est
pas seulement dans LP(Q, P; C(B'; o(F", F'))) mais dans LE(Q, P; L(G';o(F", F"))),
ol G' est muni de la topologie *-faible o(G', G), c.a.d. X' € LE(Q,P ; L(o(G',G) ;
o(F",F'))). La mesurabilité a lieu pour la tribu définie par les 6, b’ € B', et
les n € F' ; pour la norme, on prend celles de G, et de F". Si F est réflexif et G
séparable, la tribu est la tribu borélienne de L(o(G', G); o(F, F')).

Mais I'espace L(o(G', G);o(F", F")) n’est autre que Gea(F", F").

Si F est de dimension finie, Fy = F, o(F",F')=F.

Mais si G est de dimension finie, on peut aussi remplacer Geo(Fy', Fy) par GeF ou
G®.F ou GQ, Fy. On fait pour cela une démonstration différente. Soit g1,92,...,9n
une base de G. Alors L(¢) = L1(€)g1 + - - - + La(€)gn, Li(€) € L(E'; LP(Q, P)). Mais
alors on sait, par (1.12), que Lg o *u se reléve en X; € LP(Q,P; F).

Donc L o ' se releve en X;g1 + X592 + - + X,,9n € LP(Q,P; G ® F). La norme
qu'il faut prendre pour G ® F est celle qui est induite par Geo(F", F'), celle de la
convergence uniforme sur le produit des boules unités de G' et de F', c’est donc celle

de GQ. F.
Pour p = 0, on fait les modifications habituelles.

Remarque 1) Les théorémes I et III sont équivalents, chacun entraine immédiatement
Pautre. Pour III, on applique 1 avec G = C(K),K = B' muni de la topologie
o(G',G) ; pour I, on applique III avec G=C(K) ; on sait que C(K)eo(Fy', Fy) est
justement C(K;o(Fy , Fy)).

Remarque 2) Il y a ici une situation étrange : en faisant une hypothése sur G, la
dimension finie, on peut remplacer o(Fy', F}) par Fy = F. Est-ce encore valable dans
des situations plus générales pour G ?
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5. LES PROCESSUS ADAPTES CADLAG A VARIATION FINIE.

(5.1) Théoréme IV.- Soit V 'espace des fonctions réelles & variation finie sur R,
muni de la norme-variation Var. On le munit de la tribu engendrée par les 88,
t € Ry. Soit L une application linéaire continue de E' dans I'espace des classes LP
de processus adaptés cadlag a variation finie LP, et soit u : E — F, p-radonifiante.
[Autrement dit, L est un processus “virtuel” & variation finie & valeurs dans F].

Donc L € L(E'; LP(Q,P;V)). Alors L o *u se reléve en une classe de processus X* €
L%(Q,P; Cadlag(Ry; o(Fy, Fy))) et € LP(Q,P; SV.(FY)), ott SV.(FY) est espace
des fonctions sur Ry, *-scalairement & variation finie & valeurs dans F', Fy sous-
Banach séparable de F, avec la tribu définie par les 63, t € Rietlesne Fy, etla

norme |f|sv.(F,;') = sup Var (f,n). On a,
EEF;

Inl<1

pourp>0:

(5.2) I X1ize 0,25v.(ryry) < Dp(WILllc(rse (. pivy) -

Pour p =0, on a la modification habituelle :
Jp(X) < CJ%(L) relativement & la norme de V ou SV ; autrement dit :

Inf{M; P{|X"|sy > M} < B}

(5.3) < C sup Inf{N;P{VarL(¢) > N} < a}.
EEE’
lej<1

Démonstration. Soit A une subdivision de R, pour des temps t = 0,
t1 <tz <--- <th_1 = +o00.

Appelons, pour f fonction & variation finie sur R, fa sa restriction (to,t1,..., t,...l),-
et

fA = (ftoaftl - fto" .. 7fty._1 - ftn—z) ) }.VA € e}t ;etIiAll}, = Va.l‘fA .
On appellera L(£)a ou La(€) la fonction L(£) restreinte & A.

Alors Var La(€) = |I//:(£/)|q‘, et

ILalle(erLe@,pva)) = ILallciersiea,pier)) -

Composons avec %, et appliquons le théoréme III, avec G = £, de dimension finie :
L o % se reléve en X, :

(5.4) IXallze,pseer) < Tp(u)llLallc(eie@,piey)
= p(u)llLallccer@,pva)) < Mp(u)l|Lllc(er;Le2,p5v)) -
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Le processus X' existe déja, construit & partir de L, Cadlag a valeurs dans
o(F",F").

Alors sa restriction X & (to,t1,...,tn—1) est dans LP(Q,P;SVA(F)), car £eF =
SEL(F), espace des n-suites scalairement £! de F (voir §1.), et

(5.5) I1Xallze 2,p;8va() < Dp(WILllc(Erszea,p;vy) -

En prenant le sup pour toutes les subdivisions A, qui est un SUP latticiel suivant
A, et le sup d’une suite croissante, on obtient :

(5.6) 1X || Lo @,p;sv. (Fy) < Dp()Lllc(Br5Le 02,25 -

On est parti de L, scalairement P-ps.cadlag et scalairement P-ps. a variation
finie (ou “virtuellement”), on obtient X', P ps. #-scalairement cadlag & valeurs
dans F" et P ps. *-scalairement cadlag & variation finie. On a changé ’ordre de
*-scalairement et de P p.s.

La modification pour p = 0 est toujours la méme.

6. THEOREME V - LE THEOREME DES 3 OPERATEURS.

(6.1) Soient E, F,G,H, des Banach et u,v,w, des opérateurs E LHF5G5H,u
et v O-radonifiants, w 1-sommant.

Soit L une semi-martingale virtuelle & valeurs dans E, i.e. L € L(E',SM). Alors
LotwoW%otw € L(H';SM) se reléve en une semi-martingale locale X' a valeurs
dans H, X' € SMio(H) ; et en une semi-martingale globale si H a la propriété de
Radon-Nikodym, par exemple s'il est réflexif, ou dual séparable de Banach (cas de
H = ¢'). Semi-martingale sous-entend cadlag.

(6.2) Démonstration : L’application du théoréme I nous donne un relévement de
Lo % en un processus X  adapté cadlag, X' € L°(Q,P; Cadlag(s(Fy, Fy))). Nous
garderons F' en oubliant Fy, mais nous supposerons F, G, H, séparables. Posons
Ty = Inf{t;|X;|p» > k} ; c’est un temps d’arrét, et |X Tk~ | < k : si Foo est un temps
au dela de +oo et isolé, avec X:-E = X} oo les Ti tendent stationnairement vers Foo
quand k tend vers +oo. [Rappelons que Xy € Fy pour tout t' rationnel ; elle est
continue & droite pour la topologie *-faible de F"', donc semi-continue inférieurement
pour la topologie de la norme ;

on a donc aussi Ty = Inf{t' € Q,;|Xv|r > k}]. Maintenant le processus préarrété
XTe- est borné par k, IXT"— |Fpr < k.

Nous fixerons un k, et poserons désormais Y = X Ti_ , | Yelpr < k, et Ag = LT ;
Ak o' est relevée par Yi. Pour tout € F', Ax(n) est une classe de semi-martingales
réelles bornées par k|n|r, donc & sauts bornés, Ax(n) € SMs. On munit SM; de
la topologie suivante : des semi-martingales convergent vers 0 dans SMs si elles
" convergent vers 0 dans SM et si le sup des modules de leurs sauts tend vers 0.
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On sait qu’alors ces semi-martingales sont spéciales, et SM; est la somme directe
topologique

(6.3) SMs =V o M;,

ou Vg'é est ’espace des classes de processus prévisibles cadlag & sauts bornés, M
Pespace des martingales locales Cadlag & sauts bornés (leurs topologies sont bien
connues).

En effet, c’est bien une somme directe algébrique ; mais Vpré @ M; s’envoie bijec-
tivement et continuement sur SM;, donc c’est bien une somme directe topologlque
(ce sont tous des “Fréchet” non localement convexes). Donc

(6.4) Ak(n) = Vi(n) + Mi(n) -
Mais, tandis que A est relevée par Y, Vi et M ne sont pas relevées.

On peut seulement dire que
Vi € L(F'; VP“), M € L(F'; Ms).

On a perdu tout le bénéfice du relévement X~ ; mais lui seul a permis de construire
XTe = Yy, donc Vi et M.

T:
Ax = A (A k = kT" +M ,T *, donc par l'unicité de la décomposition,
Vi et M sont arrétées a T;. Etudions d’abord la composante My € L(F'; M;). Et
effectuons P'opération v : F — G. Alors My € E(F’ L°(Q,P; Cadlag)), donc, d’apres
le théoréme II, Mj o % se reléve en un processus & valeurs da.ns Cadlag (o(G",G")) ;
appelons-le Mk € LY(Q, P; Cadlag o(G",G")).

Mais, comme X antérieurement, M est prélocalement bornée. Les sauts de M
existent : AMy, = My,- My, € G". D’aprés la topologie de M;, pour tout
¢ € G, tous les sauts de (Mx,() = (My o u)(¢) sont bornés, donc I'ensemble des
sauts de M. et x-faiblement borné, donc borné dans G". Alors M} est non seulement
prélocalement bornée, elle est localement bornée ; localement bornée et *-scalairement
martingale locale cadlag, elle est une martingale locale cadlag ; & valeurs finales dans
G, elle est entiérement a valeurs dans G.

Donc w(M) est une martingale locale cadlag & valeurs dans H (arrétée & Ty).

Occupons-nous maintenant de Vi € L(F'; L°(Q,P;V)), arrétée & Tx. On lui
applique le théoréme IV, donc Vi o ' est relevée par un processus V, *-faiblement
cadlag & valeurs dans G", et Vi € L°(Q,P;SV.(G")).

Reprenons la subdivision A utilisée dans la démonstration du théoréme IV (il est
peu éthique d’utiliser la démonstration d’un théoréme, mais tant pis !). Raisonnons

pour tout w € @ : (Vi),(w) est une n-suite scalairement ¢! de G (rappelons que,
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pour tout ¢, Vi prend ses valeurs dans G), (Vk)A(w) € S¢1(G). Comme w est
1-sommante, w((Vk)A(w)) € LL(H), et

(6.5) |w ((Vk)A( ))| 1(w)|(7/\k/)A(w)lst;(G)~

l‘(H)

En supprimant les ~

Vara (w(Vi)(w)) < m(w) (Vk(w))st(G) < m(w) (V"(w))SV(G) .(6.6)
Enprenantlesup,qu: le sup d’une suite croissante :

(6.7) Varw (Vi)(w)) < m1(w)|[Vi(w)lsv(e) -

N

Donc w(Fk) est une classe de processus a variation finie. Elle est adaptée, *-
scalairement cadlag, donc cadlag ; & valeur a priori dans H", mais, pour tout ¢,
ps. a valeurs dans H, elle est partout & valeurs dans H, fermé dans H"”. On met,
comme déja indiqué, sur V(H) la tribu définie par les §(4), t € Ry,etlesf e H' on
aura alors

(6.8) w(Vi) € Ly(Q, P, V(H)).

Nous pouvons donc écrire, & partir de L € L(E'; SM), que (Louo%otw)™- est
relevée par une semi-martingale a valeurs dans H, somme d’un processus & variation
finie cadlag et d’une martingale locale Cadlag, w(V) 4+ w(My). Comme déja vu, les
decomposutlons en variation finie et martingale ne s mdulsent pas par passage de Tg1
a T}, par contre, les sommes s’induisent : les (wov)X™*- = wov(M})+w(V}) sont
des semi-martingales cohérentes, arrétées en Ti_, donc définissent une méme classe
de processus S, cadlag a valeurs dans H ; STe- est une semi-martingale préarrétée
en Tk_. En ajoutant le saut AST,, on voit que ST+ est une semi-martingale, S une
semi-martingale locale & valeurs dans H. Il reste & démontrer que, si H a la propriété
de Radon-Nikodym, elle est une semi-martingale.

Nous aurons besoin d’un lemme :

(6.9) Lemme.- Toute semi-martingale & valeurs dans un Banach H ayant la pro-
priété de Radon-Nikodym, & sauts bornés, est somme, d’une maniére unique, d’un
processus prévisible cadlag, localement & variation intégrable et d’une martingale
locale.

C’est une propriété bien connue dans le cas scalaire, mais, semble-t-il, jamais
publiée dans le cas d’un Banach ayant la propriété de Radon-Nikodym.

Démonstration. Soit X = W + N une semi-martingale & valeurs dans H, & sauts
bornés, W un processus a variation finie nul au temps 0, N une martingale locale. On
peut trouver une suite de temps d’arrét (7¢)¢en, croissante, tendant stationnairement
vers Foo pour £ tendant vers +oo, tels que |X™- | soit bornée, que Var W™~ soit
bornée, et que N™ soit une martingale. Comme les sauts de X sont bornés, | X™- |p
est aussi bornée, AM,, est intégrable, donc W™ est & variation intégrable. L’intégrale
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déterministe par rapport a W™ définit une mesure finie & valeurs dans H définie sur
la tribu optionnelle de R4 x § :

(6.10) m(p) = E / odW |
Jo,+o0]

ne changeant pas les ensembles P-négligeables de R x © ni {0} x ©, ¢ réelle option-
nelle bornée.

Cette mesure sur la tribu optionnelle de R4 x Q a été complétement étudiée par
Catherine Doléans-Dade (5. Elle est majorée par une mesure |m| > 0, définie par :

(6.11) mi)=E [ odaWila.
10,+00)

On appelle projection prévisible directe de m la mesure 'm, & valeurs dans F', définie
par :

(6.12) m(p) = m(ph),
ot1 ! est la projection prévisible de ¢ ; donc bm(p) = tm(ph).

On voit que %m est aussi majorée par une mesure > 0, Ym| : pour ¢ > 0,
(6.13) I'm(e)l = Im(p")] < Iml(") = Ymi(e).

En appliquant alors la propriété de Radon-Nikodym de H, on voit que ' posséde
une densité :

(6.14) "m(p) = E / 0. d'W;
10,400}
(6.15) ol |d"W | g < 4dW g

Le processus "W ™ s’appelle la projection prévisible duale du processus W™ et il est
Cadlag prévisible, & variation intégrable.

La différence W™ — W™ est une martingale; en effet, si f est une fonction F,-
mesurable bornée sur 2, la fonction flisq, t > s, est prévisible, donc m et 'm
prennent sur elle la méme valeur :

Ef(W -W)=Ef (W -twy).

Ceci étant vrai pour tout f F,-mesurable bornée, cela exprime que 1’espérance con-
ditionnelle de W;* — "W/, F,-mesurable, par rapport & la tribu F,, s < t, est
W — W7 donc que W™ — W™ est une martingale. On peut donc écrire :
X™ = W™ (processus prévisible cadlag & variation intégrable) + (W™ —tW™) 4 N)
(martingale).
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Cette décomposition est unique, car une martingale prévisible est continue, et, si elle
est & variation finie, elle est constante, et sa valeur en 0 est X, donc elle est nulle.

Lorsque £ croit, ces décompositions s’induisent les unes les autres, a cause de 'unicité,
et donnent une décomposition unique de X en somme d’un processus prévisible cadlag
a variation localement intégrable et d’une martingale locale, décomposition unique.

La démonstration du lemme est achevée. Déduisons-en la fin de la démontration du
théoréme V : une semi-martingale locale S, & valeurs dans un Banach H ayant la
propriété de Radon-Nikodym, est une semi-martingale.

Soit donc S une semi-martingale locale & valeurs dans H ; pour une suite de temps
d’arrét T} tendent stationnairement vers 00, ST* est une semi-martingale. On peut
retrancher de S le processus de ses sauts de norme > 1, qui est un processus a variation
finie, donc une semi-martingale. Pour simplifier, appelons encore S ce qui reste : c’est
une semi-martingale locale & sauts bornés. D’apres le lemme STe = WT 4 N.Tx,
W.Tk prévisible cadlag & variation localement intégrable, N T« martingale locale. A
cause de I'unicité, ces décompositions s’induisent, et donnent S = W.+ N., analogue,
qui est une semi-martingale, ce qui achéve la démontration du théoréme V des 3
opérateurs.

Remarque. Si H n’a pas la propriété de Radon-Nikodym, on pourra y remédier en
supposant que u = u; 0 ug, ol ug est O-radonifiante et u; compacte. En effet, dans
ce cas, L oy se reléeve par X, *-faiblement Cadlag, donc X = u;(Xo) est fortement
Cadlag & valeurs dans F.

Alors, si 0, est le temps d’arrét du n-iéme saut de X de norme > 1, o, tend station-
nairement vers Fo0o, donc le processus Y, AX,, 1[5, +oc] €st un processus de sauts,

n
et X -3 AXo,1[s,, +00) €st un processus cadlag a sauts bornés, de norme < 1. 1l
n

pourra remplacer le X Ti_ de la démonstration, mais il est global et non préarrété.
On continuera de la méme maniére, mais tout restera global, et on obtiendra d’un
seul coup S au lieu de ST ; S sera directement une semi-martingale. On pourra
aussi remplacer w par w; 0wy, wo 1-sommante et w; faiblement compacte. En effet,
un opérateur faiblement compact transite par un espace réflexif, et cela reviendra a
supposer H réflexif. Mais, dans ces deux cas, on aura 4 opérateurs au lieu de 3.
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7. UNE APPLICATION : UN THEOREME D’USTUNEL.

(7.1) Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe séparé complet, et
soit Y un systéme fondamental de voisinages de O. Pour tout U € U, soit Ey le
quotient de E par le plus grand sous-espace vectoriel C U, muni de la norme pour
laquelle U est la boule umte son complété EU est un Banach ; si V C E, on a des

applications E Iv, EV vy EU, my = wy,v o my ; E est la limite projective des EU
pour les applications 7y. Ustunel appelle alors semi-martingale projective la donnée
d’une famille (Xy)ueu de semi-martingales, Xy & valeurs dans Ey, cohérente, c.a.d.
telle que Xy = ny,v Xv ps. Une semi-martingale X sur F définit évidemment une
semi-martingale projective, mais la réciproque n’est pas vraie. Les deux théorémes
suivants sont dus & Ustunel : (¢

(7.2) Théoréme VI.- Soit E un espace nucléaire. Toute application linéaire
continue L de E' dans I’espace S M des semi-martingales réelles se reléve en une semi-
martingale projective unique (XU)Ueu, en ce sens que, pour tout { de Ej;, = (EU)'

L(¢) = (Xu,8) ; Xv € SM(Ey) reléve Lo 'ty € L(Eyo; SM).

Démonstration (d’ Ustunel) E étant nucléaire, on peut supposer E/JB hilbertien
séparable. Il existe des vmsmages dlsques de O, V\W,Z2,Z CW CV CU, tels

AVWA

que les applications Ez 23 Ew 2% By 2% EU soient de Hilbert-Schmidt, donc
O-radonifiantes. Alors Lo 'tz € L(E%o;SM), par le théoréme V des 3 opérateurs,
donne lieu &

LO 1ru—(LO1rz) ( Wzo 7rvw0 Wuv)

qui se reléve en une semi-martingale Xy € SM(Ey). Elles sont cohérentes, donc
définissent une semi-martingale projective dans E, qui reléve L.

(7.3) Théoréme VII (Ustunel).- Soit L € L(E';SM), ot E est un espace de
Fréchet nucléaire. Alors L se reléve en une semi-martingale 4 valeurs dans E, et
méme & valeurs dans un sous-espace hilbertien de E.

Démonstration (d’Ustunel). Soit (Xvy)veu, EU hilbertien, la semi-martingale pro-
jective associée a L par le théoréme précédent. Il est connu qu’étant donné une suite
(Xk)ren, de semi-martingales hilbertiennes séparables, il existe une probabilité Q
équivalente & P, par rapport a laquelle toutes les Xy deviennent H? (ou H? suivant
les notations), 1 < p < +oo. Nous raisonnerons sur Q pour trouver X, ayant les
propriétés de I’énoncé ; on les aura aussi pour P.

On pourra se borner & considérer une suite de voisinages U emboités, pour lesquels
Ey soit hilbertien ; alors toutes les semi-martingales Xy seront HP pour un choix
convenable de Q.

Alors acceptons de perdre le bénéfice de la semi-martingale projective et retenons
. seulement que Xy définit une application linéaire continue de Ej,, dans HP?. Ces
applications sont cohérentes et définissent donc une application linéaire L de E' dans
HP, dont la restriction & chaque Ej;, est continue. Mais on sait que pour E Fréchet
réflexif, E' est la limite inductive de Ej,, (M, donc L est continue de E' dans HP.
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Mais le dual d’un Fréchet nucléaire est aussi nucléaire. Donc L factorise par

E' = E’\V, — HP, ol v est un opérateur nucléaire. On peut considérer que V' est
le pglz,ire d’une partie B bornée disquée de E, Ep hilbertien, /{: hilbertien ; le dual
de E}, est Ep, et 'r = 'rp, ou wp est l'injection naturelle Eg — E. On peut donc
écrire :

v= Anba®Xn, Aaréels, Y |An| < +oo,

b, éléments de la boule unité B de Ep, X, semi-martingales de la boule unité de

HP.

Donc v se reléve en une semi-martingale H? a valeurs dans ’espace hilbertien Ep,
appelons-la Xp.

L se reléve par X, semi-martingale & valeurs dans E, ou X = mg(Xp).

Remarque. Il n’est pas facile de savoir exactement de qu’on doit appeler une semi-
martingale & valeurs dans un espace vectoriel topologique. Dans le cadre d’un Banach,
nous avons considéré que c’était V+M. Ce n’est pas complétement satisfaisant, parce
que, en dehors du cas hilbertien, ce n’est pas un intégrateur.

Autrement, il existe deux définitions extrémes possibles : ou bien X est définie
comme application linéaire continue L € L(E'; SM), semi-martingale fictive ; c’est
la définition la plus faible, on ne peut rien en faire. Ou bien X est définie comme
semi-martingale & valeurs dans un sous-espace hilbertien de F ; c’est la plus forte,
et c’est un intégrateur. Et il y a des définitions intermédiaires. Si E est un Fréchet
nucléaire, les deux définitions coincident.

Le théoréme V des 3 opérateurs a servi, dans un cas trés particulier, & démontrer
le théoréme d’Ustunel : les Banach E,F,G, H, du théoréeme V sont des espaces
hilbertiens. Et le résultat du théoréme V n’est que la premiere et plus simple partie
du théoréme d’Ustunel, le théoréme VI ; VII est plutét plus élaboré que VI. Il n’est
pas encore prouvé que le théoréme V, sous sa forme plus générale, banachique non
hilbertienne, ait des applications importantes. En tout cas, le théoréme d’Ustunel
VII a siirement de belles applications ; Ustunel lui-méme en a donné. J’ai étudié
les semi-martingales & valeurs dans I’espace C*°(E;F') des applications C*° d’un
espace vectoriel de dimension finie E dans un espace vectoriel de dimension finie
F ; c’est un Fréchet nucléaire, et la clef de 1’étude est le théoréme d’Ustunel. Ces
espaces se rencontrent fréquemment : si X est le flot d’une équation différentielle
stochastique & coefficients C*, X (t,w, z) est la valeur & I'instant ¢ de la solution qui
part de = & l'instant 0, au point w € Q. Alors X(t,w,0) € C®(E; E), et X est une
semi-martingale & valeurs dans C*°(E; E).
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NOTES DE BAS DE PAGE

Note(1), page 2.

Pour tout ce qui concerne les applications p-sommantes, p-radonifiantes, p-
décomposantes, consulter L.Schwartz [1] et [2], qui donnent aussi les références nécessaires
aux travaux de W. Pietsch.

Note(2), page 2.
Pour les jauges Jq, voir L.Schwartz [1], (IV,1), exemple 4 et [2], exemple (1.9),
page 156.

Note(3), page 5.
Pour les espaces bitopologiques, voir L.Schwartz [2], page 149.

Note(4), page 9. R
Pour ’espace FeG, voir L.Schwartz [3], chapitre I. Pour F®.G, voir A. Gro-

tendieck, [1], page 88, avec la notation F®G.

Note(5), page 15.
Pour les résultats de C. Doléans-Dade, voir P.A. Meyer [1], ( théoréme VI, 57),
page 134, et suite.

Note(6), page 17.

Ustunel a traité ces problémes dans plusieurs publications. Voir par exemple, S.
Ustunel [1]. Le résultat d’Ustunel est un peu moins fort que I’énoncé des théorémes
VI et VIIL

Note(7), page 17.
Voir A. Grothendieck [1], Corollaire 3, page 320.
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