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INEGALITES RELATIVES AUX
PROCESSUS D'ORNSTEIN-UHLENBECK A n-PARAMETRES
ET CAPACITE GAUSSIENNE c_ ,
’

Shigi SONG
Equipe d'Analyse et Probabilités
Université Evry Val d'Essonne
Boulevard des Coquibus
91025 EVRY CEDEX FRANCE

Abstract
Let Z™) be the n-parameters Ornstein-Uhlenbeck process on a separable

Fréchet gaussian space (E,pt). We consider the Sobolev space Wn’2 and
the associated Gaussian capacity o We prove two inequalities of the

following type:

Il Sup _on € e IIuI(Z(n)) Il, < Cp ey o,
+

_ (n) n
I 9B, fse 0 & 1@ s Il, <cpliunell,.

These inequalities are used to give probabilistic representations for

measures which belong to the dual space of W"’2 and such
representations permit us to prove that a Borel subset B of E has null

C;, o-capacity if and only if Z®) can not hit it.

§1 Introduction

Etant donné un espace de Fréchet séparable E muni d'une mesure gaussienne centrée pt
(définie sur les ensembles boréliens de E), le semigroupe d'Ornstein-Uhlenbeck (Qt):zo

sur (E,j) est défini par la formule de Mehler (voir Meyer [9] ) :

Qf(x) = f flxet+yc I1udy),xe E, teRy,
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od f désigne une fonction borélienne bornée, et ¢y = \j 1-¢2t Ce semigroupe (Qp)

est symétrique par rapport 2 la mesure p et il définit des semigroupes sur LP(E,u) pour
tout p>1. En relation avec le semigroupe d'Ornstein-Uhlenbeck (Qy), nous introduisons

'opérateur de noyau :

oo

L J"—1/2 et Qf(x)dt , xe E,

Vr

pour toute fonction f € pk))le(E,u). Soient r un nombre naturel et p > 1 un nombre réel,

Uf(x) =

nous désignons par WI-P I'ensemble de fonctions de la forme U'f avec fe LP(E,u) muni
de la norme N, p(Urf) = Np(f), ol Np(f) indique la norme usuelle de LP(E,p). Nous
introduisons ensuite la capacité ¢y : pour une fonction f s.c.i. positive ou nulle,

crp) = inf{ Np p(h) ;h 2 f presque partout, he WGP },
et pour une fonction g quelconque,

cr,p(g) = inf{ cr'p(t) 2 |g| partout, f fonction s.c.i.}.

Rappelons que ¢, p est une (semi-)norme. Un ensemble A C E est dit de ¢, p-capacité

9,

nulle, si cr,p(A) = cr.p(l A) = (. Une fonction f sur E est dite cr‘p-quasi-cominue, s'il
existe une suite de sous-ensembles fermés (Fy,) de E tels que Cr,p(E'Fn) tend vers zéro et
que f est continue sur chaque F,. Nous désignons par Ll(E,cr‘p) la fermeture, par
rapport 2 la capacité Cpr de I'ensemble de fonctions continues bornées sur E. Rappelons
que les fonctions de Ll(E.cr’p) sont cr'p-quasi-cominues (voir DeLaPradelle-Feyel [4]).

Notre travail commence par la remarque suivante : rappelons que, sur chaque espace de

Fréchet gaussien séparable (E,t), existe un processus de Markov Z 2 trajectoire continue
A valeurs dans E dont le semigroupe de transition est précisément le semigroupe
d'Ornstein-Uhlenbeck (Qy) (voir par exemple Song [12]). Le processus de Markov Z est

appelé le processus d'Ornstein-Uhlenbeck sur (E,u). Alors, quand r =1 et p =2, il est
bien connu (voir Fukushima [5] et Albeverio-Ma-Réckner [1] ) que la capacité Cjpaune

expression probabiliste. En fait, pour tout sous-ensemble borélien B c E, il existe une
fonctionnelle additive A, déterminée par l'ensemble B, du processus d'Ornstein-
Uhlenbeck Z telle que

©.1) c1 2B =E [ °B)=E ([ ¢t aay,
, M Wl



278

ob op =inf{t>0; Z; € B}. Cette expression probabiliste donne en particulier le critere

suivant : Un ensemble borélien B est de ° 2—capacité nulle si et seulement si le processus

d'Omstein-Uhlenbeck Z ne le rencontre pas's. Ce critere a ét€ utilisée en particulier dans un
récent travail de Denis [3] pour étudier le temps d'atteinte de zéro d'une martingale
positive ou nulle ¢ 1 2-quasi—continue sur un espace gaussien. On se demande alors si des

expressions probabilistes du genre (0,1) existent aussi pour < at'm d'étendre 1'étude de

Denis [3] sur cl 2 a A Celte question a été l'origine du présem travail.

Rappelons que Ren [11] a déja étudié cette question et qu'il a obtenu une réponse
partielle. Son travail suggere de représenter la capacité C. o bar le processus d'Ornstein-

Uhlenbeck a n-parametres.

Nous allons présenter dans la section 2 une construction des processus d'Ornstein-
Uhlenbeck 3 multiparameétres sur un espace de Fréchet séparable gaussien. Cette
construction, nouvelle par rapport 3 des constructions antérieures, met en évidence la
relation entre les processus d'Ornstein-Uhlenbeck A multiparametres et le semigroupe
d'Ornstein-Uhlenbeck (Qy). Cette relation importante est développée davantage dans la

section 3. Dans la section 4, nous démontrons I'inégalité du genre suivant :

02) Nal(sup_en M ol s ¢, O)

ol an) est le processus d'Omstein-Uhlenbeck & n-paramétres sur (E,p) et

|t| = |(t1,...,tn)| = |l1| o+ |tn|.

Dans la section 5, nous démontrons une autre inégalité du genre :

_ (n) n
©3) Natsup,_gn fse o & 12315 Ca o™

Ces deux inégalités sont utilisées dans la section 6 pour prouver que toute mesure v du

dual de Wn’2 admet une représentation probabiliste via le processus d'Ornstein-
Uhlenbeck 2 n-paramétres, a savoir :

VO=E,[ f elsl 52™) ads) 1.
seR

. n —_— .
ol A est une mesure aléatoire sur R, En particulier, nous pouvons écrire pour un
ensemble borélien B

©4) ¢, =E f sl u?™z™) a1,
seR
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ol A est une mesure aléatoire sur R: et v est la mesure (n,2)-d'équilibre de I'ensemble B

(cf. Sugita [13] et Kazumi-Shigekawa [8]). Enfin, nous terminons notre travail en
démontrant dans la section 7 qu'un ensemble borélien B a une < 2-capacilé nulle si et

»

seulement si le processus d'Ornstein-Uhlenbeck & n-paramétres ne le rencontre pas.

: 1. L'article de Ren [11] s'appuie sur I'équation différentielle stochastique
qui définit le processus d'Omstein-Uhlenbeck 2 n-parametres. Nous prenons ici un point
de vue markovien sur les processus d'Omstein-Uhlenbeck 3 multiparamétres. En fait,
notre métode utilisée ici est une généralisation de celle utilisée dans Fukushima [7].

2. F.Hirsch a remarqué que le processus d'Ornstein-Uhlenbcek A n-paramétres utilisé
dans Ren [11] n'est pas le méme que celui construit dans la section 2 du présent travail.
F.Hirsch a également remarqué récemment qu'une représentation de notre processus
d'Ornstein-Uhlenbeck A n-paramétres par le drap brownien 3 n-parameétres existe.

3. Les processus de Markov 2 multiparamétres ont €t€ beaucoup étudiés dans le contexte
des points multiples (voir, par exemple, Evans [5], Fritzsimmons-Salisbury [6], Dynkin
[4], etc.). Sous I'hypothése que le processus de Markov & multiparamétres X est de la

(n) ®

forme X = (Xgll ), s th ), o Xti sont des processus de Markov 2 un seul paramétre

indépendants symétriques par rapport 3 une mesure donnée m(l). dont la résolvants est

. i -
absolument continue par rapport 3 m ). on a montré que la probabilité pour X de
rencontrer un ensemble peut étre estimée A 1'aide des mesures d'énergie finie. Notre
méthode, aussi bien que nos résultats, est différente de celles utilisées dans ces travaux.

4. Etant donné un processus de Markov X 2 multiparamétres 2 valeurs dans E, il est
important de déterminer les mesures v sur E qui peuvent étre représentées par des

. n .
mesures aléatoires A sur R + C est-2-dire,

vo=El [ elslexg Aws1

n
seR+

Ce probléme a été traité dans Dynkin [4] pour un processus de Markov décrit dans la
remarque 3. Nous montrons dans la section 6 que, pour le processus d'Ornstein-

Uhlenbeck 2 n-paramétres Z(n), les mesures dans le dual de Wn’2 sont des mesures
admettant une telle représentation probabiliste.

S. 1l est & remarquer que les inégalités (0,2) et (0,3) sont nouvelles méme dans le cas od
n = 1. En général, on considére seulement les capacités des ensembles. Cette contreinte
rend les calculs de capacités plus difficile. La notion de l'espace de Banach adapté
introduite dans DeLaPradelle-Feyel [2], qui considere la capacité comme une norme sur
I'ensemble de fonctions, donne plus de souplesse. En particulier, nous en avons profité
pour obtenir les inégalités (0,2) et (0,3).

6. Sugita [13] a remarqué que la relation entre les <, -potentiels et les (n,p)-mesures

d'équilibre n'est linéaire que lorsque p = 2. Le fait q’ue seules les capacités C, o sont

2
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représentées par les processus d'Ornstein-Uhlenbeck 3 n-parameétres est lié
intrinsequement avec la remarque de Sugita.

7. Les inégalités (0,2) et (0,3) pour n = 2 ont déja été prouvées dans Song [12] avec une
technique particulierement adaptée 2 deux parametres.

§2 Notations
Dans notre travail, nous utilisons répétitivement I'argument par récurrence. Nous avons

alors besoin de nombreuses notations, indexées par les nombres naturels, que nous
précisons ici.

Le symbole N désigne l'ensemble des nombres naturels {0,1,2,3,...}; Ry = [0,00]
désigne I'ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

Soit E un espace de Fréchet séparable. Relativement 3 E, nous définissons une suite
d'espaces de Fréchet en posant :

EOE)=E, et =™*DE)=cRr,,=™@®), neN.

Soitl, (la teMe ¢oordonnée de l'espace EM(E) = CR +,E("_l)(E)). teR,, neN, n21.
Posons :

1 (n)

tl....,tn = ll,ll € l

nty,’
ol (t1,...,tn) est un élément de R:‘_. Pour &€ E(n)(E), posons :

8tlntn = ltl.(.ll),tn ®).

Notons qu'en identifiant Ee 5(“)(E) avec {gllwntn ; (t]se-stp)€e Ri }, nous pouvons

écrire :
=M E) = C®R}E).

Dans le méme ordre d'idées, nous pouvons aussi écrire :
sm)g) = =M)=M)E)), nme N.

Soit | une mesure gaussienne centrée définie sur les ensembles boréliens de E. Nous
posons :

mOE ) = ;
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T(?)(E,u), 20, le semigroupe d'Ornstein-Uhlenbeck sur Z(0)(E) associé a
m(o)(E,u) par la formule de Mehler;

Z(l)(E,p.) le processus d'Omstein-Uhlenbeck 2 valeurs dans E(O)(E) de
semigroupe T(?)(E,u), 20, de loi initiale m(O)(E.u);

m(E ) 1a 10i de ZWE p);
T(:)(E,u), 20, le semigroupe d'Ornstein-Uhlenbeck sur E(l)(E) associé A

m(l)(E,u) par la formule de Mehler;

Z(“)(E.u) le processus d'Ornstein-Uhlenbeck a valeurs dans E("_l)(E) de
semigroupe T, D(E ), 20, de loi initiale m~D(E ),

neN, n21;
m™Ew laloi de ZM(Ep), neN;

T(?)(E.u), 20, le semigroupe d'Ornstein-Uhlenbeck sur E(“)(E) associé A
m(™(E, ) par la formule de Mehler, ne N.

Notons que, pour tout ne N, la mesure m™) est une mesure gaussienne centrée sur
Iespace ™). Rappelons la formule de Mehler :

T(g)(E.ll)f(ﬁ) = f f(e7SE + cs0) m™(d), neN,

pour toute fonction borélienne bornée f sur E(")(E), ol cg = \j 1-¢725 | Etant donnée

I'identification E.(")(E) = C(Ri,E), le processus Z(")(E.p.) peut étre considéré comme un

processus & n-parametres 2 valeurs dans E, ou une variable aléatoire 2 valeurs dans

C(R:,E). Nous avons aussi :

Z(n+m)(E,lJ~) = Z(n)(g(m)(E),m(m)(E,u))

pour tout n, me N. Les processus Z(")(E,u) seront appelés les processus d'Ornstein-

Uh!enbeck a n-parametres sur (E,p). Les processus d'Ornstein-Uhlenbeck usuels (c'est-
a-dire 2 un parameétre) seront simplement appelés processus d'Omstein-Uhlenbeck.

Définissons les symboles suivants :



282

Q = QEw =TOE ),

00

Uf(x) = UBWI() =—= [
"o

12 ¢t Quftx) at,

ol f est une fonction borélienne bornée sur E et xe E;

oo

1
Vi EWFO == Je
0

-12 T(?)(E,M)F(g) dt, neN,

ol F est une fonction borélienne bornée sur = (“)(E) ete= ‘(")(E)

Zuf?tn(&uﬁ ltlff].?tn(z(n)(E'u))' nel

Remarquons qu'un point (tj,....t,) de R_':_ peut étre désigné par un seul symbole t, ou par

N m k . . . n
un couple (s,u), oi seR 4 ctue R 4 avec m, ke N et m+k = n, si nous identifions R +

. om__k . .
avec le produit R xR, . En fonction de cela, nous trouverons des écritures comme :

(n) (n)
Z t (E.1), Zs,u(E’p)’ etc.

Comme d'habitude, nous introduisons l'ordre partiel < sur RP pour lequel (si,...,sp) £
(t1,..-,tp) si et seulement si sj < t; pour tout 1<i<n. Nous introduisons une famille de

tribus sur C(R:, E) en posant :
) _ ™). n
F ¢ =ofl s ;s<t ), teR,.

(n)

Pour tout n21, l'espace (E("),m(")) est un espace gaussien. On dénote par ¢y 7, ke N, la

capacité gaussienne d'indice (k,2) sur l'espace (':(“) (n)) Les capacités gaussiennes

sur (E,n) seront notées par Ck 2- Enfin, on dénote par Ll("'(") cfc %) respectivement par
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LI(E,ck 2), la fermeture de 'ensemble des fonctions continues bornées sur E("),

respectivement sur E, par rapport 2 la capacité-norme cl(:g, respectivement Ck 2

§3 Loi du processus d'Ornstein-Uhlenbeck 4 n-parameétres

Dans cette section, nous fixons un espace de Fréchet séparable gaussien (E,n). Nous
démontrons une série de lemmes qui seront utilisés ultérieurement.

Lemme 1 : Soit ne N, n22. Soit t = (t] ....ty)€ R} Soit 6(t) une permutation de t.
Considérant Z(")(E,u) comme une variable aléatoire 3 valeurs dans C(RQ.E). nous avons

2@ = (200 R]) = {zggg)m,m.xe R} =2 @),

Preuve : On démontre le lemme par récurrence. En fait, comme dans Song [12], le lemme

est déja démontré lorsque n = 2. Supposons que le lemme est vrai pour n < k-1, ke N,
k23. Considérons le cas ol n = k.

Il nous suffit de supposer que o est un échange entre deux coordonnées de t = (ty,...,tg).
Si o ne concerne pas la derniere coordonnée ty, on a:

o(t) = (6'(t],eentk-1) » tk)-

Considérons Z(k)(E,p.) etZ ((,]8)(541) comme des processus 2 valeurs dans E(k"l)(E).

Alors, ils sont tous des processus de Markov possédant le méme semigroupe de

transition (le semigroupe d'Ornstein-Uhlenbeck T(k_l)(E,u)), dont les lois initiales sont

respectivement la loi de Z(k'l)(E.u) et celle de Z(c]r(( ))(E.p.). Comme, par hypothése de

récurrence, ces deux lois initiales sont les mémes, on voit bien que Z(k)(E,u) et

7®

c(.)(E,u) ont aussi les mémes lois.

Supposons que ¢ concerne tg. D'aprés ce qu'on vient de démontrer, on peut échanger les

k — 1 premieres coordonnées sans changer la loi de Z(k)(E.u). On peut donc supposer
que o est I'échange entre 1 et tk, c'est-a-dire,
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C(t) = (ll,...,(k_z, G"(Ik_l,tk)).
Utilisons les identifications suivantes :
ZOVE ) = ZDE&-2(E) m*-2)) o
_ 7(2)=(k-2 k=2)\.
Z®E = ZAE D E)mk-2),

on remarque que le probléme devient celui pour n = 2, quitte & remplacer I'espace (E,)

par l'espace (E(k_z)(E),m(k"z)). Puisque ce dernier est toujours un espace de Fréchet
séparable gaussien, notre hypothese de récurrence lui est applicable. Les deux variables

Z®(E) et ZY)(E) ont donc les mémes lois. Le lemme est démontré. [
Lemme 2 : Soit ne N. Soit t = (t],....ty)e R ;.. Soit f une fonction borélienne bornée sur
E. Soit seR,. Alors, ona :
TOEWIEPIE) = Qsfa®e)),
o e Z(E). En conséquence,
V @y EREPIE) = vt Pee).

Preuve : On utilise 1a formule de Mehler. On pose &; = l(?)(i). I1 est & noter que la loi de

Z(':)(E,p,) estyu. D'ot, ona:

TOEWEADE = [ 1™ (cgt + ) mMat)
= [ fleski+esty m™ia)

= | flegte+esy) niay)
= Qsf(Ep. []

Lemme 3 : Soit ne N. Soit s = (s1,....5p) € R:E(_)s_ojl,s:

[0.5] = {teR} ; O<t<s ).

Alors,
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@ ol )
(ZDEw :1el0) = (ZOEW :te[0s] ).

Preuve : On prouve le lemme par récurrence. Lorsque n = 1, le lemme résulte de la
symétrie du processus d'Ornstein-Uhlenbeck. Supposons que le lemme est vrai pour les

indices de 1 2 n—1, ne N, n>2. On va montrer qu'il est aussi vrai pour l'indice n.

Posons :
v =z0E-DE)nDE ).
(Notons que m(n_l)(E,u) est la loi de Z(n_l)(E,u).) Alors, on a:

(ZVE )i e 081 )

= (1™ vy ) sve Ri"l, the Ry, (ttn)e [0,s] }

loi (n—1) 1
= (I (Ysy );t'eR‘jr  the Ry, (thtn)e [0,s] )

par la symétrie du processus d'Omstein-Uhlenbeck Y,
loi

= {1t.,s(:lln @™y ; re R'_:_l. the Ry, (ttp)e [0.5] }

loi M) 1
=1 ™ 2™y rer™ ! Ry, te[0,5] et the [0,5p] }

d'apres le lemme 1, ob s' désigne les n—1 premidres coordonnées de s. On arrive a
échanger la coordonnée t,, A sp—tp,. Puisque maintenant les coordonnées inchangées t' se

trouvent aux derniers rangs de ls S?) ¢ (Z), on peut recommencer le méme argument. En
n~n

le répétant, on arrive enfin  ce que toutes les coordonnées soient changées de t;  sj—t;.
Le lemme est prouvé. D
Lemme 4 : Soient n, m € N. Soientve Rll ette Rri. Désignons _par oo’

l'infinité de RT et " celui de R':_. oit H une fonction F(m:ﬁ)-mesurable. Alors,

- = t,
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Jespé litionnelle de H sacl F(g:‘::) 2] 'm(m+n)(E,u)mF("::n)-
mesurable.

Preuve : On note simplement T(m: n) pour T(m:")(E.u), s€ R;. Supposons d'abord que

=1 et me N quelconque. Considérons ZM*D) comme le processus d'Ornstein-
Uhlenbeck 2 valeurs dans E(M), Pour tout réel positif s, par la formule de Mehler, on

(m)

voit que T(m)g est F -mesurable d&s que g est F(T)-mesurable. Cette propriété avec la

propriété de Markov de Z(m+l) implique que E( H F(:]."' 5) ) est F(":H)-mesurable, si

H est de la forme :

(m+1) (m+1)

H=hjd 51 R SUNPROR

od ke N, sje Ry, et hj sont des fonctions boréliennes bornées sur E(m), F(“:)-

mesurables, i = 1, 2, ....k. Cette mesurabilité reste vraie pour toute fonction borélienne

(m+1)

bornée H e F o® grice au théoréme de classe monotone.

Supposons maintenant n = 2 (m est toujours quelconque). Ecrivons v = (v1,v2).
Supposons que H dépend d'un nombre fini de coordonnées, c'est-3-dire :

= H[(ltiv“i'sl

avec (t)[0,t], (vj,spe Rf_. Utilisant le semigroupe T(m: 2) et la propriété de Markov de

Z(m+2)’ on voit que I'espérance conditionnelle G' sous la loi m(M+2) ge 1 fonction H

(m+2)

définie ci-dessus sachant la tribu Foo, oy dépend également d'un nombre fini de

L aad]

coordonnées. Ecrivons donc : G' = G/ [(l(n:l+2))] ot g;e [0,v2]. Posons :
p
(m+2)
W = W[ ,
LN
avec (Wj)c[O.oo'[ et (xj,yj)e [0O,v].Ona:
BCH W) = ECH[Q )1« wia ™2 ) )
L UioSi WXy
- E( G[(l( Dy wia ™2

Aidi WX}, Yj
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- e o1a™?). W[(l“(,',n+2)

)] ) d'aprés le lemme 1.
t,Qi,uj

Yi%j
(m+2) )] sachant F ('m+2)

P TRIT 00' V9.V

191Y1 sV2,V1]

On sait déja que l'espérance conditionnelle de G'[(1 s'écrit

sous la forme :

(m+2)

G=G[{d
[ 4i,9i.Pj

)R

avec (p;)c[0,v1]. Utilisant encore une fois le lemme 1, on voit que :

' 2. (m+2)
el | £ ™2 y=ga™ F .
¢ wovivg) = Ol b € Fivivg

Grice toujours au théordme de classe monotone, on étend cette mesurabilité 2 toute
fonction borélienne bornée H.

Les cas ol n23 peuvent &tre traités de la méme maniere. D

Remarque : Ce lemme montre en particulier que la condition (F4) sur {an) s te RI:_} est

satisfaite, ce qui nous permet d'appliquer l'inégalité de martingale 2 plusieurs parametres
(voir [10]).

Lemme 5 : Soient n, m € N. Soient s et t deux points de R} Soient u et v deux points

dsRT&MmuSv.mfmimcjmmmgs_mmE.Am.
( + + (m+n)
B e | FTE) = @i,
(m+ (m-+n)
BT Ew | FTPEN) = o T,

Q_uls| =|(sl,...,sm)| = ISI' + ..+ |sm|.
Preuve : Démontrons d'abord la premiere égalité. On la démontre par récurrence sur
I'indice n. Notons qu'on a :
Z M E ) = ZWEME)m™E ).
Pour simplifier 'écriture, on dénote :

Y = Z®EmE) n™E ),
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considéré comme un processus 2 valeurs dans E(m)(E).

Sin =1, la premiére égalité résulte de la propriété de Markov du processus Y, du lemme
2 et du lemme 4. Supposons que n22 et que I'égalité est vraie pour tout indice de 1 A n—

1. Montrons qu'elle est aussi vraie pour I'indice n. Ecrivons t = (t't;) avec t'e R:‘_—l.

the R4 et s = (s',s) avec s'e R:‘__l, sp€R,. SoitH e F(m+n) de la forme suivante :
m+n
H=n1a ™)),
Ui,pi.di

avec (uj)c[0,v], (pp)c[0,t] et (q))c[0.ty). Ona:

ECf(Yy 40 HIO )

1) ]a

= B0yt 5y) HIO, o I
lu ]r

(m+n)

E(Qq f(Yu,s'+t'ty) H[(l )](Y) )

]»
(propriété de Markov et le lemme 2)
(m+n)

1,91:P
(m-+ n)

E(Qg f(Yy tp,s+t) HIA )](Y)) (lemme 1)

1Y) ) (hypotheése de récurrence)

E( Q|s lQ f(Yy,t,.0 )H[(l B3
(m+n)

= E( Q| |f¥u,0 HIA )](Y) ).

a

Grice au théoréme de classe monotone, cette identité s'étend 2 toute fonction borélienne

bornée H € F(m n) . La premiére égalité du lemme est prouvée. La deuxieéme égalité du

lemme résulte de la premiére et du lemme 1. [_]
Lemme 6 : Soit ne N. Posons

25 =2 DEW, Vg = Vi B0, Fs = et =1,

Soit B un_sous-ensemble de {1....n}. Soit s un point de R%. On_dénote sg le

regroupement des coordonnées de s dont les indices sont dans B et s le regroupement

des coordonnées de s dont les indices sont en dehors de B. Soit f une fonction borélienne
intégrable sur E. Posons
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M E(f o] fz,) du |Fs

1 2(n-|B
Hh = T | e™ay U (n-{B])

= f(Z )
S
¥ ieB ug- S5
0 B'"B
SB
-lu 2(n—|B
Je‘B|duBU(nl b €z )
UB, SE
0
Alors,
f £
M. = h exp(-|sg|) Hy « -
ST Be(Ton) PUIPB[TBis

Preuve : Cette formule résulte de l'identité suivante :

"7 e R (5 SR PR

= I S IT 1, -
BC{%..,n}ieB [0'51](01) jeB ]sj,m[(u,)

Utilisant cette identité et le lemme 5, on a alors :

M= E(f ol tzgyan | By )

5

=E(_ Y J % gu;
Bc{l,..,n} ieB 0

—Si—u;
e 1 7] f(Z ) du; F
+u§ J Sg' S§

v

o —3

je B

73
=]
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§i

s,;‘) m f R L ).[]
0

= X exp(-
Bc(l1,..,n}

ie ug: Sg

Lemme 7 : Sojent ne N. Soit f une fonction borélienne de carré intégrable sur E. On a :

No( f el gy f(Z,) )=Na(Uno),
n

R,

Preuve : On a d'abord 1'identité suivante :

RO e (i ) 01D+ Dy e )

= IT1 ) IT 1, N
BC{IZ,..,n}ieB [O*Vxl(u') ieB ]Vj,eo[(ul)

Utilisant cette identité, on a :

Ny [ el sz o2
n

Ry

] A
Bc{lz,..,n} E( f e !Nle Mldudvi(z)fZ,))

UB<VB,U§>V§

E( f e—z'uBle—lvBlduB dvg
r2Bl
+

)y
Bc({T,...n)
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= 2 j e_zl UBI e—| VBI duB dVB
Bc{l,..,n}
2Bl
+
-|ug -2 \J:]
f e e du§ dv]';
|
+
E(Q fz )Q fz ) )
uB UB,VB I VB | UB,VB
2
=Ny(Unf)". []

§4 Inégalité entre L2-norme et capacité-norme

Dans cette section, on fixe un espace de Fréchet séparable gaussien (E,pt). On fixe aussi

(n) _4(n)
=1 s

un nombre naturel ne N. On pose Z = Z(“)(E,p), V= V(n)(E,u). Fg=F s’ et ls

s€ R'_:_. On utilise le symbole N2 pour désigner les L2-normes sur différents espaces de

probabilités (le contexte évitera la confusion).

Théoréme 1 : Pour toute fonction ue L1(E,c,, ), la trajectoire t = u(Zy), te R}, est
continue presque sfirement. De plus. il existe une constante C, dépendant de n (ne
dépendant pas de (E,u)) telle que :

@11  El(swp_cn al |u]Z0 21 Cpep o).
+

Découpons la démonstration du théoré¢me 1 en quelques lemmes.

Lemme 2 : [l existe une constante Cp, dépendant de n (ne dépendant pas de (E.)) telle
que
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(4.2,1) El(sup _ , b |u|Zp)21< Crep o2

pour tout sous-ensemble fini A de Ry, et pour toute fonction ue L1(E.c,, ,).

Breuve : Fixons un sous-ensemble fini A de RI:_. Tout d'abord, on considere une fonction

u qui est de la forme u = U2"f avec f une fonction de carré intégrable positive ou nulle.
D'apres le lemme §3,6,0na:

=it
4,2,2) e l I Uzﬂf(Z[) = Mf exp(—l tﬁ' ) Hg,t , te R:l_.

>
Bc({l,..,n},BzQD

Comme HfB t 20, on obtient 0 < e-ltl U2"f(Zt) < M; . En utilisant l'inégalité de
martingale, on obtient l'estimation :

4.2,3) (El(sup _ Ac'I Y uzy 2pt2

< Ny( sup _pn E( f e sl f(Zg) ds | F))

+
Rn

+

<Cy Ny( f e sl f(Zg) ds )

n

R,

=Cn Na(U™) = Cp N p(u),  (lemme §3,7).

Considérons ensuite un (n,2)-potentiel & (voir Sugita {13]). Posons ‘Dk = Ql /kd)' ke N.

Alors, @y s'écrit sous forme de @y = Uznfk avec fy une fonction de carré intégrable
positive ou nulle et @, converge vers @ dans wn2, Puisque la loi de Z; est p pour tout

te R:, I'inégalité (4,2,3) s'étend donc pour & :

(4.2,4) E[(sup _ Ae'I Y oz 21 < Ca N, 5(®)2.

Soit maintenant ue LI(I?.,cn 2) et soit @ son (n,2)-potentiel. Alors, ® = Iul h 2—quasi—

partout et Cn,2(“) = Nn,Z(d)) (voir par exemple Song [12]). On a:
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4.2,7) El(sop _, il |u|Zp)?)

< E[( swp_ e—l ll ®(Z))?)
2
<Cp Ny 5(®)
=Cp Ny 5(u)2
Le lemme est prouvé. |:|
Lemme 3 : L'inégalit€ (4,1,1) est vraie pour toute fonction s.c.i. positive ou nulle et
bomée.

Preuve : Soit u une fonction s.c.i. positive ou nulle bornée. il existe une suite croissante
de fonctions continues positives ou nulles bornées (uy) telles que u = supgug. Ona:

1wz = I
sup“_3 Ri e ' 'u(Zy) = supg SuPte R: e uk(Zy).

La continuité de chaque uy nous permet d'écrire :

all 2
E[( sup, R: e " Tu(Zy )4

El(sup_ il u(Zp) )21,

=su
P fini

ACRn

+7
D’'ou,

1| 2
E[( sup,_ Ri e "uZy)?]

 ElCswp b u(Z)2)

= SuPk Sup N fini

AcR},

<supg Cp cn,2(“k)2

=Cn ¢y 2 ]
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meMSoithinmmE-&Q&mumbeRim

P({3te [0,b),Zie B})<C, ezlbl cn,2(B)2.

Preuve : 1 existe une suite {ug} de fonctions s.c.i. positives ou nulles telle que ug(x) >

1g(x) pour tout xe€ E, ke N, et que infgcp 2(uk) = ¢p,2(B). D'aprés les lemmes
précédents,ona:

P({3te [0,b),Z;e B})

<infg P[ { sup, [0,b] uk(Zy)211}]
<infy C, e2| bl cn,2(ug)?

=C, e2| bl cn’z(B)z.

Le lemme est prouvé. ,:]

Lemme 5 : Pour toute fonction ue L!(E.cy 2), u(Zy) est continue en te R presque
partout.

Preuve : Une telle fonction u est cp 2-quasi-continue. Il existe une suite d'ensembles
fermés {Fi} tels que lim cn,2(E - Fx) = 0 et u est continue sur chaque Fy, ke N. Soit

be R: fixé. Pour chaque ke N fixé, pour tout §e {Vie [0,b] ; Z; € Fy }, la trajectoire t

= u(Zy)(§) est continue sur [0,b]. Or, d'apres le lemme 4, on a :

limg P[ {3te[0,b] ;Zye E- F }1=0.

D'od,
P[ u(Z,) est discontinue ] = supbe R P[ u(Zy) est discontinue sur [0,b] ]
+
< P[N Jte [0.b], E-F =0.
sup,_pnPLN, _ (3te 00, Zc E-Fc}1=0.[]

+

Lemme 6 : L'inégalité (4,1,1) est vraie pour toute fonction ue LI(E.cn,z).
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Preuve : D'aprés le lemme 5, e—l tl |u|(Zt) est continue en t presque stirement. On peut
donc écrire :

E[(sup,_ on it |u|Zy)21

+

- 1 2
= SPACRY, fini El(sop_ e [v](Z0)7)

< Ch ch 2(“)2 (lemme 2).

Le théoréme 1 est prouvé. [_|

§5 Inégalités entre L2-norme et capacités-norme (suite)
. n. . . (n) -
Lemme 1 : Pour tout n21, pour tout t € R, il existe une version E; "~ de la probabilité

mﬂmnncllammla.mhu F(") qui satisfait les conditions suivantes :
EQur_me_memmm&_lmmé_c f qui dépend d'un nombre fini de coordonnées,
Lapplication t — E™f(€) est continue pour tout e (M) g I'application & —» Et")f(é) est

0.

2° (n) commute avec T(n) et V(n) pour tout t € Rn,, s20.
s +

Preuve : Lorsque n = 1, 'énoncé du lemme est assez évident. Il résulte de la propriété de
Markov du processus d'Ornstein-Uhlenbeck et la continuité du semigroupe d'Ornstein-
Uhlenbeck, et la formule de Mehler (voir Song [12]). Pour n >1, on peut utiliser le

lemme §3,4 et le lemme §3,1 pour démontrer le lemme.

Dans cette section, on fixe un nombre naturel n, et on utilise les méme notations Z, V,

£

Fg, 15, etc, qu'on a introduit dans la section précédente. De plus, on pose E; =

MZ:WCDMMMMMW
intégrable f, on a l'inégalité suivante :

- (n) n
Nysup, o fse 0, & 1235 s CaNpU™.

Preuve: Sin=1,0na
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- (1) f_ ~t2¢(1)
S f(Zg )ds =M, —e "t U%(Z, ).
fse[O,l]e (s s =My =e TUTE )

Appliquons le résultat du théoréme §4,1, du lemme §3,7 et l'inégalité de martingale. On
obtient

e=s 1z )as|)

Nalsupe Ry se [0,t]

e tuezil)))

f
< N2(Supte R+ ’Mt ) + N2(S|.]pte R+

< Cp [Ny (U) + cl’z(sz)]
<2 Cj No(Uf).

Supposons que le théoréme 2 est démontré pour les indices de 1 2 n — 1. D'apres le
lemme §3,6, on a

[ elsl tzgas
se [0,t]

n

=M, - > exp(—ltﬁ‘)Hgt, teR+.

' Bc(l,..n),B#@
La partie martingale M, ne pose pas de probl¢me nouveau. Considérons ng t- Puisqu'il
s'agit uniquement d'estimer l'intégrale du carré de HfB ¢ » d'apres le lemme §3,1, on peut

ne considérer que Hlf3 ¢ pour le sous ensemble B = {1.....k}, k<n. Posons

Y = 20 K)z®)(E), m&)E ),

considéré comme un processus d'Ornstein-Uhlenbeck 2 valeurs dans E(k)(E) an-k
paramétres. Posons ensuite:

Uggy = UEXE), m®(E ),
cgg les capacités associées a U(k) sur E(k)(E).

D'aprés le lemme 3,2,0na:

Vieel, | J©)=Una_

®) = Ugglfl_1a,_E.
B 5 speig W
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D'ou,

f n—k n—k -|sp
Hp =U(k) [J o f )(lsB)e ‘ |dsB] (YtE)

Posons :

'B

n-k . (K) .~|sB|
Gr = sup k f (U £)Z') e dsg
B tgeR, Sg

Alors, par I'hypothése de récurrence, on a
Na(Gp) < C; Np(UKU™ K1) = ¢, Npu™).

D'ou :

f
N ENES
2(S“PteR: exp(-{t§|) |Hp (|)

< Na(sup

n-k
geR™K exp(—l ‘Bl AU GB](YtE))

-+

(k) n-k
_Cn_kcn kZ(U( k) GB)

< Cp-x N2(Gp)

<C, Nyu™).[]

Pour terminer cette section, on démontre un résultat qui pourrait €tre intéréssant.

Théoréme 3 : Il existe une constante Cp, telle que pour tout ensemble fini A de RY, pour
toute fonction de carré intégrable f, pour tout k<n,

(n)

Cka(sup,_ o \Mt ) < Cp No(U™ Ky,

Preuve : Remarquons que
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M} = B f e Isl ag) as).
@

Supposons d'abord que f est de la forme f = ng, avec g une fonction borélienne de
carré intégrable. Alors, d'apres lemme §3,2, f(lg) = Vk(gOIS). Il en résulte

f e sl sag) ds = VK f e I3l golg ds).
n Rn

Ry +

Comme V et Eq, 20, commutent, on obtient Mf = Vleg, t=20. D'ou,

(n)

(n) k
ckZ(SUPteA )<c (V suPteA

M

M)

< N2(supte A ’Mtg

)SCnNz(’MiI)

= Cp Np(UPg) = Cy No(U™¥p),

On a prouvé le théoréme dans le cas particulier. Le cas général peut étre fait en passant &
la limite. [_]

§6 Potentiels et mesures aléatoires

On utilise les mémes symboles que ceux de la section 4. On montre dans cette section que
toute mesure dans le dual du W™ admet une représentation probabiliste.

Théoréme 1: Soit v une mesure dans le dual de W™2. Alors, il existe une mesure
aléatoire AG.ds) sur R}, Ee M, elle que

fUZ"h(x) g(x) v(dx) = E[ h(Zg) f e‘l Sl g(Zg) A(ds) ]
s€ er

pour toutes fonctions g et h boréliennes bornées sur E.

Preuve : Si v(dx) = f(x)dx avec fe LZ(E.u) positive ou nulle, on pose
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A(E.ds) = f(Zg(E))ds.

Alors,ona:

Elhzg | elsle@o fzas)

n
seR+

[ edsl asErnzo) gzo) 1291

n
seR+

[ esl asErnzo) Q(€PZ0)

n
seR+

{ hx) U2(H0x) p(dx)
= [ U2 g(x) vidn).

Soit maintenant v un élément positif quelconque du dual de w2, posons u = U2“v et
ug = Ql K ke N. Alors, ug est de la forme ug = Uznfk, avec une fonction fye L2(E,1)

positive ou nulle, et u tend vers u dans w2, Appliquons le résultat du théoréme §5,2.
Ona

Na(sup

=8 (fi—f_)(s)d
fse[(me (fi—f . )(s)ds| )

n
teR+

< Cp No(U(fic—f ) = Cn Ny (uk—um) = 0,

quand k et m tendent vers l'infini. Il en résulte que, pour presque tout e E(“), la suite
- . . . .
de mesures e ~ f(Zs(E))ds converge étroitement, quitte 3 extraire une sous-suite, vers
ki<s & q
-s L .
une mesure ¢ A(E,ds). Alors, pour toutes fonction continues bornées geth,ona:

E[ h(Zg) fse " els| gzg) Aws) )

<+

=lmE(hZQ) | o els| gZg) fie@ods )
seR +

= limy f U2Ph(x) g(x) fi(x)n(dx)
= limy, | Qq [gUZ"h(x) v(dx)
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= f U2h(x) g(x) v(dx).

Grice au théoréme de classe monotone, cette relation reste encore vraie pour toutes
fonctions h, g boréliennes bornées sur E. Le théoréme est démontré. [_|

§7 Une application

Théoréme 1 : Un ensemble borélien B est de ¢y, 7 - capacité nulle si et seulement si la
probabilité pour Z™ de rencontrer B est nulle.

Preuve : Rappelons que, pour tout ensemble borélien B, il existe une mesure v dans le

dual de W"’2 telle que h 2(B)2 = J U?'"v(x)v(dx) et que le support de v est contenu

dans la fermeture de B (cf. Sugita [13], Kazum-Shigekawa [8]). Alors, si B est un

compact, la suffisance du théoréme résulte du théoréme §6,1. Pour un ensemble B
quelconque, nous prouvons la suffisance du théoréme en utilisant 1'égalité suivante :

c, »(B) = sup c. »(K).

n.2 K compact, KcB n.2

Pour démontrer la nécessité du théoréme, il suffit d'utiliser le lemme §4,4. D

Remerciement : Je remercie F.Hirsch pour les discussions que j'ai eues avec lui sur les
idées essentielles du présent travail et pour les nombreuses corrections qu'il a faites sur
une version préliminaire.
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