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Note a propos d’un résultat de Kowada

sur les flots analytiques
Stephane LADOUCEUR et Michel WEBER

I. Introduction.

Soit (X, A, ) un espace probabilisé et 7 : X — X un endomorphisme.
En vertu du théoréeme de Birkhoff, on sait que les moyennes ergodiques
An(f)(z)=n"1 Zo;; f(77z), convergent presque siirement vers E(f|J),
ou J désigne la tribu des ensembles r-invariants. Peu de résultats concer-
nant la vitesse de cette convergence sont connus, mis a part le cas simple
oules for?, j > 1, forment une suite indépendante. Dans cette situation,
la vitesse de convergence est fournie par la loi du logarithme itéré, (ou la
loi de Marcinkiewicz). Nous vous proposons d’étudier un résultat de M.
Kowada [Ko] relatif & ce probléme, et concernant certains automorphismes
du tore en dimension 2. D’aprés [Kr] p. 14., le travail de M. Kowada est un
des rares résultats positifs, avec ceux plus spécialisés de Kuipers et Nieder-
reiter [Ku-Ni] sur Iéquidistribution, concernant la vitesse de convergence.
Rappelons & ce propos, d’aprés les travaux de Butzer et Westphal [Bu-We],
que la vitesse de convergence ne peut en aucun cas excéder O(n™1), ce
dernier cas correspondant, (dans tout espace de Banach réflexif), a la fer-
meture de N = {f = gor —g, g € L*(u)}. Concernant la vitesse de
convergence individuelle, nous rappelons aussi le théoréme de K. Halasz
montrant que sur le tore, pour tout automorphisme ergodique, la vitesse
de convergence peut étre individuellement aussi proche de O(n™!) que’on
veut, sans pouvoir I’excéder.

II. Position du probleme
Le probléme étudié pourrait se résumer & ceci : soit le systéme suivant
d’équations différentielles :

dé
(21) 32 — s0.0)5 T = 9(0,0) (mod1),

définies sur T? = R?/Z?, le tore en dimension deux.

En supposant ¢ et ¥ suffisamment lisses, ce systeme admet alors une
solution unique, Fy(¢p,6), le flot du systéme, qui génere naturellement
un automorphisme sur T?. En supposant cette transformation ergodique
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pour une certaine mesure p; peut-on, sous certaines conditions sur ¢ et
1, espérer obtenir quelque information sur la vitesse de convergence u
presque siire des moyennes ergodiques A,(f), associées au flot pour des
éléments f € C*(T?)?

Avant d’aller plus avant, et afin de prévenir le lecteur, nous signalons
dés a présent, que le résultat de M. Kowada, sous les hypothéses de ’article
original, ne tient pas. Il faudra comme nous le verrons, imposer un cadre
plus coercitif, ou cette fois, la démonstration proposée sera juste. Afin de
justifier et d’expliquer les hypotheéses requises par M. Kowada, nous devons
rappeler un théoréme de Kolmogorov [K] permettant une simplification du
probléme.

THEOREME 2.1. ([K], 1953). — Soit Fi(p,0), le flot sur T? engendré
par le systéme d’équations différentielles (2.1) ot Uon suppose que ¢ et 3
sont dans C=(T?) et vérifient aussi ¢ + 2 > 0.

Supposons de plus qu’il eziste une mesure de probabilité P, invariante
sous l’action de Fy, possédant une densité p(p, 6) par rapport d la mesure
de Lebesgue m, qui soit C*. Supposons encore que

(22) v= [ 6ap [ wap,

soit irrationnel et vérifie pour tous entiers m et n,
n H+e¢
(23) =2 > L/mH4e,

ou L et H sont des constantes positives, H > 2 et € > 0.
Dans ces conditions, il eziste un changement de variables

p:T* =T, (p(p,0) = (z,v)),
tel que :
(24) dP(p~(z,y)) = dzdy,

et, dans ce systéme de coordonnées (2.1) se réduit d :

dy
1, 71;—')/.

]

dz
2. haind
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Si Si(z,y) est le flot associé au systéme (2.5), alors
(2.6) th(ﬁl(x, y)) = Si(z,y)-

Finalement si ¢ et ¢ sont analytiques, on peut choisir p analytique.

Ce théoréme important nous raméne donc & ’étude d’un systéme simple
du type (2.5) isomorphe en un certain sens au systéme initial (2.1). Il
importe de signaler ici que lirrationalité de + défini en (2.2), nous assure
de Pergodicité du flot Fy(¢p,8), associé au systeme (2.1), pour la mesure
P; ce, en vertu d’un travail de T. Saito [S].

III. Théoréme principal
Pour alléger les notations, nous faisons la convention d’écriture sui-
vante :

(v = ,gfelle'r — k|

L’hypothése (2.3) du théoréme 2.1 peut alors étre réecrite sous la forme

(3.1) Vm € N, , m(my) 2 L/mfte,

Cette condition signifie que v est “trés” irrationnel; pour étre précis
et suivant en cela [Ku-Ni] p. 126, v est un irrationnel algébrique de type
H + €. Nous pouvons 3 présent énoncer le résultat de M. Kowada.

THEOREME 3.1. — Soit Fy(i,0) le flot engendré sur T? par le systéme
d’équations différentielles (2.1). On suppose que Fy, ¢ et ¢ vérifient les
conditions d’ezistence du théoréme de Kolmogorov. On suppose que la
quantité v définie en (2.2) vérific en lieu et place de (3.1)

3.1 Vmel,, (my) 2> L/ImlH,

ou L>0et H>1.
Alors,
i) si k— H > 1, pour toute fonction g € ck+1(T?)

1[5 1
@2) Iz [ sB.ma-Ewi=0(5), P-re
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i) si k—H > 3 pour toute fonction g € C¥+1(T?), (et non pas Ck(T?)
comme il est affirmé dans [Ko))

S
(3.3) I3 [ 9o 6)dt - Exlo)ler = O(3).

Nous nous proposons de démontrer le théoreme 3.1. sous Phypothése
plus forte :

(3.2") Vm € Z, , (2(my)) > L/|m|H.

Les hypothéses (3.1’) ou (3.2) pouvant sembler contraignantes, on mon-
trera que :

LEMME 3.2. — Soit X la mesure de Lebesgue et H > 1; alors

(34) A7 €[0,1]:3L(y) > 0:Vm € Z.,(2(m7)) > L(y)/|m|¥} = 1.

Démonstration : 1l suffit de montrer que
(35) Ay €[0,1]:3L(7) > 0:Vm € Z,, (my) > L(y)/|m|"} = 1,
et
(3.6) My €[0,1]:3L(y) > 0: Vm € Z,,1 - 2(my) > L(7)/|m|¥} = 1.
Fixons L et H et posons pour tout m € z,,
Am={y €[0,1]: juf Iy~ 2| < L/jm|"*1}.
Comme v € [0, 1],

k
Am — . : —2I< H+1
{r€lo0,1] osﬁell]élml [y —| < L/|m|"*},

d’ott, A(Am) < 2|m|L|m|~H~! = 2L|m|~H. Donc puisque 35 o A(Am) < 0o,
par Borel-Cantelli,

k
.8 - m!H+ 2
/\{76[0’1}.;2‘{1.‘"_m‘-—<L/| "{ +a*'°'}—0
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ce qui démontre (3.5).
Pour établir (3.6), remarquons que

1
0<1-2(my)<L/im" & 0< i 20<|k|<| Ih - -_| < L/|m|H+,

Supposons m > 0, alors comme v > 0, on a 0 < k < m. Donc,

1
. < — =2y - — Ht1
30 0% g, 7 2= | S B

Posons ,
+ ~ k - k
K, ={ke[0,mj:y—— >0} et K, ={k € [0,m]: y— = <0},
m m
alors (3.7) est équivalent & :

0 < max [.2L_+1 _27] V max [7_9’1_:12] < L/mH+L,
kekt m kEK, m

D’ou pour L et H fixés,

My €[0,1):1-2(my) < L/mH},

<My e [0,1]:0.< max (5L - 29)v ma 2y - B2 Dy < ymity,
keK,,
< Y Myel 0 ZEEL oy < pymiy
kek}
+ 3 Myel1]:0<2y~ 2k—1 < L/mH+1}
[ ] -— m — b}
kEK,
< Card(K)L/2mH+! 4 Card(K;)L/2mH+!,
< 2L/mM.

Le cas m < ( se traite de facon identique, (avec k € [-m,0]).

Par Borel-Cantelli, on montre donc comme précédemment que (3.6) est
vrai.

Démonstration du théoréme 3.1. Via le théoreme de Kolmogorov,
on peut immédiatement supposer que nous nous trouvons en présence d’un
systeme simple de la forme

dx dy
-&;—1 % —7(mod1)



613

Le flot Sy(z,y) d’un tel systéme représente alors une translation sur le tore
T? donnée par,

Si(z,y) =(z+t,y +7t)

celui-ci préservant, bien siir, la mesure de Lebesgue. Soit pour tous n, m
Xn,m = expi(nz + my); nous avons alors que

Xn,m(Si(z,y)) = expit(n + my)Xn,m-

Les valeurs propres du flot sont alors données par rpm = n 4+ my, (voir
[C-5-F]); leurs vecteurs propres associés étant les xn m. De plus, 4 étant
supposé irrationnel, le flot S; est ergodique. On peut donc trouver un ¢, tel
que l'opérateur T = Sy, soit ergodique : en effet, une condition suffisante
est que expito(n + mvy) # 1, (n,m) # 0, (voir [C-S-F]). Nous choisirons
to = 4m; ce choix quoique arbitraire, aura ’avantage de simplifier les
calculs ultérieurs. Soit g € L(T?,dzdy) tel que E(g) = 0. Posons,

F(g) = / " g(Sw))dt , (@ = (z,1)).

Remarquons tout de suite, que

€)= [ [ [ st ieas) a

et comme S; préserve la mesure de Lebesgue,

4n

= | E(g)dt=
0

Soit S € R* et notons £(S) = [Z], (la partie entiére); alors

1 471 anian) s
(3.8) / (Sizu)it=5 3 / 9(Si(e,v))dt + = / 9(Su(=z,v)et,
= Jami S Jusyr
L 491 s
1
= ,2_; / Q(St+j4x(-"3,y))dt+E/ls”g(sg(m,y))dt,
«S)-1

;ﬂ F(T(z,y)) + < 3 / 9(Si(z,y))dt.

enl
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Si g est continue sur T?; il n’est pas difficile de voir qu’alors le deuxiéme
terme du membre de droite sera borné par K; S, ou K est une constante
positive.

Supposons maintenant que g appartienne & C*+1(T2). On peut alors
développer F en série de Fourier

F = Z Fn,an,m, (FO,O = E(g) = 0)

(n,m)

(n,m)#(0,0)

En intégrant par partie k + 2 fois, les F},,, peuvent étre majorés
uniformément sur T2 par :

(3.9) |Frm| < M/|m|*|nf>.

Les valeurs propres de ’opérateur T' étant données par Ap,m = exp t4w(n+
m+), nous avons que

(3.10) le¥m(rtmY) _ 1] > 2(2(mny)).
En effet, ceci puisque,
sinﬂz-gevg-(w—O) 0<6<Lm,
T

et que,
|2 — 1| = |sin§| = |sin(f — 2kx)| = |sin |§ — 27k]|
= s1u[;reli; |9 - 2k7r|],

ot 0 < infrez |0 — 2kn| < .

(Notons, ici, que M. Kowada affirmait P’existence d’un entier nq et d'une
constante positive K tels que :

(3.11) e’ "+ m) 1] > K|my — ng|.

Ceci est faux : d’aprés un théoréme de Weyl, I’ensemble {e?™"f : n € Z,0 € R\Q), est
dense sur {z : |z| = 1}; ce qui contredit (3.11).
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Par ou, sous les hypothéses du théoréme, nous aurons que
(3.12) e (mtm) _ 1| > 2L /|m| .

De (3.9) et (3.12), on tire alors que

IFnyml < M
|Anm = 1| = 2L|m[*=Hn|?"

(3.13)

Posons

G@= Y R m(w)

(n,m)#(0,0) "™

Alors si k — H > 3, G(w) € L*(T?,dzdy) et si k — H > 1, G(w) sera
continue.

Nous considérons seulement le cas oi k — H > 1, I’autre cas se traitant
d’une fagon similaire. Calculons d’abord,

G(Tw) - Gw) =
Fn'm Fn,m
= Y 1 Xnn(T(w) - > g Xnm(@),
(n,m)#(0,0) " ™™ (n,m)#(0,0) " ™™

Fn m Fn m
= Z —’—_lAn,an,m(w) - z A : Xn,m(w)y

(2 (0,0) 2o (n,m)#(0,0) ~ ™1

= Z Fn,an,m(w) = F(w)'
(n,m)#(0,0)

Par conséquent, (£ = £(S)),

-1 -1
(314)  STY F(Tw) =57 GITH* (W) - QT W),

j=0 J=0
= 57 |G(T4w)) - G(w)|
<2871? max |G|

= K,S™1.

Finalement de (3.8) et (3.14),

1 S
5 [ 9 unat] < (k, + Kn)s.
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Si E(g) n’était pas égale & zéro; il suffirait de considérer la fonction
§=9-E(g). 0
IV. Application

En utilisant une méthode analogue a celle développée dans la section
précédente, on peut démontrer la proposition suivante

ProposiTiON 4.1. — Soit (H,(:)) un espace de Hilbert compleze et
T : H — H un opérateur compact auto-adjoint et de norme ||T|| < 1.
Si Py désigne lopérateur de projection sur le sous-espace des invariants
par T'; alors

n—1
IR T9 - Pij = O(n™").
Jj=0
Démeonstration : Par le théoréme de Mercer (voir [D-S)), il existe une
suite {};,7 > 0} de valeurs propres de T, décroissant vers zéro et telle
que :

T()= Z'\j(',w)w,

ou la suite {p;j,j > 0} est la suite orthonormale des vecteurs propres
associés aux A;. Montrons d’abord que pour z € H,

z—: T/ (z) — nPy(z)| < K(z)|z| , K(z) > 0.

j=0

Par linearité, on peut déja supposer que P;(z) = 0; d’ou (z, ;) = 0, pour
tout ¢; tel que T'p; = ;.
Dans ces conditions,

Tz= ) Az, ;e
J:Aj#1

Soit,

X;
Ga)= Y yis(=wiles
IBVEC

Puisque la suite ); est décroissante et que 3 [Aj{z,¢;)|* = |Tz]* < |z|* < oo,
nous avons que G(z) € H par Parseval ; et par conséquent, on peut trouver

k = k(z) > 0 tel que |G(z)| < K(z)|z|.
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Maintenant,
G(T2)~Gz)= Y (o, 0)Tp; = 3 (2,05}
( 33) z _' /\j—'l 1y Pi)LP; /\j—]- YYII¥Y I
I #1
= Z Aj(x,SOj)QOj:T:D.
J#A #1

D’ou, puisque G et T commutent,

n—1 n-1
I Z T'(2)l =) G(T™*(2)) - G(T'(2)),

=|G(T"(z)) — G(=)|,
< G(T™(z)| + |G(=)l,
< K|T||"|=| + K|z,
< 2K|z|.

La proposition se démontrc alors en utilisant le théoreme de Banach-
Steinhaus. 0
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