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Sur un travail de R. Carmona et D. Nualart

par Yao—Zhong HU

1. Introduction. Soit (2, F,IP) ’espace de Wiener canonique, associé au mouvement
brownien (W;) sur lintervalle [0,1], et soit F' une fonctionnelle de Wiener, donnée
par son développement en chaos F = Y I,(fn)/n! ou les f, sont des fonctions
symétriques. On cherche des conditions de régularité sur les f,, permettant de donner
un sens a la valeur F(h) en un point h de l'espace de Cameron-Martin — et pour
simplifier les notations nous traiterons le cas ot h = 0. On sait (voir par exemple le
Sém. Prob. XXII, p.53, (7)) que cette valeur est donnée formellement par Pexpression

k
rﬁ'k(fﬂc)

(1.1) FO)=Y, (2';1]3

ol Tr est 'opérateur de trace. D’autre part, il n’est pas facile de donner un sens & cet
opérateur. Nous avons présenté dans l’article [2] une méthode générale pour faire cela,
qui justifie la formule (1.1) dans des cas simples et unifie un certain nombre de calculs
de ce type figurant dans la littérature.

~

La justification de la formule (1.1) vient d’étre traitée par Carmona-Nualart
dans le remarquable article [1], ol la valeur en 0 est définie comme limite de
S B, F(w)P(dw) /IP(Be), ot Be est la boule de rayon ¢ au sens de la convergence
uniforme. Ils traitent d’abord le cas d’une seule intégrale multiple d’ordre n = 2m, en
montrant que lorsque le coefficient f, appartient & L9 (avec ¢ > 1 + n/2, lexistence
de la limite en 0 au sens précédent équivaut & celle de la trace itérée Tr™(frn),
définie au moyen d’un certain procédé d’approximation explicite, et que la formule
(1.1) a lieu. Ce résultat est ensuite étendu & un développement chaotique infini, sous
des conditions de nature trop contraignante — mais c’est la premiére fois que 1’on
peut donner un sens rigoureux & la formule (1.1) dans le cas de développements chao-
tiques infinis, & I’exception du cas évident des exponentielles stochastiques. L’article de
Carmona-Nualart présente aussi une application des résultats précédents aux fonction-
nelles d’Onsager—Machlup, qui est en dehors du sujet de cette note.

L’article de Carmona-Nualart comporte des calculs longs et difficiles. Nous nous
proposons dans cette note d’en présenter I'idée 1’essentielle sous une forme trés simplifiée.

2. Notations et calculs préliminaires. Les noyaux sur IR sont désignés par des
lettres majuscules, et leur densité par rapport & la mesure de Lebesgue (qui existera

toujours ci-dessous) par la minuscule correspondante. La densité d’un noyau composé
C = AB est notée

c=ax*b avec c(:c,y):/a(a:,u)b(u,y)du

On pose de méme Af =ax*f = [a(.,y) f(y)dy.



588

On désigne par € un nombre > 0, par T. le temps de rencontre du complémentaire
del'intervalle [—¢,+¢] , par Mf lafonctionnelle multiplicative I (T.<t}> Par Qi f ()=

E*[f o WyM§] le semi-groupe tué. La densité de probabilité admet pour £ = 1
Pexpression explicite

(2.1) g (z,y) =Y e () ri(y)
k=1

avec A\, = k?72/8 et ri(z) = sin % (2 4 1). On a ensuite la forme générale

oo

1 _ 2 1
(2:2) G@y) = = D (D)D) = S ayeala/e v/ e) -
k=1

Il est possible de calculer le développement en chaos de la v.a. f(W;) M{ : un calcul
analogue a été fait dans le Sém. Prob. XXI, p.22-23, et nous ne le referons pas en détail.
Recopions en le résultat, en omettant par endroits la mention de t ou € pour alléger.
Le n-ieéme coefficient du développement en chaos de f(W;) My vaut, en désignant par
Rsf la dérivée en = de Q' (z,f) ('opérateur R; est un noyau, mais non positif)

gE(tlv-'atn) = Qtl(O’RtT—tl .. -R't—t,,,f) .

Le cas qui nous intéresse est t =1, f =1.

Dans une premiere étape, on considére une seule intégrale stochastique multiple
F = I,(fn) d’ordre n, (étendue au simplexe croissant X, ). On se propose d’étudier
Pexistence de la limite

(2.3) L = tim ELEM]

lim ST = B L LIW D <<

On peut se borner au cas ou n est pair. Sinon, : la symétrie w — —w sur l'espace
de Wiener préserve M§ et change F' en —F, donc ’expression a calculer est toujours
nulle.

Toutefois cet argument s’applique seulement au calcul de la valeur en 0, que se passe-t-il
si ’on fait une translation?

Le dénominateur est connu (et peut aisément se déduire du calcul de ¢f )
4
(2.4) E[M:] ~ ;e—M/f—" .

D’apres ce résultat, et le développement en chaos de M§ ci-dessus, on peut aussi bien
écrire

(2.5) L =tim, M/ / Fltrreee s tn) ge(trye e stn) dty ... dbn
Zn

(2.6) ge(ti, - stn) = gy, je2 * qztz—tl)/ﬁz XLk q'(l_t”)/ez(a:, y) *1(0) .

3. Le terme principal. Nous allons montrer que le calcul de la limite (2.6) se ramene
a I’application d’un certain procédé d’approximation explicite.
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Nous considérons deux systémes orthonormés (ce ne sont pas des bases) dans L*(IR),
u(e) = /B T(e/e) (K2 1), pile) = (1/VE) Fula/e) (k > 0), avec
. kw ~ kw
(3.1) k(%) = I{|z|<1} sin 7(.1: +1), Tk(z) = Ifjz|<1) cos 7(::: +1).
Notons la formule
(3.2) /ﬁk(x) pe(z)dz =0 si k=~€(mod2), =4L/w(£ — k?) sinon.
Dans ces conditions, on peut écrire (en omettant ¢ de ¢§ pour alléger)

@jer = 2 pa(2) k()

(3:3) k 2
Gijes =D e 5y (2) pily)

Nous posons ensuite
@ = e_’\‘t(a +b), q= c—'\‘t(a’ + b))

ol a, a' viennent du premier terme de la série correspondante (et ne dépendent pas de
t), tandis que b; ou b} désigne le reste. Ainsi

a@,9) = p(@)pv),  d(z,9) = 5= 7=) ply) ,

bi(z,y) = 3,5, €M () plv)

—Qr=At b
bi(ev) =3 hsp Wt == (@) p(y)

Dans I’expression (2.6), on décompose ainsi ¢ et chaque ¢, et on développe le produit.
On a d’abord en facteur e=*1/€* qui est de I’ordre de grandeur du dénominateur. On
recherche alors le terme principal de la somme, celui dont la décroissance est la moins
rapide lorsque € — 0 (pour l'instant, nous faisons un calcul formel, dont la justification
sera indiquée ensuite). Du fait que a*a’ = a'*d' = 0, et que b, Je2 commence par un
terme en e~ (Az—A)t/e? , on doit placer le plus grand nombre possible de termes en a
ou @, mais non consécutifs. Le terme principal est donc, pour n = 2m pair, la valeur
en 0 de la fonction

_ 2
(3'4) e Mfe ax bétz-—tl)/e2 * al oo ¥ bztn—tn—l)/s2 *a’, *1

(composition de n + 1 termes). Revenons alors & la limite & calculer. L’exponentielle
en téte est la méme qu’au dénominateur. Nous remarquons que a' *1 vaut % VEDL, le
coefficient 4/7 disparaissant avec celui du dénominateur. Il nous reste donc 3 trouver
la limite de I’expression suivante

e—0

lim/): fn(tl,...,tn)je(tl,...,tn)dtl...dtn

. u ~
Je(t1y--stn) = ()™ Ve p1(0) /Pl(xl)bitz_tl)/ez(xl,wz)P1($2)Pl(532)bth_ta)/sz---

e b,(t,.—t,._‘)/e’(xn-l’ Tn) p(zn)dzy,...,dc, .
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Le coefficient en téte provient des termes en a’, et le suivant vaut 1. Nous revenons &
lintervalle [—1,1] en introduisant les fonctions

Bz y) =D s, €M (@) ri(y)
o(t) = —x / ri(z) i, y) 71 (y) dady

(le signe — pour rendre ¢ positive!) et alors 'expression & calculer s’écrit

(35 deltayeenstn) = ol = )/ p((tn — tuea) ).

Ceci va nous donner A la limite la formule (1.1) avec une interprétation de la trace par
régularisation. On peut calculer explicitement

(3.6) POEDD (k2_1)2 o~ (k?=D)w3t/s

k>2
k pair

Carmona et Nualart vérifient par un calcul direct que [;° ¢(t)dt =1 — ce qui pourra
aussi se vérifier sans calcul, lorsque nous aurons montré que le terme étudié est vraiment
le “terme principal”.

4. Majoration du reste. Il faut maintenant justifier rigoureusement ce fait. Carmona
et Nualart utilisent pour cela une forme raffinée de I'inégalité de Young. Nous allons
voir ce que peut donner ici un lemme tout & fait élémentaire, dont la démonstration est
laissée au lecteur.

LEMME 1. Soient (pi) et (py) deux familles orthonormées dans L?, et G I'opérateur
associé au noyau

9(z,9) = ), ak k(=) Pk(y)

Alors la norme |G|,, de G comme opérateur de L?* dans L? vaut au plus
supy lax|, et sa norme ||G|,, comme opérateur de L* dans L™ vaut au plus

sup,( S | axpe(=) [ )2

Nous avons & montrer que tous les termes (en nombre fini) du type suivant tendent
vers 0

(4.1) / Faltiyeeostn) he(tiyen . tn)dty ... dtn
Zn

ot he est un facteur, autre que le terme principal considéré plus haut, dans le
développement (cf. (3.4))

(a+ by je2) *(d' + b,(t,—t,)/ez) *...x(d + b'(t”_t"_‘)/e,)*(a' + b’(l—t)/ez) *1(0) .

Nous allons montrer que he tend vers 0, non dans L?(X,) mais dans certains LP avec
p < 2, ce qui exigera que f,, appartienne & I’espace LY conjugué.
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L’idée de la majoration est simple : chacun de ces termes peut s’écrire sous la forme
U * Uy *...upn *1(0), et se majore donc (avec les notations du lemme) par

(42) 20 laoo l w1 llz - - Nwn flz 1211,

ou la derniére norme concerne l'intervalle [—¢,e], et vaut donc v/2¢. Nous allons
commencer par estimer les normes en question. On désigne par C une constante
universelle, dont la valeur importe peu et qui change de place en place. On a d’abord

1

(4.3) @l < supzlpa(z)|=1/ve, |ld|l,, < p

Ensuite, pour a > 0 (on aura en fait a € [0,1] )

! —~Ck3t/e? 1 o —Clitfe?
101,00 S—\/"E(Zke Ck*t/e? y1/2 < '{/"E(Zkk e~ Ok e y1/2

(4.4) <cC % ( /oo m“e‘C‘”’/ezdz)l/z < Csa/zt—(1+o:)/4 .
0

Il est intéressant de noter que la derniére constante C' peut étre choisie indépendamment
de a € [0,1]. On a enfin

c An2eo2
" b't/ez ",, s ‘; supk22 ke Ck?t/e

En recherchant le maximum de ze™%*’ pour u = —Ct/e?, puis en utilisant I'inégalité
¢™® < Cz™%, on obtient (toujours avec C indépendant de o € [0,1] )

E _Ce? C & -
(4.5) I8ea ll2s < C e/t < = ()17
Enfin, le dernier ingrédient de la démonstration sera le fait que pour aj, ... ,ap > —1,
Pintégrale suivante est finie

/ (51— 8)% (53— 81)% ... (¢ — ) *+ dsy ... ds
8<8:1 <. <8<t
(4.6) = C(t— s)t-Fornth

Plus précisément, si les a; sont pris dans [0,1], la constante C est majorée par 1/k!.

Pour illustrer le raisonnement, nous allons d’abord traiter le cas du second chaos,
ou l'on rencontre, en omettant le terme principal et les termes nuls, quatre termes &
majorer

Jl =Qa* bzt_s)/ez * bzl-—t)/e’ * 1(0) ) Jz = 3/52 * a' * bzl—t)/ez * 1(0) 5
/
Ty =byjer*by_ g 1ca*a' ¥1(0),  Jy= by/er * bzt—s)/e’ * bzl—t)/e’ *1(0) .

Ces quatre intégrales sont dans tout L? avec P < 2, et par conséquent il suffit que le
coefficient chaotique f(s,t) appartienne & L9 pour un ¢ > 2.
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Nous traiterons les cas typiques J; (contenant a) et J3 (contenant b). Le majorant
auquel on est conduit pour J; vaut

C 1, ¢
Veet—s
L’intégrabilité de JP(s,t) revient donc & trouver a tel que —p(l —a) > —1 et

4(1—a)—2 > 0, inégalités compatibles si p < 2. Pour J3 nous utilisons deux exposants
différents B,a > 0, et nous avons le majorant

2
)l—a ( 1‘1 s)l—a \/E = 064(1_a)—2(t _ s)l-—-a(l _ s)l—a

Pz 11 &2
S0/t e ¢ (t —s

)l—a \/6- — Ceﬂ/2+2(1—a)—3/2 s—(1+ﬂ)/4 (1 _ t)—(l—a)

Les conditions & imposer sont alors (/2 — 2a + 1/2 > 0, —p(1 + B)/4 > -1,
—p(1 — @) > —1. Elles sont compatibles si p < 2, en prenant S~ 1 et a ~1/2.

L’idée est la méme dans le cas général. Il y a deux types de termes a distinguer, ceux
qui commencent par a, et qui s’obtiennent tous en remplagant dans le terme principal
k (parmi les m) facteurs a’ par des ¥, et ceux qui commencent par b.

L’étude des premiers est plus simple. La majoration (4.3) de a’ est la méme que la

majoration (4.5) de b’ correspondant & a = 1, donc nous pouvons raisonner comme s’il
y avait eu un seul remplacement. Nous majorons alors les m — 1 facteurs a' par (4.3),
les m 4+ 1 facteurs b’ par (4.5), et il nous reste une majoration en

C 1 1 emva-a)
\/6_ em—l £_:m+1 Hi A%—-a

ot les indices i correspondent aux m 41 termes b’ considérés, et A; =t;4; —t;. Sion
éleve a la puissance p, on obtient (comme n = 2m) P'intégrale de la fonction

e D(i-0)=m) T A7P0~
1

et les inégalités & réaliser simultanément sont

2
p(l—a)<1l, (+2)(1—a)>n donc p<n+

dont I'exposant conjugué est 1+ 5.

La majoration des termes commencant par b est tout & fait comparable, mais il faut
utiliser la majoration (4.4) pour b et la majoration (4.5) pour b, ce qui exige (comme
ci—dessus pour J;3) l’utilisation de deux exposants § et a différents. La condition sur
p est la méme que ci-dessus, et les détails ne sont peut étre pas nécessaires.

5 Le théoréeme 3.3 de article de Carmona-Nualart affirme que pour F = Y, In(gn),
si la série 3, n!k™ || g2n |loo est convergente pour tout k > 0, et si les traces Tr™ gam
existent au sens défini plus haut, alors F(0) existe au sens de (2.3), et sa valeur est
égale A la somme de la série (1.1). Dans la notation que nous utilisons ici (gn = fn/n!),
la condition de C-N peut se récrire

kn
(5.1) En | fon ||°o;'- < oo pour tout k> 0.
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Par comparaison, si I’on cherche a étudier simplement la convergence de la série (1.1) sur
un intervalle [0,a] , on utilisera la majoration || Tr fm |loo < @] fm |loo » €t la condition
qui apparait naturellement est Y a"|| f2n [|oo/2"n! < 00. La condition (5.1) est donc
a peu prés la meilleure que 'on puisse exprimer en fonction des normes uniformes
seulement.

La méthode présentée plus haut se préte aussi a ’étude de ce résultat. Nous allons
seulement traiter ici la majoration de la somme infinie de tous les termes négligés (4.1)
— pour I’étude des termes principaux, il n’y a rien & changer au travail de Carmona~
Nualart.

Nous commengons par utiliser le fait que les constantes C dans (4.4)—(4.6) ne
dépendent pas de @ € [0,1] . Ensuite, la majoration faite plus haut pour chacun
des termes he considérés en (4.1), donne pour n = 2m une estimation des termes du
premier type (commencant par a) de la forme

Cn+1 €(n+2)(1—a)—n H A?_l
i€l

I, comportant m +1 éléments, et pour les termes du second type (commengant par b)
une majoration comportant deux exposants a, 8

o+t 6(1+ﬂ)/2+(1—a)n—-nA]—(1+ﬂ)/4 H A?—l
i€l,

I, comportant m éléments. Comme on va intégrer le produit de ke par f, dans (4.1)
en utilisant une majoration de || f || , c’est I'intégrale de h. qui doit étre majorée. Le
résultat que ’on obtient est, pour n = 2m, de la forme

2m
R
Ta m!

SiTon note alors par Ry, la somme de tous les termes négligés, en nombre au plus 2"+! |
on a une majoration de méme forme

CZm
ml

/E faRn < ll falloo

et il n’y a donc aucun probléme de convergence, sous I’hypothése de Carmona-Nualart.

Voici une derniére remarque. La fonction ¢ considérée plus haut en (3.6) a une
forme assez compliquée, mais on peut montrer sans difficulté que 1’étude des fonctions
(3.5) peut étre remplacée par celle des fonctions analogues, ot ‘e—ly(p(gtf) est remplacé

par %e"t/ €. On obtient ainsi une condition suffisante plus simple.



594

REFERENCES

[1] CarMonA (R.) et NuaLART (D.). Traces on Wiener space and the Onsager-
Machlup functional. A paraitre au J. Funct. Anal., 1992.

[2] Hu (Y.Z.) et MEYER (P.A.). On the approximation of Stratonovitch multiple
integrals. A paraitre dans le volume dédié a G. Kallianpur, Springer 1992.

Note sur les épreuves. Nous remercions D. Nualart de nous avoir autorisé a publier
cet exposé avant la parution de l’article [1]. D’autre part, il nous a fait remarquer que
les résultats obtenus par notre méthode simple sont un peu moins précis que ceux de
[1] : nous supposons fn, € LI ¢ > 1+n/2 au lieude ¢ > (14+n/4)V2).
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