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UN ARBRE ALEATOIRE INFINI
ASSOCIE A
L’EXCURSION BROWNIENNE

Romain Abraham
Laboratoire de Probabilités
Université Pierre et Marie Curie
4 place Jussieu

75005 PARIS

Le but de ce travail est la construction d’un arbre aléatoire infini qu’on peut obtenir comme
limite d’arbres associés & des processus de Galton-Watson binaires critiques en temps continu. Cet
arbre infini peut également étre relié & I’excursion brownienne, cette étude étant motivée par les
travaux récents de J. Neveu et J.W. Pitman ([NP1] et [NP2]). Cependant, nous avons choisi de
construire d’abord 'arbre aléatoire infini et d’en étudier certaines propriétés sans faire référence a
Pexcursion brownienne.

Pour tout h > 0, I'arbre binaire standard de paramétre % est ’arbre associé & un processus

de Galton-Watson (N:‘),GR+ critique de loi de reproduction binaire (0 ou 2 descendants avec
probabilité 1), & temps de vie exponentiels de paramétre %. La fonction génératrice fi(u) =

E [uP] de ce processus est donnée par:
p

1
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De maniére informelle, on peut caractériser la loi de cet arbre en disant que :

(i) le tronc a une hauteur & qui suit une loi exponentiellz de paramétre 2.

(ii) avec probabilité %, soit 1’arbre meurt au niveau a, soit il donne naissance & deux branches.
(iii) sachant qu’il y a branchement au niveau a, les deux sous-arbres issus de ce branchement sont
deux copies indépendantes de 1’arbre initial.

Comme nous ’avons dit précédemment, I'un de nos buts est d’étudier I’arbre obtenu lorsque
'on fait tendre h vers 0, tout en imposant que la hauteur globale reste supérieure & H > 0 fixé.
Mais le formalisme donné par J. Neveu ([N1]) ne nous permet pas de traiter ce passage a la
limite. La premiére partie de ce travail consistera donc & introduire un formalisme d’arbre dans
lequel on pourra représenter ’arbre limite. Ce formalisme est assez proche de celui de J. Neveu
et nous montrerons que, si nous nous restreignons a des arbres finis, il existe une bijection simple
permettant de passer d’un formalisme & I'autre. L'introduction du formalisme d’arbre fait 'objet
de la partie 1. Elle nécessite un certain nombre de notations et de vérifications fastidieuses mais
cependant indispensables pour les énoncés qui suivent.

Une fois ce formalisme introduit, nous pouvons, dans la partie 2, définir un arbre infini aléatoire.
Nous donnerons deux constructions de cet arbre, I'une directe en décrivant la distribution des
branches de la n+1-iéme génération sur I’arbre restreint a la n-iéme génération, et ’autre beaucoup
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plus intuitive en considérant cet arbre comme valeur finale d’un processus de Markov & valeurs
dans 'espace des arbres. Cette derniére construction revient & faire “pousser” 'arbre en partant
de la racine. Bien que plus naturelle, nous n’utiliserons pas cette définition par la suite.

1l s’agit ensuite dans la partie 3 d'identifier cet arbre comme limite des arbres binaires standards.
Pour cela, nous utilisons la notion d’effacement introduite par J. Neveu ([N2]) et nous montrons
que D'arbre infini, effacé sur une longueur h, est un arbre binaire standard de parametre !i" De
plus, nous présenterons quelques propriétés de ’arbre que nous utiliserons par la suite.

Nous introduisons dans la partie 4 une notion de temps local sur I’arbre. Ce temps local rend
compte, dans un certain sens, du nombre de branches présentes & chaque niveau (bien que ce
nombre soit p.s. infini) et sera construit par approximation. Le temps local au niveau a (noté L*)
est la limite quand ¢ tend vers 0 de eN¢, N¢ étant le nombre de branches présentes aux niveaux
a — ¢ et a. Nous verrons de plus que le processus (L*)o<a<H est continu.

L’arbre infini que nous avons construit est trés lié au mouvement brownien. Nous montrons dans
la partie 5 que nous pouvons le construire directement 4 partir d’une excursion brownienne. Cette
construction rejoint les travaux de J. Neveu et J.W. Pitman ([NP1] et [NP2]) qui se limitaient
4 mettre en évidence l’arbre effacé sur une longueur h dans 'excursion brownienne. On peut
également relier cette construction aux travaux de J.F. Le Gall ([LG2]) qui construit un arbre a
partir d’une marche aléatoire et inversement. Nous expliquons aussi comment on peut a 'inverse
reconstruire 'excursion brownienne a partir de I’arbre infini, grace au temps local sur I’arbre étudié
dans la partie 4. On obtient ainsi une nouvelle méthode (peu économique!) de construction du
mouvement brownien réel.

Il serait intéressant de pouvoir relier ’arbre aléatoire infini du présent travail et celui qu'a
introduit D. Aldous ([A1] et [A2]) qui est également limite d’arbres discrets. Notre arbre infini est
cependant différent de celui d’Aldous en ceci qu’il correspond a I’excursion brownienne de hauteur
fixée, alors que ’arbre d’Aldous se rattache & I’excursion de longueur fixée.

Une application possible de cet arbre aléatoire infini est de Dlinterpréter comme arbre
généalogique des superprocessus : voir notamment [LG1] et [LJ].

I L’ESPACE DES ARBRES.

1/ L’espace des arbres.

Dans ce formalisme, proche de celui de Neveu ([N1]), un arbre sera défini par ’ensemble de
ses nceuds auxquels seront associées certaines marques : 'instant de naissance de la branche, sa
durée de vie et sa position par rapport 3 la branche mére. Un nceud sera une suite finie d’entiers.
Comme dans [N1], définissons d’abord I'ensemble des nceuds, respectivement I’ensemble des nceuds
marqués :

u=Jwmn, u=J ()" xRy x R} x {1,2}),
nelN ne€lN

ol on a posé par convention (IN*)° = {#}.

Un élément générique de U sera noté (u, 8,7, £) ol u € U°, B représente l'instant de naissance de
u dans la vie de son pére, v la durée de vie de u et ¢ la position de u par rapport & son pére (si
§= 1,0 u se branche a gauche de son pére, & droite si £ = 2). De plus, on note p la projection de &
sur YO :

V(uyﬂ"Y,E)eua P(u,ﬂ»‘/,f)=u-

Siu=u...u, € U° on note |u] = p, si de plus v = v;...v, € U°, on note uv la suite
uy1...upv;...vg. Enfin, on note v < u <= 3w € U°, vw =u.
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Nous pouvons alors définir I'espace des arbres.

Définition: soit w un sous-ensemble de U tel que la restriction de p 4 w soit injective. On peut
alors noter pour tout u € p(w), (, fu(w), Yu(w), éu(w)) I'unique élément de w dont la projection
est u.

On dit que w est un arbre si les conditions suivantes sont satisfaites :

(5) 55 D € pluw), Bo(w) = 0 et £g(w) = 1.

(i) Vu € U°, Vj € IN*, uj € p(w) => u € p(w).

(3%3) Yu € p(w), vu(w) € N, Vj € IN*, uj € p(w) <> j < vu(w).
(iv) Vu € p(w), Vj < vu(w), Buj(w) + 7uj(w) < 7u(w)-

ﬂ“i(w) < ﬂuj'(w) si "/..j(w) = 7“,-,((‘;)
Yuj(w) > Yuj(w) sinon.

(v) Vu € p(w), ¥}, j' < va(w), j < j' => {

On note 2 'ensemble de tous les arbres.

Les conditions (), (ii) et (iif) sont proches de celles introduites par Neveu ([N1]) sauf qu'ici,
le nombre v, peut-étre infini (une branche peut avoir une infinité de fils). Notons aussi que
nous n’excluons pas le cas ol w est 'arbre vide. En dehors de ce cas, la condition (i) entraine
que § € p(w). La condition (iv) signifie que chaque individu meurt avant son pére. Il s’agit
d’une condition importante pour le type d’arbre que nous voulons considérer. Enfin, la condition
(v) signifie que les branches issues du méme pére sont rangées par ordre décroissant de hauteurs.
Cette derniére condition simplifiera certaines constructions, notamment la définition de 'opérateur
d’effacement.

P
Siu=1u;...u, € p(w), on note f,(w) = Z Bu,...u;(w) qui représente I'instant de naissance de
i=1
u dans la vie de ’ancétre commun @.
Notons () 'ensemble des arbres n’ayant que des branches de génération inférieure a n :

Qny = {w € Q, Yu € p(w), |u| <n}.
Nous pouvons alors définir la projection II,, de  dans Q(n):
Yw € Q, H"(w) = {(u’ ﬂy'Y, 6) €w, |ul < n}

qui correspond 2 la restriction de I'arbre w a la nitme génération.
Pour tout u € U°, notons 2, ’ensemble des arbres qui contiennent le nceud u:

Vuel®, Q,={weq, ucepw)}.

Alors, pour tout u € U°, nous pouvons définir 'opérateur de translation Ty sur Q, a valeurs dans
Q par:

Tﬂ(w) = {(0’ 0, 7u(w): 1)} U {(”’ ,Buv(w)v 'Yuv(w)a £uv(w))1 uv € p(w)y v # 0} .

T.(w) représente le sous-arbre de w issu du nceud u.
On généralise cet opérateur en posant, pour tout u € UC et tout t > 0:

Que = {w € Qu, Bulw) St < Bulw) + )}
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puis
Voo € Qur Tua(w) = { (0,0,72(0) = (= Fu(w), 1)}
U { (Suli), Busw) = (¢ = Bu(), 1ai(w), £uiw)), § € IV*,
i S 1), Builw) > 1)
U { (Fu0)s Bus(): Fu(®@),€u(®@)), w0 € p(w), Buw(w) > 1, o] 2 2}

ol on a posé -
Vi < vu(w) fuu(i) = Card {j < i, Buj(w) >t}
et
Vo =v;...0, € p(w), fuu(v) = fu(vi)v2...vn.
Cette fonction permet de renuméroter ’arbre en oubliant les branches situées en-dessous du niveau

t.
L’opérateur T, ; est alors bien défini sur Q, , et représente le sous-arbre de w issu de la branche u
au niveau t. Nous avons alors:

Yu e U°, Yw € Q,, Tu(w) = Tu';-(w)(w).
Enfin, nous munissons  de la tribu F engendrée par les (Q,,u € U°) et les applications
BuyYus€u; v € u.
2/ Distance entre deux arbres, arbres réguliers.

Soient w,w’ € Q. Posons

H(w’w') = {u € pw)N p(w'); u(w) = Eu(w,)}

puis
T(ww)= sup |ru(w) —7u(w')]
u€ll(w,w’)
Y(w,w')=  sup [ru(w)l
u€p(w)-T(w,w')
P(ww)=  sup lru(w')l
u€p(w')~M(w,w’)
ﬂl(w,w')= sup  |Bu(w) — Bu(w')|
u€ll(w,w’)
et enfin

d(w,w") = sup (7l(waw')v '72(“”“’1)5 73(“”“’,)1 ﬁl(w’ w')).
On vérifie que d est une distance sur Q.
Soit Q2 Pensemble des arbres finis. On note Q! ’adhérence de 2 dans . Observons que
(2, d) est métrique séparable puisque 2/ est clairement séparable.
Introduisons l'opérateur d'effacement. Soit h > 0 et w € Q tel que H(w) = vg(w) > k. On

définit
E"(w) = {(u’ﬂu(w)r'h(w) - h,Eu(w))’ u€ P(w)a 7u(w) > h} .

1l est clair que Ej(w) est un arbre. L’application w — Ej(w) (définie sur {w, H(w) > h}) est
continue et de plus d(Ej(w),w) = h donc en particulier

lim d(Ep(w),w) = 0.

Enfin, w € Q' si et seulement si, pour tout h > 0, Ex(w) € /. En effet, on vérifie aisément que si
w' est un arbre fini tel que d(w,w') < h, on a p(Ex(w)) C p(w').
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On dit que l'arbre w € Q' est régulier si

Bu(w) >0

(i) pour tout u € p(w), u # 0, {ﬂ.,(w) + 7u(w) < 7a(w),

ou @ désigne le pére de u;

(i1) pour tout u € p(w), les nombres f,j(w), j < vu(w) sont distincts.

On note Q" 'ensemble des arbres réguliers; Q" est un sous-ensemble mesurable (non fermé) de
Q. Les arbres aléatoires infinis que nous considérerons seront toujours, avec probabilité un, des

arbres réguliers. On pose
Q=0 nqs.

Observons que, si w € Q" et h < H(w), Ex(w) € Q7.
Nous verrons dans le paragraphe suivant qu'on peut établir une correspondance bijective entre
les arbres de 2"/ et les arbres binaires du type usuel.

3/ Relations avec les arbres binaires.

Introduisons briévement un cas particulier du formalisme développé dans Neveu [N1] :
I’ensemble des nceuds, respectivement des nceuds marqués est :

=12, v={ {12 xRy),

nelN nelN

avec la convention {1,2}° = 0.
Un élément générique de V est noté (v,n) ot v € V°, 5 représente la longueur de la branche. On
notera p'(v,n) = v. Un arbre A dans ce formalisme sera un sous-ensemble fini de V vérifiant :

(1)' La restriction de p’ & A est injective. Nous notons alors A = {(v,n,,(A)), vep (A)}

(#) Yo € V°, Vj € {1,2}, vj € p'(A) => v € p'(A).
(#i)' Yo € p'(A), ou bien vl € p'(A) et v2 € p'(A), ou bien vl ¢ p'(A) et v2 & p'(A).

Remarquons encore que si A # 0, alors § € p’(A) d’aprés (i)'
Nous notons, pour tout u € p'(A),

Su(A) =Y nu(A)

v#u
S;(A) = Z No(A) = Su(A) + Nu(A)

v<u

H(A)= sup S,(A)
u€p(A)

7.(A) le sous-arbre issu du nceud u.

Nous notons A espace des arbres dans ce formalisme. A est muni d’une distance d' définie de
facon analogue a d :

dAAN)=sup(  sup  Inu(A)=m(AD,  sup  Ino(A),  sup  |nu(A")]).
vep' (M)Mp'(A) vep (A)=p'(A) vep' (A)—p'(A)

L’arbre A est dit régulier si
Yu € p'(A), si ul,u2 € p'(A), ona  H(ru(A)) # H (u2(A))
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autrement dit si les deux sous-arbres issus d’une méme branche ont des hauteurs différentes.
Soit A" I'ensemble des arbres réguliers dans ce formalisme. A" est un sous-ensemble mesurable de

A

On peut alors définir une bijection bimesurable ® de A" sur 27/, de la maniére illustrée sur la
figure.

22 2

A D(A)

Dans cet exemple, les branches @, 2, 22, qui sont les ascendants de la branche la plus haute
de A, sont agglomérées pour donner la branche § de $(A). De méme, les branches 11 et 1 sont
agglomérées pour donner la branche 1 de $(A).

On peut définir & et 3! de facon plus rigoureuse de la maniére suivante:

a) Description de ®.
Nous allons décrire ® par récurrence sur le nombre de nceuds que contient I’arbre A que ’on
considére.
Pour Card p'(A) =1, p'(A) = {0} et nous posons alors ®(A) = {(8,0,n4(A),1)}.
Supposons que nous ayons construit & pour n’importe quel arbre contenant moins de n nceuds et
soit A un arbre contenant n + 1 nceuds.
Soit u = u;...u, le nceud de p'(A) pour lequel H(A) est atteint (ce nceud est unique grace 4 la
propriété de régularité de A). On définit alors:
vs(®(4)) =p
70(8(4)) = H(A)
et on compléte la description de $(A) en donnant les sous-arbres T;(®(A)) pour
k=1,...,p, les instants By et les marques {; correspondants. On définit une bijection k — j(k)
de {1,2,...,p} dans {0,1,...,p — 1} en imposant, pour tous &, k' < p
H(Tul...uj(g)7;(k)+1(A)) = H(T"l---'l,’(gl)?j(gl).n (A)) et j(k) < J(kl)
k<k = ( ou
H(T"I"-“J'(E)T‘-j(k){-l(A)) > H(Tul...u;(k:)i}(.l)“(A))

ol on note 7 = 3 — j. La fonction j(k) permet de renuméroter les nceuds de ®(A) pour que la
condition (v) soit vérifiée. Alors

Be(B(A)) = Sy, . ujuy(N)

&(2(A) =T

T; (Q(A)) = q’("'up..u;(g)i'j(n)-n (A))
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bien défini d’apres ’hypothése de récurrence.

b) Description de ®~1.
Nous allons décrire ~! par récurrence sur le nombre de nceuds que contient I'arbre w.

Pour Card p(w) = 1, on pose
7' (w) = {(9,79(w)) } .

Supposons que nous ayons construit ! pour tout arbre contenant moins de n nceuds et soit w un
arbre contenant n + 1 neeuds. Soit j < vg(w) tel que Bj(w) =.<ini(' ) Bi(w) (ce j est unique grace
1Sy (w,

aux conditions de régularité). Alors on peut caractériser ®~(w) par

79(27'(w)) = Bj(w)
7 w) (27 (W) = 27 (T5(w))
ng (w) (‘I’_l(“’)) =¢~! (Tﬂ.ﬁ; (w)(“’))

bien définis grice & I'hypothése de récurrence.

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que ® et ®~! sont inverses I'une de l'autre et
mesurables. De plus, on voit assez facilement que ® est continue en tout arbre A tel que les
hauteurs H(ru(A)), u € p'(A) sont distinctes.

Pour tout & > 0, on note Z,(dA) la probabilité sur A (ou sur A") qui est la loi de ’arbre binaire
critique & temps de vie exponentiels de moyenne h. On peut caractériser =, par les propriétés
suivantes :

(i) B € p'(A), En p.s., et Zx(p'(A) = {0}) = 1,
(ii) ng(A) suit sous =, une loi exponentielle de moyenne h, et est indépendante de
{rmy=®},
(iii) conditionnellement a {p’(A) # {@}}, les deux arbres translatés 71(A) et 75(A) sont
indépendants, de loi =, et sont indépendants de ng(A).

Posons Z}(dA) = Ex(dA|H(A) = 1). L'un de nos objectifs est d’étudier la convergence de =
quand h — 0. Pour que cette convergence ait un sens, il est nécessaire de changer le formalisme
d’arbre & ’aide de 'application ®. Nous verrons que, quand h tend vers 0, les probabilités &(Z}),

qui sont portées par Q/, convergent vers une loi Wy (dw) portée par Q7, qui est la loi de 'arbre
aléatoire défini dans le paragraphe suivant.

II ’ARBRE ALEATOIRE.

Nous allons construire maintenant un arbre aléatoire infini Xy ou plus précisément une
probabilité Wy (dw) sur (Q,F) qui ne chargera qu'une certaine classe d’arbres. On fixe un réel
H > 0 et on se donne pour tout u € 4° une mesure de Poisson N*(df dy df) sur ]0,00[*x{1,2}
d’intensité 4

24
w(dp dy dt) = dp— (5:(dE) + 65(de))-

On suppose que les mesures de Poisson (N*, u € U %) sont indépendantes.
On définit alors un arbre Xy par récurrence, génération par génération. On pose d’abord :

HO(XH) = {(0a0’ Ha 1)} .
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Supposons que 'on ait défini II,(Xn).
Alors, pour tout u € p(H,.(X H)), on peut écrire p.s.

oo
u = b(gu ~u gu
][ﬂ+'15'1u (“-(Xu))N (df dy dt) ; (B )
de fagon que y§ > v¥ > ... > > ...
On pose alors

Hn+1(XH) = Hn(XH)U {(ui,ﬂ:"'ﬁ‘,ﬁ:‘)’ u€ n"(XH)7 lu| =n, i€ N‘}

puis
Xu = |J Oa(Xn).
nelN

La loi de ’arbre Xy est notée Wy (dw). C’est une probabilité sur (£2, F), dont nous verrons qu’elle
est portée par 2". Ce dernier résultat sera clair lorsque nous aurons vérifié que pour tout h > 0,
Parbre E(X y) est p.s. fini. Remarquons que par construction,

o Xy)=U’ ps.

Remarque: si pour tout A > 0, on pose fa(w) = {(u, A\Bu(w), MYu(w), £u(w)); u € p(w)}, nous
avons

(Wy)=Wyn

(un arbre de hauteur AH suit la loi d’un arbre de hauteur H dilaté par un facteur A). Cette
propriété découle facilement de la forme de la mesure pu.

A partir de cet arbre, on peut définir un processus (X, t € [0, H[) & valeurs dans 7 :
Xy est P’arbre vide et

Vt € [0, H[ X¢ = EH-((XH).

Les propriétés de l'opérateur d’effacement entraine que (Xi)ie[o,n| Posséde la propriété de
Markov (& t fixé, X, contient autant d’informations que (X,, s < t)). On peut donner une
caractérisation markovienne de (X;) en décrivant I’action de son générateur infinitésimal étendu
sur une classe convenable de fonctions. On se restreint & des fonctions de la forme

(I)(w)—'—' H ﬂou(ﬂu(w)a'h(w)vﬁu(w))

u€p(w)

ou les fonctions ¢, sont de classe C!, bornées sur (IR} )3, toutes égales & 1 sauf un nombre fini
d’entre-elles, et telles que ¢g(0,0,1) = 1.
Alors, si pour tout s € [0, H[, on définit 'opérateur G, par :

w)= Opu w w w d(w)
G, %(w) ..e% 3 (Bul)s 1a(w), Eul ))Mﬂu(w)m(w),&(w))
1 Yu(w)
"'m Z /0 4y (Pu(w)([®0,1) + a(w)(¥,0,2) — 2)&(w)

u€p(w)

on 1i(w) est le premier descendant de u qui ne soit pas dans p(w), le processus

B(X,) - /0 *.8(X.)ds



382

est une martingale sur l'intervalle de temps [0, H.

La forme du générateur s’interpréte comme suit : sur lintervalle [s, s + ds], on allonge toutes
les branches d’une longueur ds, et avec probabilité

-(71-3—3)27,,(){,)&6,

on crée sur la branche u une nouvelle branche de longueur 0 et d’instant de naissance f8
uniformément réparti sur [0, 74(X,)], le c6té de branchement étant équiprobable.

Cette caractérisation markovienne constitue sans doute la description la plus intuitive de I’arbre
X . Comme nous ne I'utiliserons pas par la suite, nous en laisserons la vérification au lecteur.

IITI PROPRIETES DE L’ARBRE.

11 s’agit maintenant d’étudier les propriétés de la loi de ’arbre aléatoire infini et en particulier
de relier cet arbre aux arbres binaires standards introduits a la fin de la partie 1. C’est 'objet
du théoréme 3.1. Ensuite, nous en déduirons diverses propriétés de ’arbre infini. Tout ce qui va
suivre repose en fait sur le théoréme suivant :

Théoréme 3.1: pour tout h < H, Ex(Why) est portée par I’ensemble des arbres finis, et on a
Pégalité:
h/c0 ﬂ@'l (Ex(Wh))(dA) = Ex(dA)
. W(WH ==&y .

Remarque: E(Wp) est la loi de l'arbre effacé Ep(Xpy) = Xp_p. L’égalité du théoreme
s'interpréte en disant que 1’arbre ®~1(Xg_3), qui est p.s. fini, est un arbre binaire standard de
paramétre -;i conditionné A avoir pour hauteur H — h.

Comme conséquence du théoréme, on retrouve aussi le fait que la loi de H(A) sous = A (dA) a pour
densité

LI
HO T )
Démonstration: par construction,
{i € N*,7j(w) > h}

est fini p.s. sous Wy(dw). Ceci permet de définir :

T(w) = {i:i{)ﬂj(w);'yj(w) >h} >0 si{j,7(w)>h}#0

sinon.

L'instant T'(w) est le premier point de branchement sur le “tronc” de w d’une branche de hauteur
plus grande que h. Cette branche est notée j(w).
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* dH
Lemme 3.2: sous la probabilité Qu(dw) = h 71—2“’”(dw), on a:
h

Qu[T(w) = +eo] = 5.

De plus,

-conditionnellement & {T(w) = +00}, Yg(w) — h suit une loi exponentielle de moyenne 2
-conditionnellement & {T(w) < +00}, les variables £;(.,)(w) et T(w) sont indépendantes,

1
Pltjw(@) =1] = P[§ew) =2] = 5,
T(w) suit une loi exponentielle de paramétre -,"}, enfin, le couple d’arbres
(To.T(u)(w)f—"j(w)(w))

suit la loi Qu(dwy) ® Qi(dws) conditionnée par {H(w) > H(wz)}, et est indépendant de
(T(w), &)

1l est facile de déduire du lemme que 'arbre Ej(w) est fini p.s. sous Qj(dw). En effet, on a
Card Ej(w) =1 si T(w) = +00. D’autre part, conditionnellement & {T(w) < oo},

Card Eh(w) = Card Tﬂ,T(w)(w) + Card I}(w)(w)

de sorte que Card Ej(w) a pour loi conditionnelle la loi de la somme de deux variables
indépendantes, qui suivent chacune la loi (non conditionnée) de Card Ej(w) sous Qa(dw). 1I
est facile d’en déduire que la fonction génératrice ¢()) de Card Ep(w) vérifie:

P() = 5+ 30(0?

d’ou

e(N)=1-vV1-X

et en particulier Card Ej(w) < oo p.s.

De plus, le résultat du lemme entraine que sous Q4(dw), ’arbre ! (Ex(w)) posséde toutes les
propriétés caractéristiques de 1’arbre binaire standard de parametre % Le résultat du théoréme
découle donc du lemme.

Démonstration du lemme: nous commencons par calculer, pour H > 0 fixé et pour r € [0, H—}],
Wh(T(w) > r). L'événement {T(w) > r} coincide avec I'événement {il n’y a pas de branche sur
la branche § de hauteur supérieure & h entre 0 et r } et donc,

Wy (T(w)>r) = e—H(A)

ol A= {(1377’6) € (R_“_)2 X {1’2}1ﬁ+7 < H"Y > haﬁ < 7'}-
Donc,

Wi (T(w) > r) = exp— / w(dB dy d)Tip<ryLiy>m) Lipar<n)

_ H 2 27'
=\#-r) P 7%
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En particulier, en prenant r = H — h, on trouve

Wh(T(w) = +o0) = (%)2 exp2 (1 - -Ig-)

d’ou
*®dH

Qu(T(w) = +00) = h A Wi (T(w) = +00) = _;_

De plus, pour z > h,

i WH (T(w) = +o00) = 3 exp —2Z

Qu(H(w) > z,T(w) = +o0) =h :

ce qui montre que conditionnellement & {T(w) = oo}, H(w) suit sous @ une loi exponentielle de
moyenne 3 b " d’ol la premiére partie du lemme.

Pour la seconde partie, on commence par déterminer la loi du couple
(T(w), H(w) — T(w)) sous Qu: pourr >0 et z > h,

=<}

Qu(HW) - Tw) > 2,T(w) > 1) = h%{I;WH(" <T(w) < H-1)
- [ (( :) e (-25) - (£) e (255))
=G‘$>“’i

Cette formule entraine que, sous @) conditionnellement & {T'(w) < +o0}, T(w) et H(w) — T(w)
sont indépendantes, T'(w) suit une loi exponentielle de moyenne % et H(w) — T(w) a pour loi

h2
Qu(Hw) - T(w) > z|T(w) < ) = = — o=

pour z > h.
D’autre part, les propriétés des mesures de Poisson montrent que, conditionnellement & (H,T),
la loi de 7;(w)(w) est la mesure

1 1 \ 7 ldy
Tocwn-n\3~g-7) 7

11 découle de ces remarques que la loi du triplet (T(w), H(w) — T(w), ¥j(w)(w)) conditionnelle-
ment & T < oo est caractérisée par:
-T(w) suit une loi exponentielle de moyenne ;
-le couple (H(w) — T(w), 'yJ(w)(w)) est indépendant de T(w) et a pour loi la loi de
(sup(Ul,Ug),mf(Ul,Ug)) ou U, et U, sont indépendantes de loi

d
Lsahs 14

Pour compléter la preuve du lemme, on observe que grice & notre construction et aux
propriétés des mesures de Poisson, le couple des arbres translatés (To,7(w)(w), J(u)(w)) est,

conditionnellement &
{H(w) = T(w) = Hy, Yj(w)(w) = Hz}
indépendant de (T(w), £;(w)(w)), et de loi conditionnelle Wy, ® Wh,. 1
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Pour tout H > 0, notons Zf/(dA) = Z,(dA|H(A) = H). Remarquons que la famille
(EH,H > 0) n'est a priori définie qu’a un ensemble de valeurs de H de mesure nulle prés. En
fait, on se convainc aisément qu’on peut choisir Zf de fagon que H — =} soit continue (pour la
topologie de la convergence étroite des mesures sur (A, d')) ce qui définit =7 sans ambiguité pour
tous H,h.

Corollaire 3.3: on a

—Hy (©)
Q“"‘:h '.—;WH.

Démonstration : on peut réécrire I’énoncé du théoréme 3.1 sous la forme

*® dH ® dH
h 3" (Ey(W, =E) = h/ —

(1]
wir

il en découle que, dH p.p.,
%! (E;.(WH.H.)) = Eg

ou encore
Ex(Wh4n) = 8(EY)  dH —pp.

Grice aux propriétés de continuité de & mentionnées ci-dessus, I'application H — Q(Eg ) est
continue. D’autre part, I'invariance des mesures Wy par changement d’échelle entraine aussi que
Ew(WH4n) dépend continument de H. On obtient ainsi, pour tous H > 0, 2 > 0,

En(Waa) = (E]).
En utilisant 4 nouveau I'invariance par changement d’échelle de Wy, on obtient que

Ev(WHin) P Wy

ce qui donne le résultat voulu. []

Théoréme 3.4: Soient H > 0 et a,b avec 0 < a < b < H. Pour tout w € Q, notons

Uab(w) = {u € p(w), Bu(w) < a < b < Bu(w) + 7u(w)}
N, p(w) = Card U, p(w).

Sous Wy(dw), P'arbre Ty o(w) a pour loi Wy _, et est indépendant de
{Tua(w),u € Uap(w) - {0}}.
De plus, conditionnellement 4 {N,4(w) = n + 1}, Ia loi de la famille

{Tua(w),u € Usp(w) - {0}}

est la loi de n arbres indépendants de méme loi donnée par

1 1 \7! fH-e gy
H—a __ —— hatnd)
boa = (b—-a H—a) /,,_,, e
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Remarque: il est essentiel de ne pas introduire d’ordre parmi les arbres

{T,,,,,(w),u € Ua,b(w) - {0}}

Quand nous parlons de la loi de cette famille, il s’agit d’une probabilité sur les sous-ensembles de
cardinal n de 2, et non sur Q".

Démonstration : on va utiliser I'opérateur d’effacement et ’application ! pour se ramener &
une propriété des arbres binaires. Pour A € A, on pose:

Tas(A) = {u € p'(A), Su(A) < a < SL(A), H(Tuu(A)) > b—a}.

Si w est un arbre de hauteur plus grande que b+ h, on vérifie que

{<1>-l (T.,,.,(E,.(w))),u € Ua,,,(E,.(w))} = {-r (<1>-1 (E;.(w))),v € ﬁa,b(Q‘l(Eh(w))) }

D’aprés la propriété de branchement, sous la loi = 5 (dA) et conditionnellement 3
{Card U, y(A) = n}, la loi de
{rv.a(A),v € Uap(A)}

est la loi de n arbres binaires indépendants de loi

H _n

- *® d
H%(.|H>b—'d)—(h+b—a)£_amu%.

En utilisant le théoréme 3.1, on trouve que sous la probabilité Q4 4, la famille

{o (T,,,..(E;.(w))),u € Ues(Er(w))}

suit conditionnellement & {N,3(Ex(w)) = n} la loi de n arbres indépendants de loi

® JdH _jg
(b= [ et

En faisant tendre h vers 0 et en utilisant le corollaire 3.3, on obtient que sous @(dw), condition-
nellement & {N,3(w) = n},

{Tua(w),u € Uap(w)}

suit la loi de n arbres indépendants de loi
* dH
b—a / —Wh = Qy—a.
( ) e H? b

Pour conclure, il ne reste plus qu’a conditionner par la hauteur, en observant que sous Wh(dw),

H(w)=H = a+ H(Tpq(w))
= a+sup {H(Tu,a(w)),u € Usp(w)} -

La justification du conditionnement n’est pas difficile et est laissée au lecteur. 0
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l Corollaire 3.5: Soit g3 = -H% Alors,
Wh(Nap(w) =n+1) = (1 — ¢a3)*(n +1)(qa,s)"

Démonstration: nous allons d’abord calculer la loi du couple (H(w), Na(w)) sous Qy(dw).
Grace au théoréme 3.4, nous allons pouvoir calculer la loi de H(w) conditionnellement & N, (w).
Pour v > b,

Q(Hw) S 7|Nap(w) =n+1) = P(1<§\<1}:+1 H(A;) < v—a)

= P(H(A)) s i Al a)n+1

_ (1_ b_a)n-l-l.
¥—a

ou les A; sont n + 1 arbres binaires indépendants de loi £ boa. De plus, nous connaissons la loi
de N, 3(w) sous Qp(dw). En effet, N, (w) est le nombre de branches présentes au niveau a pour
P’arbre ®! (E,,_,.(w)) qui est un arbre binaire standard de paramétre b — a sous la probabilité
Qb—a(dw). De plus, Q(dw) coincide avec Qp—a(dw|H (w) > b). Il en découle que la loi de N, p(w)
sous Q4(dw) est une loi géométrique de paramétre § :

a

Qu(Nap(w) =n+1) = (1- 2) (3)".

Finalement, nous obtenons

Qu(H(w) € dy,Nop(w) =n+1) =(n+1) (1 - %) (—Yb:_:)? (1 B :_:%) " (%)"‘h'

11 suffit ensuite de conditionner par H pour obtenir le résultat :

WH(Nap(w) =n+1) =(n+1)£b2- (1~—%) (I:I;:Z)z (1_ I(;_—(:l)n(%)u

IV TEMPS LOCAL.

Nous nous proposons ici de construire un “temps local” sur ’arbre qui “compte” en un certain
sens le nombre de branches a chaque niveau. Ce temps local sera utilisé dans la partie suivante
pour reconstruire ’excursion brownienne & partir de Xy. Nous verrons alors que les notions de
temps local brownien et de temps local sur 1’arbre se correspondent.

Pour tous a,k, posons U} = U,_pq et N} = N,_} .. NM}(w) est le nombre de branches de
Ej(w) coupant le niveau a — h, et U? est I’ensemble des nceuds correspondants.

Théoréme 4.1: Pour tout a €)0, H|, les variables aléatoires hAN® convergent quand h tend
vers 0, dans LP(Wy) pour tout p < co. On note L® la limite ainsi obtenue.

Pour tout sous-intervalle compact I de )0, H| et tout entier p > 1, il existe une constante cp(I)
telle que

Wy (ILa+e _ L..lzp) <cpet

dés que a,a + ¢ € I. En particulier, le processus (L*,a €]0, H|) a une version continue.
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Lemme 4.2: on a

2 zPi(x)
Vkew’ Vz 61_1,1[ anz"=(1__%)_k_+l'
n=1

ot les polynémes Py, sont définis par récurrence par :

1
#(1 - 2)PY(=) + (k +2 - ) Py(z)

Vz €] -1,1] {P:‘l’gg

e <]
De plus, pour tout k € IN, Z nfl—-¢e)" ~ e"% e—0.

n=1
Démonstration: Nous allons démontrer ce lemme par récurrence sur k.
Pour k = 0:

Vze]-1,1] f: " = r __ $Po(.1:)

11—z l-=z

n=

La condition est bien vérifiée.

Supposons que nous avons le résultat pour k € IN.
Alors,

00 d o0
Vz €] -1,1{ Z nktlgn = rm Z nkz®

n=1 n=1

= z% ((1xf":.c()z'=)+l>

_ :1:(1 — z)Pi(z) + (1 — z)Pi(x) — (k + 1)z Py(x)
(1 — z)k+2 ’

On obtient bien la formule de récurrence.
La derniére assertion découle de ce que Pi(1) = k. []

Démonstration du théoréme 4.1: dans toute la démonstration, nous supposons que ¢ est inférieur
A 1. De plus, pour alléger la présentation, nous noterons toutes les constantes c, bien qu’a priori
elles soient distinctes.

Commencons par quelques calculs préliminaires :
Si nous posons, pour z >z +y, et y+r <t <z,

f(=z,y,2) = Wz(Ny,y+:)
g(x)y7 z’t) = Q:(Ny.y-i-z)

2t (*dH
- ( TﬁW") (Nyy4s)

z—-t/,
zt

*dH
=7=1), gz /(@ v, H).
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Nous avons, d’aprés le corollaire 3.5,

f(z,y,2) = Wz(Ny,y-!—t)

= i(n + D)W, (Nyytz=n+1)

n=0
oo
— gAY 2 n _:t7y—z Y
_"2=:o(1 7)*(n+1)°q avec ¢ P ——
z—y—=z
=142y——o
+2y s

et

zt z y—y—=z\ dvy
g(z,y,z,t) z —t/¢ ( +2y Ty ) 42

1+ Y 1.1
—1+.1: z(z+y)(z+t)'

Estimons également Wy [(N5)?] et Wy [(N c_1)% ] . En utilisant le lemme 4.2,

Wy [(NZY] = Z(n'i-l)qu(N: =n+1)
n=0
o H—a a-c¢ H
—aq)? p+1,n - —-1_
<(1-g9g) "2=:o(n+1) q" avecgq T—ate a 1 a(H—a)€+o(5)
p+1 1
~(__T—)Te_l’ quand ¢ — 0

a(H-a)

-p
< cpeP.

De méme ,

Wy [(N: - 1)”’] < i n’(n+1)¢"

n=0

2p+1 1

~ -—-——-——H 7 -62—}’
a(H—n))

< 0,5“2" .

quand € — 0

Nous passons maintenant a la preuve proprement dite.

1) Convergence dans LP(Wy) de eN:.
Soit h € [§,¢€].
D’apres le théoréme 3.4, nous avons

2,
Wy [|hN,,{' —ene|”

Ng 2p
N;] =Wy [IZ(hN; - e)l

Ne]

ott les variables aléatoires N; sont indépendantes et indépendantes de N2, N; suit la loi de N, _ h,e(w)
sous WH_q4(dw) et les autres N; suivent la loi de N,_p (w) sous QF—*+¢(dw).
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Alors

2p N:
N;] < Wy (Z(hN.' —€) N¢

W [|hN: —eN®

i=1

)2P 2
|

Z.h(N.' - Wu(N:)) I)

Sep | Wa [|hN1 =[] + Wy ( Na

N;
Y (hNi—¢)

i=2

N!

i=2

<c Wy [thl —€|2P] + Wy (

+H(N; = 1) [hWr(N2) — EI”)

< e (Wi [1A: = €] + 0% (NZ) W 1Nz = Wia ()]
H(NE = )P RW(Ny) — 7).

Cette derniére inégalité est obtenue en utilisant I'inégalité:

E| Z Xil*?] < en” E[X}]

i=1

lorsque les X; sont indépendantes, équidistribuées et centrées. En effet, lorsque I'on développe
la puissance 2p**™¢, les seuls termes non nuls sont les termes ne comportant que des puissances
paires. Un argument combinatoire permet de majorer le nombre de ces termes par cpn?.

a) Estimation de Wy [|hN; —¢|*’]. La connaissance de la loi de N, (corollaire 3.5) donne
facilement
Wi (1A, — 7] < cp (Wi [N77] +€%) < cpe?.

b) Estimation de AWy [|N2 — W, H(N2)|??]. Des majorations analogues donnent

W2 Wi [INz — Wr(N2)I?] < eph? < cpe®.

¢) Estimation de AW [Na] — €. D’aprés les calculs préliminaires,

AWy [N} —e = hg(h,e —h,H —a +€,6) —¢€
e(e—h)
H—-a+¢€'

Donc
2

[RWH(N?) — €] < 2(%‘5

pour tout h € [%,e].
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Nous obtenons en regroupant a) b) et c) et en prenant I’espérance:

2,
Wy [|th: —eN¢ "] <ec, (cpezl’ + ¢ ePWi (V)] + cpe? Wy [(N; - 1)2»])

< cpe?
€ .
pour tout h € [5,5]. Finalement, nous obtenons:

(k41) |2P

Vh €0l Wy “th —eN¢

2p 2=k 2-
] Z |—N ] 2k+1 N

E\P
<o (5)
k=0
< cpe?

d’ott la convergence dans LP(Wpy). De plus, nous obtenons & la limite I'inégalité:

2p
Wy [ L® —eN{ ] < cpef.
2) Nous allons maintenant démontrer la deuxiéme partie de théoréme. Soient § €]0, 3[, a < H
etpe N.
s ] ] 2p
Wy [ Lote - ] WH[ Lo+ —eSNE,, +ePN2, — *NE + e8NS — Le ]

+ §
L*te ¢ a+z

.

<o (v

+ MWy [ e — N ] + Wy [l SNE' — Lo D
Nous savons déja d’apres la premiére partie que
spret|?P 5
WH[L"—e N; ] < cpe®
2p
Wy [L"+c —e*NE,, ] < cpe®?

pourvu que a,a + €’ varient dans un compact I de )0, HI.
a+e N: ] .

D’aprés le théoréme 3.4, nous avons
8
N‘
s|2pP 5 = 2p
||~ ] =Wu || @i -1)|
i=1

11 reste a estimer Wy [

Ne

[l ate — N2

ou les variables aléatoires N; sont indépendantes et indépendantes de N, ,f , Ny suit laloide N, 4.
sous Wy _, s et les autres N; suivent la loi de N, .4 .s sous Q:{"'"" (dw).



392

Alors,
5 5|2p 5
W |5, - || ve ]
Ne 2p ‘-
Sep | Wa[(N = 1))+ Wy |[d(Vi-1)| |Ng
=2
N:‘ 2p s
<e¢ (WH (N =1)*?] + Wy Z(Ni - WH(Ni)) Ng
1=2

+(VE — 1) (WH(NZ) - 1) 2’)
< e (W (0%~ 177 .5 () W [ [ - o]
HNE = 1) |Wy(N2) — 1'”)-

en utilisant le méme argument que précédemment pour la derniére majoration.

2p
a) Estimation de Wy “Nl - 1| ] En utilisant le corollaire 3.5, on obtient facilement
Wy [u\r1 - 1|’P] <ep
b) Estimation de [Wg(N,) — 1|??. Puisque Qﬁf;‘:""‘ coincide avec Qf{‘“"’"( . IH (w)y>eb+ e),
on a d’aprés les estimations préliminaires,

Wa(N) = Q=+ (NaIn,51)
= QHo+ (8t e < H(w))o(e’ e, H —a+e% e +)

_ ( 1 1 ) eY(H —a+¢%) (1 L=t P G +e))

e+el H—a+eb H-a H—-a+¢b
=(1-¢""+0() (1 +€° +0(e))
=1+ O(e).

Nous en déduisons que
[Wr(Nz) - 1] < cpe®.

c) Estimation de Wy [|N2 — Wy(N;)|*?]. Toujours en utilisant le corollaire 3.5, on obtient
2p
Wi [Nz = Wa(No)| ] <
En regroupant les estimations obtenues en a), b) et c), nous obtenons

N:‘] <e (1 + () + (e -1) 2" le) .

2p
s s

€ £
ate Na

W
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En prenant P’espérance de la derniére inégalité et compte tenu des estimations préliminaires, nous
obtenons finalement
& '
€ £
Ni,.—N;

2
e¥rwy [ p] < e¥re, (1 e ¢ 52’("6)) < e’

En regroupant les derniéres inégalités des parties 1 et 2 et en prenant § = J, nous obtenons
P'inégalité du théoréme 4.1.

La derniére assertion découle ensuite du lemme de Kolmogorov. []

On peut adapter la construction précédente pour construire un temps local sur chaque brache
de ’arbre aléatoire. La construction récursive de Xy montre que pour chaque u € U, la loi
conditionnelle de T,(w) sous Wy (dw), connaissant v,(w), est Wo, (w)(-). Il en découle que

}.’i‘})h Z I[{‘E-r(t--')<a<a+h<‘l;'u(t«')+"lu(t»'))
v;u<v
existe en probabilité sur {B,(w) < @ < Bu(w) + Yu(w)}. Si L%(w) désigne cette limite, le processus
(défini sur un intervalle aléatoire)

(Lew), Au(w) < a < Bu(w) + 1))

a une version continue.

V LIENS AVEC LE MOUVEMENT BROWNIEN.

Comme nous 1’avons mentionné dans I'introduction, ’arbre aléatoire construit ici est trés lié au
mouvement brownien et nous allons montrer dans ce chapitre que la donnée de I’arbre aléatoire de
hauteur H est équivalente a celle d’une excursion brownienne de hauteur H.

1/ Construction de ’arbre & partir d’une excursion brownienne.

Soit f : [0,06] — IR une excursion, c’est-i-dire une fonction continue telle que f(0) = f(o) =
0 et f(t) > 0 pour tout t €]0,s[. On suppose que tous les maxima locaux de f sont distincts. On
peut alors associer & f un arbre X(f) construit de la maniére suivante :

Si M(f) = sup f(t), on pose
o (X(f)) = {(9,0,M(£),1)}.
Ensuite, soit 7 P'instant (unique) tel que f(r) = M(f) et soient
o(t)=f(r—t) pour 0<t<rT
P()=f(t+7) pour 0<t<o-r7
P(t) =min ¢(s)
¥(t) =min P(s).
Soient ([, ), s les intervalles d’excursions de ¢ — % en dehors de 0 : ce sont les sous-

intervalles (non réduits & un point) de [0, 7] tels que p(a;) = F(a;), p(al) = F(a') et pour tout
t €ay, alf , p(t) > P(t). On note (f;)icr les excursions correspondantes :

fil) =plai+t) —p(ai), 0<t<ai-ai

On note enfin \; = ¢(a;).
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On introduit de méme les intervalles d’excursion ([aj,a;]) de 3 — 3 en dehors de 0 et les

jeJ

excursions (f;)jes correspondantes. On note aussi A; = ¥(a;).
Ici, I et J sont deux ensembles d’indices distincts, au plus dénombrables. Par une

renumérotation convenable, on peut supposer que I U J est un intervalle de IN* de la forme

[1,x] (éventuellement, x = +00) et que pour tous i,i’ € TU J,

M(fi) > M(fx) ou

<t = {2000, x<n

(on utilise ici Phypothése sur les maxima locaux).
On pose

L(X() = Ma(X(N) U {63 M), )36 € T} U { (A, M(S;),2)55 € T}
On compléte la définition de X(f) par récurrence 4 I'aide de la relation
Mo (X() = W (X(H) U {G B,7,6)§ € TU LIl 2 1,(w,8,7,6) € T (X(5) }.
On vérifie que X(f) = | J I.(X(f)) a les propriétés souhaitées.

neiN*
La figure suivante montre comment on construit ’arbre & partir de ’excursion brownienne.

Théoréme 5.1: Soit n,(df) la mesure d’Ité des excursions du mouvement brownien réel,
conditionnée par {M(f) = a}. Sous n,(df), I'arbre X(f) a pour loi W,.

Démonstration : Le théoréme est pour D’essentiel une conséquence de résultats classiques de
théorie des excursions. En utilisant la décomposition de Williams de ’excursion brownienne en son
maximum (voir [R]), on obtient que sous n,(df), les fonctions a — ¢ et a — 3 suivent la loi de deux
processus de Bessel de dimension 3 indépendants issus de 0 et arrétés en leur temps d’atteinte de
a. Rappelons que, pour 0 < ¢ < a, un processus de Bessel de dimension 3 issu de € et arrété au
temps d’atteinte de a a méme loi qu’un mouvement brownien isu de € conditionné a atteindre a
avant de passer par 0 (voir [PY]). Il en découle aisément que la mesure ponctuelle

Z 5(:\' Ji)

i€l
est sous n,4(df) une mesure de Poisson d’intensité

T{riM(e)<a)dX n(de)
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ot n(de) est la mesure d’'Itd des excursions positives. Le méme résultat vaut pour la mesure

ponctuelle

2600

JjeJ
On en déduit aussitdt que IT; (X (f)) suit sous na(df) la loi de ITj(w) sous W,. On termine ensuite
la preuve par récurrence sur le nombre de générations.

2/ Reconstruction de ’excursion i partir de I’arbre aléatoire.

Dans ce paragraphe, nous expliquons bri¢vement comment on peut inversement reconstruire
Pexcursion f & partir de l'arbre X(f) en “montant et redescendant” le long des branches.
Nous considérons une excursion brownienne f sous la loi n, et X(f) larbre associé, comme
précédemment. Nous allons déterminer, pour un instant ¢ donné, la branche qui correspond &
P’excursion de la premiére génération qui “enjambe” 'instant ¢, puis nous recommencgons le procédé.
En considérant le niveau de départ de chaque excursion, nous obtenons, & la limite, la valeur du
mouvement brownien en t. Cette construction repose sur la notion de temps local définie dans la
partie 4 et le fait que le temps local L® (X(f)) coincide avec le temps local (usuel) de I'excursion f
au niveau b. En effet, le nombre de branches de X(f) coupant les niveaux b— ¢ et b correspond au
nombres de montées pour f du niveau b—¢ au niveau b qui, renormalisé par €, est une approximation
classique du temps local brownien.

Pour tout u € U°, posons

B XM+ (X(0)

ou(X(f)) = Ly (X(f))da.

Bu(X()

o, représente la longueur de 'excursion associée a u.
Définissons ensuite par récurrence t, :

te(X(f)) =0
pour tout n € IN*,

> a;(X(f)) si £a(X(£)) =1

Bi(X(£)<Bn(X(S))

t,.(X(f)) _ & (X(f))=1
( > aj(X(f)))+( > ﬂj(X(f))) si én(X(f)) =2
& (X(f))=1 B;i (X())2Bn (X(f))

& (X(N))=2
puis
Yu € X(f), |ul=n,Vie N ti(X(f)) = tu (X(f)) + t:(Tu(X()))-

t, représente l'instant du début de ’excursion associée & u.
On définit ensuite f"(t) par récurrence:

si sup{t.-; t; < t,i € IN*} est atteint, on note u} le nceud pour lequel le supremum est atteint, puis

F1(8) = Bur (X(F)) (= f(tar))-
Sinon,
F1(t) = sup{Bu,tu <t,€u =1} Ainf{Bu,tu <t,£. =2}

en posant inf § = +co. Dans ce deuxiéme cas, & cause de la maniére dont X(f) est construit, on
voit aisément qu’on a déja f!(t) = f(2).
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Puis, par récurrence,

-si u} est bien défini et si sup{t,,;-,-;’t,,;-; <ti€ N‘} est atteint, on note ul*!

le noeud pour lequel

il est atteint et

£ ) = B (= f(tom)-
-si u} est bien défini et le supremum non atteint, on pose
fﬂ-l-l(t) = sup{ﬁu?i, tupi < i,fu‘ni =1} A inf{ﬁu:ﬁ;,turi < t,fu‘n" = 2}.

-si uf n’est pas défini, on pose
o) = f().

f7(t) représente le niveau de départ de I’excursion de la n®™¢ génération enjambant ¢.
Finalement, nous obtenons, p.s. pour tout ¢ > 0,

f(t) = lim f7(2).
n—00
En effet, lorsque tous les u} sont bien définis, la suite t,p converge en croissant vers t. Dans le cas

contraire, la suite f"(t) est stationnaire égale & f(t) & partir d’un certain rang. On a ainsi bien
reconstruit I’excursion f en utilisant uniquement la donnée de X(f).
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