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1. Introduction.

(1.1) Soit (Bt’t = 0) mouvement brownien réel, issu de 0. Dans un tra-

vail récent [4], nous avons considéré le processus :

= t ds

(1.a) Bt = Bt - s Bs (t =z 0).
0

qui posséde les propriétés remarquables suivantes :

(o) (§t,t = 0) est un mouvement brownien réel ;

(B) pour tout t =0, la variable B, est indépendante de (§s,s = t).

Le second paragraphe du présent article consiste en 1’étude d’un probléme
inverse, formulé comme suit :

on définit, sur 1’espace canonique Q = C(R+,R) le processus des coordonnées
Xt(w) = w(t), et la filtration qu’il engendre (?t = w(Xs,s = t)}, t =z 0). Soit

% 1’ensemble des probabilités P sur (Q‘,?m) telles que :

t .
(1) [X = Xt - J gﬁ X ; t= 0] est un mouvement brownien réel
S

t
(on suppose ici seulement que 1’intégrale J gﬁ Xs est définie comme :

0
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t
lim p.s. J ds X c’est-a-dire que 1’intégrale converge p.s. en 0, mais on

S 8
€50
€

ne suppose pas a priori qu’elle converge absolument).
(ii) pour tout t = 0, la variable Xt est P-indépendante de (is,sst).

Nous caractériserons les éléments de ¢ de la fagon suivante

Théoréme 1 : On désigne par W la mesure de Wiener sur (Q‘,?w).
(W est la loi du mouvement brownien réel issu de O0).
Soit P une probabilité sur (Q‘,?w).
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) Ped
2) P est la loi de (Bt + Yt,t =2 0), avec Y variable aléatoire indé-

pendante de (Bt,t = 0).

3) 11 existe une fonction h : R+ X R — R‘ , W-harmonique dans 1’es-

pace-temps, c’est-a-dire que :
(h(t,Xt),t z 0) est une (w,?t) martingale, d’espérance 1,
telle que :

P=w,

o W' est la probabilité sur (Q‘,gm) définie par :

F
t

whl‘f' = B(t. X)W,
t
Ce théoréme montre les liens étroits qui existent entre 1le mouvement

brownien B associé & B au moyen de (1.a), et les fonctions h harmoniques

d’ espace-temps, a valeurs dans R+.
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(1.2) Revenons maintenant au point de départ du sous-paragraphe (1.1),
c’est-a-dire a la décomposition non-canonique (1.a) du mouvement brownien

(Bt,t = 0) et aux propriétés (a) et (B).

Nous appelons la décomposition (1.a) non-canonique car, bien qu’elle permette

d’écrire le mouvement brownien (Bt,t = 0) sous la forme :

= t ds
(1.a’) Bt = Bt + = Bs (t =2 0)

0

de la somme d’un mouvement brownien (ﬁt,t =z 0) et d’un processus a variation

bornée, cette décomposition n’est pas la "décomposition" de la (semi)-martin-

gale (BL,t z 0) dans sa filtration propre (?t,t z 0), car on aurait alors :

B, = fat , d’ou 1’on déduirait B=0 (!)

Nous rappelons maintenant, toujours pour le mouvement brownien réel

(Bt,t = 0), quelques résultats obtenus en [4], qui complétent (a) et (B).

Notons encore, pour tout t = O, 9t = 0(Bs,s =< t}, et définissons

_u

u
?t = 0‘(Bu T Bt ; u =<t} ; rappelons que (Bu 1 B ; u=<t) est un pont

t

brownien de durée t. Alors :

() (§t) est une filtration, et c’est la filtration naturelle du mouve-

ment brownien (§t,t = 0) défini par (1l.a).

En conséquence, pour tout t = O, la tribu du passé de B, soit :

o{ﬁt,s t} = ?t est indépendante de la tribu du futur de B, soit

t).

1A

v

0(Bs,s

De plus, on a, pour tout couple (s,t) tel que : 0 < s < t, 1’égalité :
9t =% v §t , et, bien que la tribu-germe ?s soit triviale, 1’égalité :
s
s>0

?t = ?t n’est pas satisfaite, puisque la variable Bt est indépendante de

la tribu ?t (plus généralement, pour les problémes de 1’échange de 1’ inter-

section et du supremum de familles de tribus, voir H. von Weizs#cker [5]).

Remarquons par ailleurs, de fagon tout-a-fait indépendante de ce qui précéde,

une relation importante qui lie les mouvements browniens B et B, a savoir :



325

Bt dBt
(1.b) d[—] - (t > 0)

Cette relation nous servira beaucoup par la suite.

Nous rappelons maintenant une propriété ergodique du couple (B,B), également
obtenue en [4].

Pour cela, nous nous plagons sur 1’espace canonique Q, = C(R+,R) sur lequel

on considére le processus des coordonnées (Xt(w) w(t),t = 0), et la mesure

de Wiener W. On note encore ?t = ¢(Xs,s = t}.

Alors, la transformation T : (Xt)t>0 —> [Xt - I — X , t = 0] est bien
0

définie W p.s., et laisse W invariante. De plus, on a :

(8) T est fortement mélangeante ; en fait, pour tout t > 0, la tribu

n (™7 (F,) est triviale.
n

Ce résultat découle de fagon essentielle de la formule :

t
n _ t
(1.c) T (X)t = J dX_ Ln(log E)’
0

ou (Ln,n € N) est la suite des polynémes de Laguerre, qui forment une base

orthonormée de LZ(R‘,e—"du) ; rappelons la formule explicite

Ck

n

(1.d) L (x) = (-x)~.

ne~Ms
ol

k=0

(1.3) Nous nous proposons de dégager, dans le paragraphe 3 du présent ar-
ticle, des propriétés analogues aux propriétés (a), (B), (), (8), ci-dessus,
pour le mouvement brownien réel, qui seront obtenues alors pour le drap brow-

nien (Bst i 8 =z 0,t =2 0) supposé nul sur les axes. Nous réunissons ces
»

résultats dans 1’énoncé suivant.

Théoréme 2 : Soit (Bs ¢ S =z 0,t = 0) un drap brownien. Alors :

1) le processus



est un drap brownien ;

o (o dB
de plus, on a : B = st LY
s

2) si 1’on note, pour s,t = 0, ?s . la tribu engendrée par le pont :

=(s,t) u \' \'
@ =B -2 -¥p +¥p ;uss,vs=st)
u,v u,v S s,v t ut st s, t
~(s,t)
o : = H = s
n a ?s,t ¢r(Bu'v ; uss, v=t)

aux ensembles négligeables prés ;

de plus, 5’3 . est indépendante de la tribu o{(B e ) B ); uss, v=t})
’ u,

s,V

3) si 1’on note T2 la transformation de Q:Z) = C(IRf,IR) dans lui-méme

n

définie par :

S t S t
T.(X) =X —[‘Ex -[ﬂx +Jd£[dlx ,
2 s, t s, t u u, t v s,V u v u,v
0

0
ou (Xs t) désigne le processus des coordonnées,

cette transformation laisse la probabilité W(Z) , loi du drap brownien, inva-

riante, et elle est fortement mélangeante ; en fait, pour tous s,t = 0, la

tribu o (I (F,,) est W _triviale.
n »

Nous présentons maintenant, pour le drap brownien, un théoréme analogue au
théoréme 1, bien que moins complet
0. Brockhaus [1].

; ce théoréme est di, pour 1’essentiel, a

Soit $® 1’ensemble des probabilités P sur Q:Z) telles que :
(i) Tz(X) existe P-p.s., c’est-a-dire :
1 X . 1 X
lim ‘:_ du, 1lim —sv—" dv , et
>0 0

€ n
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11X
lim ";z du dv  existent P-p.s.
(e,m)~(0,0)
€
et Ta(X) est un drap brownien ;
(ii) pour tous s,t = 0, la tribu a'{Tz(X)u , i uss, vs t} est inde-

pendante de o-{(Xu , Xs v) ;uss, v=t})

t

Nous pouvons maintenant énoncer le

)

Théoréme 3 : Une probabilité P définie sur Q, appartient a 3@

si,

et seulement si, c’est la loi d’un processus :
(Bs’t +sU ¢+ tvs ; s,t =0}

ou B est un drap brownien, indépendant du couple de processus (U,V) indexés

par IR+ , les processus U et V étant continus, nuls en 0, et tels que :

1 1
lim %E Ut et 1lim %E Vt existent P-p.s.
>0 e €50

€

Rappelons que la loi d’un processus de la forme (Bst + &(s,t) ; s 20,t 2 0},
ot B est un drap brownien, et & une fonction déterministe, est localement

équivalente a celle du drap brownien si, et seulement si :

s [t
(s, t) = J J du dv ¢(u,v),

07Y0
avec ¢ € Lz(lo,s] x [0,t],du dv), pour tous s,t > O.

I1 résulte donc du Théoréme 3 que, contrairement a ce qui se passe pour 1’en-
semble ¥ caractérisé dans le Théoréme 1, il existe de nombreux éléments

Pe3? qui ne sont pas localement équivalents a W(Zx

(1.4) Enfin, dans le paragraphe 4 du présent article, en nous inspirant a
la fois de notre travail pour le mouvement brownien réel [4] et de 1’article
de Follmer [3], nous associons au drap brownien (B . S % 0,t =2 0) deux

B,

autres draps browniens :
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et nous remarquons que la filtration du drap brownien B introduit dans le

Théoréme 2 ci-dessus n’est autre que 1’intersection des filtrations de Y

1) et B(2)

la filtration propre d’un drap brownien, car cette filtration ne satisfait pas

la célébre condition (F4) de Cairoli - Walsh [2].

et B(Z), alors que le supremum des filtrations de B n’est pas

2. Démonstration du Théoréme 1.

(2.1) Soit (Bt,t =z 0) mouvement brownien réel issu de 0, défini sur un

espace de probabilité. Nous commengons par décrire toutes les solutions

(trajectorielles) de 1’équation :

t ds
(s) X =B+ s %
0
1 ds
ou, comme dans 1’ Introduction, nous supposons seulement que 1lim p.s. s X
€50 s
€
existe.

Le lemme suivant est un cas trés particulier des résultats de [4], nous

donnons néanmoins sa démonstration pour la commodité du lecteur.

Lemme 1 : (Xt,t z 0) est solution de (S) si, et seulement si, il existe

une v.a. Y telle que :

w0 df
(2.a) X =t [Y -J —E] (t > 0).

Démonstration : On a, d’aprés la formule d’It6, pour 0 < s < t :

! t dB
X ==X + —= .
S s

0
Comme J E% < w, le membre de droite converge p.s., lorsque t — .
u

I1 en est donc de méme du membre de gauche ; posons donc :
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1 o dB
SX =Y~ T“ , c’est-a-dire (2.a). o

S

(]

Remarque : Le processus [X:O) =t I —GE , t > 0] est un mouvement brownien
t

réel, qui peut étre prolongé par continuité en t = 0 par : X(O) =0 ; une

[e]

conséquence de la formule (2.a) est alors que, pour toute solution X de (S),

1’ intégrale J gE Xs est absolument convergente. o
0

(2.2) Soit maintenant P € #. Posons, de faqon'é faire coincider les no-

tations en (i) et (S) : B = X, et, d’autre part, définissons :

R
]
9
~~
>
«
1A
o
—~
1]

o(Bs,s = t).
Pour prouver 2), il nous suffit de montrer, a 1’aide de (2.a), que la variable
Y est indépendante de gm = 0(Bs,s z 0}, et on déduira alors de la représen-

tation (2.a) le résultat cherché, a savoir :

o dB
(2.b) X =B + Yt , avec B = -t =
t t t u
t

Comme nous venons de le remarquer ci-dessus, il est immédiat que (Bt,t > 0)

ainsi défini est un mouvement brownien.

Pour montrer 1’indépendance de Y et gm , remarquons que, par hypothése, on

a 1’égalité suivante :

E[Ecz|%,)o[v - E i]] = E@) E[p( - r ?)]
t

pour toute variable 2 e L?(?m), et toute fonction ¢ : R — R, continue,

bornée.

On en déduit, en faisant tendre t vers + o :
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E[Zp(Y)] = EI[Z] Ele(Y)],

ce qui équivaut a 1’indépendance de §w et Y.

(2.3) Nous montrons maintenant que 2) implique 3);

2
Posons v(dy) = P(Y € dy) et hy(t,x) = exp(y x - lz—t—'), puis :

%
h(t,x) = Iv(dy) exp(yx - y—z—) = Iv(dy) hy(t,x).

D’aprés 2), et la relation d’absolue continuité entre les lois de (Bs,s = t)
et (Bs + ys,s = t) (c’est-a-dire : le théoréme de Girsanov, dans sa version

la plus simple), on a :

h
P = Iv(dy) wy=u , c’est-a-dire 3).

(2.4) Nous montrons finalement que 3) implique 1). Ceci découle de ce que
W appartient a 1’ensemble ¢ (voir 1’Introduction), et du lemme élémentaire

suivant.

Lemme 2 : Soient Q et Q' deux probabilités équivalentes sur un espace mesu-
dQ’
dQ -

Soient 4 et B deux sous-tribus de ¥.

rable (Q,%). On note D =

Supposons que D soit ®B-mesurable, et que 4 et B soient indépendantes sous

Q. Alors, 4 et B sont indépendantes sous Q’ , et Q’IA = QM .
Pour nos besoins, nous appliquons le lemme 2 & Q = ng , Q= th ,
t

t
4 = g;t. et B = O‘(Xt). o

3. La filtration des ponts du drap brownien est une filtration brownienne.

(3.1) (B L3 SZ 0,t = 0) désigne un drap brownien a valeurs réelles,
S,

nul sur les axes. On note 9a b = o‘(Bs L3 ST a,t = b} (a,b =z 0),
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et § b la tribu engendrée par les variables G de 1’espace gaussien de B
a

’

qui sont orthogonales aux variables : (Bxy i (x,y) ¢ Ra b} (ici, et dans

la suite, on note : R!lb = [0,a] x [0,b]).

Ainsi définie, la famille (¥

a,b

; a = 0,b =2 0) est, a 1’évidence,
croissante pour 1’ordre partiel sur lRf .

On a, pour a et b fixés, une premiére description de la tribu ’é’a b

Proposition 1 : Fixons a > 0, et b > 0.

1) Une variable G satisfait les propriétés ci-dessus si, et seulement

a
G = J r g(u,v)dBu'v ,
0Y0

ol g e Lz([O,a] x [0,bl,du dv), et vérifie en outre les propriétés suivantes :

si :

a
(3.a) ds p.s., r g(s,v)dv = 0, et dt p.s., J g(u,t)du = 0.
0 0

2) ?a b est la tribu engendrée par le pont (ﬁ:‘: ; s = a,t =b), défini

’

_ S t
par : Bs,t Bs,t a Ba,t b Bs,b * 3 Ba,b
Démonstration : 1) G est une variable de 1’espace gaussien de B, qui est
orthogonale aux variables {B(x ” ;o (x,y) ¢ R'l b} si, et seulement si, elle

[+ 0
s’écrit sous la forme : G =J J g(u,v)dBu , > avec ge Lz(lRf,du dv), et,
0°7Y0

X |y
de plus : J J g(u,v)du dv = 0, pour tout couple (x,y) ¢ R b
a,
0°v0

Cette condition équivaut a ce que : g =g 1R , du dv p.s., et aux condi-
a,b

tions (3.a).

2) Nous commengons par remarquer que les variables (B':’: ; s sa,t =b)

sont bien de la forme indiquée en 1).
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a
En effet, on a : E:': = J Jb g, t(u,v)dBu v’
0

: st
(uss, v=b) ab ~ (u=a,v=b)

ou g, t(u,v) =

s t
a 5 et

1(uss,vst) 1(usa,vst)

on vérifie immédiatement que la fonction g . satisfait la condition (3.a).

Inversement, si une variable gaussienne G vérifie les propriétés de la

partie 1) de la Proposition, on montre aisément que :

a a
G = [ Jb g(u,v)dB = J Ib glu,v)ag>® ;
u,v u, v
0’0 070

ceci compléte la démonstration de la partie 2) de la Proposition. o

(3.2) Pour construire un drap brownien (§s ; sz 0,t 20) qui soit

t
associé a (Bs ¢ b S z 0,t =2 0) de maniere analogue a la fagon dont le mou-
vement brownien (§t,t z 0), défini par (1.a), est associé a (Bt’t = 0), nous

présentons une construction de B qui utilise de maniére essentielle la sta-

bilité de la loi du mouvement brownien réel par inversion du temps.

Ainsi, il existe un mouvement brownien (Bt,t z 0) tel que :

Bt =t Bl/t (t > 0).

On peut alors réécrire la formule (1.a) en termes de B, il vient :

0
1/, v 1,
‘00 dg
(3.b) = - j -
v,

par intégration par parties.

Remarque 1 : En formalisant cette suite d’égalités, nous remarquons que 1’on
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(3.c) B=T@B), ou T=JoI,

chacune des transformations I et J étant définie sur 1’espace de Wiener et
préservant la mesure de Wiener. Précisément, on définit :

0 qu 0 du X'.l
(3.d) I(X)t =t Xu et J(X)t = - — =t XUt -

t u u2
1/t 1/t

((Xu,u Zz 0) doit étre compris ici comme une trajectoire brownienne générique).

(3.3) En nous inspirant fortement de la construction faite en (3.1), nous
associons un drap brownien (ﬁs ¢ > S0t = 0) a un drap brownien donné
(Bs't ; s =0,t =0).

Tout d’abord, il existe un drap brownien (Bh K’ h =0,k =2 0) tel que :

(3.e) Bs't = st B1/ s
s t

© © ch,k
s, t hk
1/ 1/
s t

I1 est immédiat que B est un drap brownien.
On a maintenant, a partir de (3.f) :

[ J © u v

= _ du dv

N - (R
1/5 1/t 1/_“1/

Définissons alors :

o
]

(3.f)

s t
00 00
du dv
(3. = au av _ _
g) J uz J vz (Bu,v Bu,l/ 31/ v * B1/ ,1/ )
1/ 1/ t s st
s t
soit, en utilisant a nouveau (3.e) :
S t S t
(3.h) B =8 -Jd—“s -JdlB +JEJ dvg
s, t s, t u u, t v s,V u v u, v
0 0 0 0

Remarque 2 : En utilisant le méme formalisme qu’en (3.b) et (3.c), nous remar-



334

quons que 1’on a ainsi obtenu B a partir de B de la fagon suivante :

(3.1) B=T(@®), ou T =Jol , avec :
2 2 2 2

I =1l et J
2

2 J ® J (voir la formule (3.e)).

L’extension de ces définitions au drap brownien a k paramétres est maintenant

évidente :

B, =T(B

x) ) , ou Tk = JkoIk ,

(k)
avec : I =I1e® ... @1 et Jk =JeJ...eJ (k fois).

Nous laissons au lecteur intéressé le soin d’énoncer et de démontrer les Pro-

positions ci-dessous pour le drap brownien a k paramétres.

Nous pouvons maintenant démontrer la

Proposition 2 : La filtration (58 L > S z 0,t =2 0) est la filtration natu-

relle du drap brownien (§st i sz0,tz0).

Démonstration : Fixons a > 0, b > 0.

1) Nous commengons par montrer que, pour tout (s,t) e RaA b’ la variable
B . satisfait les propriétés de 1’assertion 1) de la Proposition 1, c’est-a-
8,

dire qu’elle s’écrit sous la forme :

Bs,t = dBu’v g(u,v),
0°v0

avec :

S t
~ dh dk
glu,v) = 1(1_155,vst,) - J h 1(uSh,VSt) I k 1(u-<-s,v5k)

0 0

+ ° 92 ¢ 95 1
h k " (ush,vst)’
0 0

On vérifie ensuite immédiatement que g satisfait les conditions (3.a).

2) Inversement, il nous suffit de montrer que les variables

{ﬁa': ; s =a,t =b}) sont des intégrales de Wiener par rapport a
s
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(B ; u=a,v =Db). Pour cela, nous utiliserons la formule :
u,v
w0 [o d§“ v
(3.1) Bs,t = st T ,
st

que nous démontrerons ci-dessous. Admettant pour 1’instant cette formule

(3.1i), nous en déduisons, par définition de ﬁa’b :

a 4B
Ea'b = st — Y (s < a,t =b),
s, t uv
st
ce qui donne en particulier le résultat cherché. o

Nous montrons maintenant la formule (3.i) en développant le membre de

droite & 1’aide de (3.h). En effet, on a, d’aprés (3.h) :

o o dBu,v e[ dBu,v ) © du o dv(Bu,v)
uv uv o2 v
t t s t

s S

o () [a e

t S S

(3.j)

Nous remarquons maintenant, grace a la formule d’Ité appliquée a

(Bu 4 z t) que 1’on peut écrire la somme du second et du quatriéme termes

’

du membre de droite de (3.j) comme :

] B ) o d (B ) ®
du , u,t du v( u,v) du dv
__( )=— - _— % _ — B .
2 t 2 \'4 2 2 u,v
u u u v

s s t s t

On peut donc réécrire (3.j) sous la forme équivalente :

o (o dB o oo dB ) B © od(B )
(3.4°) u,v _ v o, E ( u,t.) _ d_V u' u,t
uv uv 2 t 2 u :
t t v tV

S S S S

Pour démontrer la formule (3.i), il nous suffit donc maintenant de montrer que

B
;Lt est égal, p.s., au membre de droite de (3.j’).
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Or, en appliquant tout d’abord la formule d’Ité pour (

u,t
£ S Sus=s +h),

u
puis, en laissant tendre h vers + o, on obtient :

(3.k) Bs,t - - ® du(Bu,t) + ® du B
: st ut 2
u't

S S

u,t'

Nous décomposons maintenant le premier terme du membre de droite de (3.k) en
utilisant cette fois la formule d’Ité pour (Buv s t=v =t + k), et en

laissant tendre k vers + w. Il vient :

B r d(B ) rB dv
_ u,t= V- u,v’ u, v

t \' vz
t

Lorsque 1’on reporte cette identité en (3.k), ceci nous donne 1’égalité de

—2%3 et du membre de droite de (3.j’), ce qui est la relation cherchée. o

(3.4) Nous nous intéressons maintenant aux propriétés ergodiques de 1la

transformation T2 définie sur Q:Z) = C(Rf,R) au moyen de :

S t S t
(3.n’) T_(X) = X _Jd_“x _Jﬂx +J9‘EJ av 4 :
2 s, t s, t u u,t v s,V u v u,v

0 0 0

cette formule est bien en accord avec (3.h).
T2 laisse invariante la loi du drap brownien (Bst ; s=0,t =0).

De méme que pour 1’étude & un paramétre [4], les propriétés d’ergodi-

cité de T2 découleront simplement de la

Proposition 3 : On a, pour tout n € N, la formule :

s [t
. _ s t
(3.7) T:(X)s’t = I J X, L (log o) L (log 3)
oJo

ou L désigne toujours le polynéme de Laguerre de degré n.
n

: ¢ et procédons par récurrence.

Supposons donc que la formule (3. j) soit vraie pour n. On a alors :
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(n+1) (n)

xs)t = TZ(X )S,t

I L (log 5) L (log Y
N u,v n g u n 8 v

Y070

's h [t

dh h t

- B_ [ qu,v Ln(log G) Ln(log V)]

Y0 Y070

[t s [k

dk s k

- c [ qu’v Ln(log 1—1) Ln(log ;)]

Y0 Y0 V0

s [t

dh dk h k

+ K [Jh Jk ax Ln(log ﬁ) Ln(log ;)]

Y0 Y0 0°v0

s [t
= dX“'v( }.

o O L 0

s, _ [® an h t, [t ax K
ou { }= [Ln(log G) - . Ln(log G)][Ln(log ;) - c Ln(1°g V)]

u v

@, (log 3) @ (log 1),

en vertu de la relation de récurrence des polyndémes de Laguerre :

X
(3.k) L (x) =L (x)- J dz L (z).
n+l n n

0
(Cette relation (3.k) découle, par exemple, trés simplement de la formule
explicite (1.d)). o

Nous montrons maintenant la

Proposition 4 : Pour tous s,t = 0, la tribu (T:)_'1 (?st) est triviale
n ’
(aux ensembles négligeables preés).

En conséquence, la transformation T2 est fortement mélangeante.

Démonstration : Nous la ferons pour s =t = 1. Introduisons les notations :
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®=n (T:)"1 (911), et 8 pour le bord du rectangle R11'
n ’ ,
Remarquons tout d’abord que, par construction, (T;)“1 (911) est indépen-

dante de Tn_l(B)a. En conséquence, la tribu & est indépendante de la tribu
engendrée par {Tk(B)a i k =0,1,2,...}. Il suffit donc de montrer que la

tribu engendrée par cette suite est 91

’

Par isomorphisme d’espaces de Hilbert, il suffit de montrer que la famille,

indexée par ¢ = {(n,x,y) € N x 10,1] x 10,11}, des fonctions de (h,k) :
L (log &) L (log ¥) 1 et 1 L (log %) L (log 1)
n h’ "n k (k=y) (h=x) ™n h’ "n k

est totale dans LZ([O,I]Z ; dh dk).

I1 est bien slr équivalent de montrer que la famille, indexée par

J = {(n,a,b) € N x R, x R}, des fonctions de (u,v) (e Rf) :

Ln(u) Ln(v-b) 1 et Ln(u-a) 1 Ln(v)

(v=b) (uza)

=(u+v)
e

est totale dans Lz(Rf : du dv).

Notons £ 1la fermeture dans ce dernier espace L2 de 1’espace vectoriel
engendré par la famille indexée par ¢. Il nous suffit de montrer que, pour

tous n,m € N, la fonction Ln(u) Lm(v) appartient a &£.

Fixons n € N ; en intégrant L (u) L (v-b) 1 par rapport a db 1 (b),
n n (v=b)

[c,®)
il n’est pas difficile de montrer que la fonction H(u,v) ainsi obtenue

appartient a £. Or, on a :

o v-C
[ db Ln(v—b)l(vzc) = J dx Ln((v—c)—x) 1(v2c)
c 0
v-c
i J dy L (y) Livae) = (L, tv=e) - L, (v=e)) Yivaey
0

d’aprés la relation (3.k).

Ainsi, on obtient : H(u,v) = Ln(u) (Ln(v—c) - Ln+1(v-c))1(v20).

En conséquence, la fonction Ln(u) Ln’l(v-c) 1 appartient a £.

(vzc)

En itérant ce procédé, on montre que, pour tous m = n, la fonction
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Ln(u) Lm(v—c) 1 appartient a ¥£.

(vzc)

En faisant de méme avec la famille L (u-a) 1 L (v), on montre que
m (uza) ™m

- A > . ,
Ln(u c) 1(u=c) Lm(v) appartient a ¢, pour tous n m. Finalement, en
prenant ¢ = 0, on a ainsi montré que, pour tous n,m € N, Ln(u) Lh(V)
appartient a £. o

(3.3) Pour la démonstration du Théoréme 3, nous utiliserons le

Lemme 3 : Soit 7 : Rf — R fonction continue telle que, pour tous

s,t > 0,

[s S t t
du y(u,t) def lim [ du y(u,t), J dv y(s,v) def lim J dv 7(s,v)
u u v 0 v
0

Jo -0 e n
s [t s [t
et du dv 7(u,v) def lim du dv y(u,v)
w (e,7m)-»(0,0) uw
~o 0 ’ » e
existent.

S du by S [t qu av
Posons T2(7)$,t = 7(s,t) - T 7(u,t) - v 7(s,v) + ~ 7(u,v).
0 0 07’0

On a alors : TZ(W) =0 si, et seulement si :
7(s,t) =t £(s) + s g(t),

ot f et g sont deux fonctions continues sur R* , nulles en 0, telles

que :

1 dx 1 dx
lim = f(x) et 1lim = g(x) existent.

€50 €50
€ €

Démonstration du lemme :

a) Si la fonction ¥y s’écrit : y(s,t) =t f(s) + s g(t), les fonctions f et

g vérifiant les conditions énoncées ci-dessus, on a :
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S S

F SE y(u,t) = g(t) (s-g) + t J %E f(u)

Je e

t "
L ys,v) = £(s) (t-m) + s J I g(v)

I n

s [t s t
J du dv 2(u,v) = (t-n) J f(z)du + (s-¢) J giv) 4

Ye n € n

Ces trois intégrales convergent donc lorsque (g,3) —> (0,0).

b) Inversement, on a, pour 0 < e <s et 0 <7 < t, et toute fonction con-
tinue 7 : Rf — R :

- T (7) + T ()

Tz(y) e, t 2 s,n 2 €,

s, t - Tz(y)

s [t du dv
= 7(s,t) - y(e,t) - ¥(s,m) + y(e,n) + I v 7(u,v)

S t €
—J M G t) - ylu,m) —J T (ris,v) - ale,v)).
€ n

0, alors, pour 0 <=t

Si, comme on le suppose dans la suite, Tz(y)

fixés, la fonction I définie pour s = £ par :

t
r(s) = y(s,t) - y(s,n) - J g! (¥(s,v) - ¥(e,v))
n

vérifie : 0 = I'(s) - T(e) —J LUCIRPING log(—).

€

t dv
ou 1’on a posé C= y(e,v) v

n
I' est de classe C' sur [e,o[, et ona : TI’(s) - é I'(s) + g = 0, c'est-a-
d r C) _ . - S _Sy . . .
dire : = [§ - §] = 0, soit : T(s) c r(e) + C(1 €) ; on en déduit :

s t dv s t dv
7(s,t) - ¥(s,m) = z (y(e,t) - 7(e,7m)) + J v y(s,v) - : v v(e,v).
n n
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Maintenant, 0 < € = s étant fixés, la fonction

H: v(> 0) —s H(v) = 2(s:¥) _ 2(e,v)

s €
t dv
vérifie : H(t) - H(n) = v H(v) , d’ou 1’on déduit :
n
H(t) _ H(»n)
t n
. ¥(s,t) _a(s,m) (e, t) 1
et : st T e T €n v(e,m).
Finalement, as,t) _ t 9(s,1) = g(t) ne dépend que de t, et il reste a

S S

définir f(s) = y(s,1).

La continuité de f et g sur R+ découle de celle de y sur Rf ; 1'exis-

tence de T2(7) impose :

£(0) =0 et 1lim ﬂz)ﬂ existe ;
€50 |
f >4
1
g0) =0 et 1im | 8  iste. o
€50 X
ve

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 3.

a) Si X L = B Lt s Ut + t Vs , ou B est un drap brownien, et U et V

S, S,

sont deux processus continus indexés par lR+ et satisfaisant :

1 dx 1 dx
U =V =0, et: — U et =V existent,
o o X x X x

0 0

alors Tz(X) = Tz(B) est un drap brownien, et la tribu

@{TZ(X)u , 3 4W=s, vst) est indépendante de o-((But ; B )3 uss,vst)

8,V

d’apreés le théoréme 2, et donc de o((Xu ; Xs v) ; u=-s,v =t} sile cou-

t
ple (U,V) est indépendant de B.

(2)

b) Inversement, si P € $°, alors X = Té(x) est un drap brownien, de méme



o (o dX
que 6:(s,t)———>€st=st J‘J—v—

De plus, on a : TZ(E) =X, et TZ(X—E) = 0.

D’aprés le lemme 3, on a :

xs,t N gs,t. = SUt. +t vs :

L’ indépendance de (U,V) et & résulte de 1’hypothése (ii) faite sur P ;

on remarque en effet que, pour 0 < s =u, et 0 < t =v,

xs v Xu t xu v Xs t u v di
. » - ’ - » = ’ - X,y s s 2
on a : ov ot W - st =y qui est P-indépendant de
st
a‘{&a b 3 @ = u,b = v}, et converge,, quand (u,v) — (w,®), vers :
Ut vs
Tt ts -

4. Une sous-filtration non brownienne de la filtration du drap brownien.

(4.1) En nous inspirant a la fois de notre travail pour le mouvement
brownien réel [4] et de 1’article de Follmer [3], il nous a semblé naturel

d’associer au drap brownien B les deux draps browniens :

S t
1) _ _ du L p2 _ _ dv
(4.2) Bs,t - Bs,t J u Bu,t i Bs,t - Bs,t [ v Bs,v'
0

0

Nous remarquons maintenant que B peut s’écrire de deux maniéres différentes,

(1) 2)

en fonction de B d’une part, et de B ~', d’autre part ; en effet , on a :

t s
(4.b) g =g _j- av g _ pl2 _J du (2

s, t s, t v 8,V s, t u u, t
0 o]

Introduisons maintenant 5’;1:) = 0‘{B:l ; s=<a,t=b}, i=1,2,

- = §(1) §(2)
a,b a,b a,b

, puis ® =gy g |
a,b a,b a,b

Nous montrons maintenant la
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Proposition 5 : 1) H+b est la tribu engendrée par les variables de 1’espace

—_— a,

gaussien (B ¢ S F a,t = b), indépendantes de (ou orthogonales &) la varia-
S,

’

ble B
a,b

Démonstration : 1) Il suffit de montrer que, si f € LZGE b du dv) est

telle que :

(4.¢c) E[[” £(u,v)dB_ V]B:‘:] =0,
R

a,b

pour tous s =a, et t =b, et i=1,2, alors f est constante.

Or, on peut réécrire (4.c), pour i = 1, sous la forme :

S t S du u t
dh dv f(h,v) - T dh dv f(h,v) =0,
0 0

0 0 0

soit, en dérivant par rapport a s, puis par rapport a t :

s
f(s,t) = i J dh f(h,t) , ds dt p.s.
0

Il n’est alors pas difficile de déduire de ce résultat que f ne dépend que
de t, puis, par symétrie, que f est constante.

2) 11 découle immédiatement du fait que ?a b = o(ﬁs ¢} s = a,t =b} et

des formules (4.b) que 1l’on a :

§ <c8W ng@ =y |
a,b a,b a,b a,b

I1 nous reste a montrer 1’inclusion inverse ; pour cela, nous nous appuyons
1) (2)

sur les descriptions suivantes de § b et § b
a, a,
(1) [
g = { f(u,v)dB , indépendante de (B ;b= b)}
a,b J u,v a,t
““R
a,b

’-n
g@ _ o{ f(u,v)dB » indépendante de (B ; s = a)}.
a,b u,v s,b
NNR
a,b
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En conséquence, on a :

- _ o) @ _
Ra’b = *.?a’b n §a'b = o-{J] f(u,v)dB“’v , indépendante de BaR b}
R &

a,b

et donc, par définition de §
a

Nous avons rappelé ci-dessus que (‘5?a b b 2 =z 0,b =z 0) est la filtration na-

turelle d’un drap brownien ; nous allons maintenant montrer la

+

Proposition 6 : (¥ ; a2 0,b=z0) n’est pas la filtration naturelle d’un

a,b
drap brownien, car elle ne vérifie pas la propriété (F4), c’est-a-dire :

+

}Cm b et R: o D€ sont pas conditionnellement indépendantes,

sachant X'

’

Démonstration : Il découle de [4] que, pour tout t fixé, on a :

(1)
s,t s, t

; s z 0},

et donc : g

w,b=¢r(Bs, ; s20, t=b)=¥9% ,

ce qui implique que : X =g

Par symétrie, ona : ¥ =g
En conséquence, la variable B b est mesurable a la fois par rapport a ‘Ka o

et 3{; b et est indépendante de .’R: b (d’aprés la proposition 5).

La propriété (F4) n’est donc pas réalisée pour la filtration

@, i az0bz0). o

I1 serait intéressant de mieux comprendre les relations qui peuvent

exister entre (R+ b) martingales et (9a b) martingales ; nous continuons
a' ’

de travailler sur ce sujet.

1) (2)

(4.2) L’introduction des draps browniens B et B associés a B
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au moyen de la formule (4.a) permet de donner une seconde démonstration de la

propriété de mélange fort de la transformation T2 (voir la Proposition 4)

(2)

qui préserve la loi W du drap brownien.

Dans ce but, introduisons les transformations (-)1 et 92 sur 1’espace

(2)

canonique Q =C IRZ,R définies par :
* +

S du t dv
(4.d) el(x)s,t = Xs,t - u Xu,t ; eZ(X)s,t Xs,t. - v ¥
En accord avec les formules (4.a) et (4.b), remarquons que 6 et ©
laissent W(Z) invariante et que, de plus, on a :

(4.e) T =6, 06_=6_0 6.
2 1 2 2 1

Une conséquence importante de (4.e) est que, pour tout ne N, on a :
(4.f) T, = 6] o8 =6 oel.

Pour prouver, comme nous le faisons dans la démonstration de la Proposi-

tion 4 que, pour s,t =z 0 fixés, la tribu n (T:)-1 (":’s t) est w?®-

n=0
triviale, il nous suffit, en conséquence de (4.f), de montrer, par exemple,
-1

que qn (Bn)

. (?s t) est W(Z)—triviale, ce que nous montrons maintenant.
n=0 ’

Proposition 7 : Pour i = 1,2, et tous s,t = 0, la tribu n (9?)-1(? t)
nz0 s

est W(Z)-triviale.

En conséquence, les transformations 91 et 02 , et a fortiori T2 , sont
fortement mélangeantes.
Démonstration : Nous commengons par remarquer les variantes immédiates sui-

vantes de la formule (1.c) :

s t
n _ S . n - t
(4-8’) el (X)s,t B J du(xu,t)]-'n(lc’g E) ’ eZ(X)s,t B J dv(xs,v)Ln(lOg ;)
0 0

D’autre part, nous avons déja remarqué, dans le point 2) de la démonstration

de la Proposition 5 que, pour s,t = 0 fixés, la tribu §ui = 9;1(9’ t) est
s, s,
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la tribu engendrée par les variables B(f)Bt JT f(u,v)dB , ou
N u,v
R
s, t

fe LZ(RS g du dv), qui sont orthogonales a (Bs c 3 VE t).

En conséquence, la tribu n (e'l')_1 (?7s t) est engendrée par les varia-
nz0 '

bles B(f)s L ou f e Lz(Rs ¢ du dv), qui sont orthogonales aux variables
n
(el(B)ﬁ’v ; n€Nv s t)

A 1’aide de la formule (4.g), il nous suffit, pour démontrer que la tribu

n ©)" (@, ) est W
n=0 1 s,

(2)—trivia1e, de prouver que 1’ensemble des fonc-

tions de (u,v) :

(Ln(log %) o(v) ; neN, ¢ € b(B[O,t]))

; du dv), ce qui découle immédiatement de la totalité

est total dans I..Z(Rs .

des polyndémes de Laguerre (Ln,n € N) dans LZ(IR*,e_xdx). o
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