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Sur les inégalités FKG.

Dominique Bakry et Dominique Michel

Laboratoire de Statistique et Probabilités, Université PAUL SABATIER,
118, route de Narbonne, 31062, TOULOUSE Cedex.

0— Introduction.

Les inégalités de corrélation dont nous allons parler ici sont des outils qui ont été
développés dans le cadre de ’étude de la mécanique statistique des systémes de spins
sur {—1,+1}. Il s’agit en fait de propriétés de certaines mesures sur {—1,+1}5, ol
S est un ensemble fini. Nombre d’entre elles ont été généralisées a des situations plus
compliquées.

Ces inégalités de corrélation sont des outils essentiels pour I’étude des mesures
de GiBBs associés a des hamiltoniens ferromagnétiques. En particulier, 'inégalité de
ForTuIN, KASTELYN et GINIBRE (inégalité FKG), joue un réle essentiel, tant pour con-
struire des mesures de GIBBS par des procédés limites que pour caractériser I'unicité de
cette mesure. Dans les systémes de spins, elle assure que, sous une mesure associée a un
hamiltonien attractif, la corrélation de deux fonctions croissantes est positive.

D’autres inégalités de corrélation jouent un grand réle dans ’étude de la fagon
dont les diverses variables macroscopiques de la mécanique statistique (magnétisation,
énergie) varient en fonction des paramétres. Parmi celles-ci, citons les inégalités de
GRIFFITH, KELLY, et SHERMAN (inégalités GIKS), dont nous ne parlerons pas ici, ainsi
que l’inégalité de GRIFFITH, HURST et SHERMAN (inégalité GHS), qui exprime que la
corrélation triple des spins associés & trois points distincts est négative, moyennant des
conditions assez restrictives sur le hamiltonien. Cette derniére inégalité est essentielle
pour étudier les propriétés de la fonction magnétisation, et demeure a nos yeux assez
mystérieuse.

On peut trouver dans les livres de ELLIS [El] ou de PRUM [Pru] des démonstrations
élémentaires de ces inégalités. La méthode que nous utilisons ici repose sur 'utilisation
de semigroupes markoviens symétriques judicieusement choisis. L’utilisation de tels
semigroupes pour obtenir des inégalités de corrélation a été initialisée par HoLLEY [H]:
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sa méthode utilisant le couplage est exposée dans le livre de LIGETT [L]. La démarche
que nous proposons ici repose sur I'introduction d’opérateurs de dérivations partielles
D;, et n'’utilise en fait pas la structure d’ordre de 1'espace sur lequel nous travaillons:
une fonction f est croissante si les fonctions D;f sont positives. De méme, la notion
d’attractivité du hamiltonien s’exprime également en termes des opérateurs D;. Ainsi,
un autre choix des D; pourrait donner d’autres inégalités de corrélation, non liées a
une structure d’ordre. Nous avons essayé d’utiliser cette idée pour obtenir les inégalités
GKS, mais nous n’y sommes pas arrivés.

Ce papier est organisé de la fagon suivante : dans une premiére partie, nous exposons
notre méthode dans le cas le plus simple, qui est celui de R™, muni de la mesure
gaussienne(*). Nous montrons alors comment la méme démarche s’étend a d’autre types
de mesures sur R". Dans la seconde partie, nous utilisons le méme formalisme pour
obtenir l'inégalité FKG classique sur les systéme de spins. Puis, dans une troisiéme
partie, nous montrons comment généraliser cette méthode pour obtenir des inégalités
du type GHS. En fait, le résultat que nous obtenons est assez décevant dans ce cadre:
notre méthode ne permet pas d’obtenir les inégalités GHS dans tous les cas, bien qu’elle
puisse s’étendre a des hamiltoniens plus généraux que ceux considérés dans [GH S].

1— L’inégalité FKG dans R™.

Nous commengons par exposer I'inégalité FKG dans le cas le plus simple, qui est
celui de R™, muni d’une mesure gaussienne. Elle peut alors s’énoncer de la maniére
suivante :

nous dirons qu’une fonction f définie sur R™ est croissante si, pour tout couple de
points z = (z;) et y = (y;), on a

{¥i, zi <y} = f(z) < fv).

(*) Une démonstration élémentaire en a été donnée par KAHANE dans ce cas.
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Théoréme 1.1.—Soit (Ji;) une matrice symétrique réelle nxn dont tous les coefficients
Jij sont positifs, pour i # j, et telle que la forme quadratique Q(z) = Eij Jijztz! soit
définie négative. Soit p la mesure de probabilité

_ exp(Q(2))

ot dx désigne la mesure de LEBESGUE sur R"™, et Z la constante de normalisation.
Alors, si f et g sont deuz fonctions croissantes de carré intégrable par rapport d la
mesure u, elles sont positivement corrélées :

[ @@ )2 [ e ue) [ ote)ue)

Preuve. Pour le prouver, on peut se ramener immédiatement au cas ou f et g sont
de classe C1, bornées avec des dérivées premicres bornées. Dans ce cas, I’hypothése se
traduit par

of

) dg
— >0; =—=—>0.
vi, 6:::,-‘0’ 0:1:,'_'0

Introduisons le semigroupe d’ORNSTEIN-UHLENBECK associé a la mesure 4 : c’est le semi-
groupe markovien (P;)¢>0, symétrique par rapport a la mesure y, et de générateur

o2 7]
L= Z a_.’l,‘?- +Z.Iijxja-;.
t t,)

Nous avons, pour toute fonction borélienne bornée h, Po(h) = h et Poo(h) = [ hdp.
Nous nous servirons en outre des deux propriétés suivantes du semigroupe (P¢) :

1— Pour toute fonction f borélienne et bornée, et pour tout ¢t > 0, P¢(f) est de classe
C™ et
d
EPJ =LP.f.
2— Si f et g sont deux fonctions de classe C?, de carré intégrable ainsi que L(f) et
L(g), alors
Jrneau= [Lo)au=- [vrvadn

N of 0
ou Vf.Vg = Z 5{——0?9

Nous pouvons alors écrire

/fgdﬂ—/fdﬂ /gdu=—/0°°§t-{/Pt(f)gdp}dt.

L’intervertion des signes de dérivation et d'intégration ne pose aucun probleme, et nous
obtenons

/fgdp—/fdp/gdp=—/ow{/LPt(f)gdp}dm/ow{/vpt(f).vgdp}dt.
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Supposons que nous ayons montré que, pour toute fonction f croissante et de classe
C!, P,f est encore une fonction croissante. Nous aurons alors, pour f et g croissantes
VP,f.Vg >0, et donc [ fgdu— [ fdu [gdu >0, ce qui est le résultat annonce.

Ceci fait 'objet du lemme suivant :

Lemme 1.2.—Sous les hypothéses du théoréme et avec les notations qui précédent, si
f est croissante, il en va de méme de P, f.

Preuve. Tout repose sur 'observation suivante:

d g 9
b r AP DL r v

Sur I’espace produit R™ x {1,:--,n}, introduisons la fonction
F(o,i,t) = P\ f(2)
T,t,1) = azi t .

C’est une fonction bornée, comme on peut le voir en écrivant la forme explicite du
semigroupe P;. Elle est solution de I’équation

{F(m,z',m = 2 f(z);

i 1.1
2 F(z,i,t) = LF(z,i,t), (1.1)

ou I:.G(a:, i) = L,G(z, i)+zj JijG(z, ), formule qui peut s’écrire de fagon plus succinte,
sur ’espace produit, sous la forme

L=LoI+IQJ,

ou J est un opérateur qui opére sur I'espace {1,---,n} par JG(i) = 3=; Ji;G(5). Soit
(M;j(t)) la matrice exp(tJ). Sous les hypothéses sous lesquelles nous nous sommes
placées, la matrice M(t) a tous ses coefficients positifs. (Il s’agit 1a d’un exercice élé-
mentaire sur les matrices a coefficients positifs en dehors de la diagonale.) Or, il n’est
pas difficile de voir que la seule solution & I’équation (1.1) qui soit bornée est

F(z,i,t) = exp(tL)F(z,4,0) = ) M;;(t)P.F(z,3,0).
J

Ceci revient a dire que
exp(H(LRI + I®J)) = exp(tL)@exp(tJ).

Le semigroupe P; préservant la positivité des fonctions, et la matrice M(t) étant a
coeflicients positifs, la positivité de la fonction F(z, ,0) entraine donc celle de F(z,1,1).

La méthode que nous avons exposée s’étend sans trop de difficultés & d’autre
mesures sur R"™ que la mesure gaussienne. Nous avons le résultat suivant :
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Théoréme 1.3.—Soit H(z) une fonction de classe C? sur R™, ayant toutes ses dérivées
bornées jusqu’a lordre 2, telle que exp H(z) soit intégrable pour la mesure de LEBESGUE
2

et telle que, pour ¢ # j,

3:1:60:1: (H) > 0. Désignons par u la mesure de probabilité
Al

p(dz) = exp H(z)/Z dz, ot Z est une constante de normalisation. Alors, si deuz fonc-
tions f et g sont croissantes et de carré intégrable pour la mesure u, elles sont positive-
ment corrélées.

Preuve. Il n’y a pas grand chose a changer a la démonstration précédente Tout
d’abord, nous nous ramenons au cas ou la fonction H est de classe C*, et ou les fonc-
tions f et g sont de classe C!, bornées et de premitres dérivées bornées. A la place
du semigroupe d’ORNSTEIN-UHLENBECK, introduisons le semigroupe markovien P; de
générateur

o? 0 7]

Le fait que la fonction H ait ses dérivées secondes bornées entraine qu’il n’y a aucune
difficulté quant a la définition du semigroupe, ainsi que sur son caractére autoadjoint
par rapport a la mesure u. Les propriétés (1) et (2) du semigroupe restent vérifiées, si
I’on remplace la mesure gaussienne du théoréme précédent par la mesure u.

La formule de commutateur donne maintenant

0 0 8 7]
B~ Vow * L e, ey
Appelons comme plus haut L Vopérateur défini sur R™ x {1,---,n} par

- . . 0? )
LG(.’IZ,'L) = LzG(iB,i) + Z WH(J:)G(&',]),
j 1
. g
et posons F(z,:,t) = b?Ptf(-T) Ona

F2,i,0) = 5 (@) 3F (e, ivt) = LF(z,i), (12)

5

0:1:;6:1: j

F(z,1,t) sont bornées.(*) Il ne nous reste plus qu’a observer que toute solution bornée
de I’ equatlon (1.2) est posmve si sa valeur initiale est positive. (Cela revient & dire que le

semigroupe P, =exp tL préserve la positivité des fonctions.) Cela repose sur le lemme
suivant :

Il n’est pas difficile de voir que, les fonctions H(z) étant bornées, les fonctions

(*) En fait, ce n’est pas indispensable ; nous aurions pu travailler sur L?(p), mais cela
aurait compliqué un peu la rédaction du lemme qui suit.
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Lemme 1.4.—Soit P; un semigroupe markovien symétrique par rapport d une mesure
de probabilité p sur un espace mesuré (E,E, ), de générateur L. Soit (M;j(x)) une
matrice symétrique de fonctions boréliennes bornées sur E, telle que M;;(x) > 0, pour
tout i # j. Si F(a,i,t) est une fonction définie sur E x {1,---,n} X Ry solution, au
sens de L?(p), de Uéquation

) . . )
;ﬂF(x, i,t) = L F(z,5,t) + ;Mi,-(x)p(x, 1), (1.3)

et si F(x,1,0) est positive, il en va de méme de F(z,1,t).

Preuve. C’est dans ce lemme que réside la principale différence avec ce qui précéde,
car dans ce cas, nous n’avons pas, comme plus haut, d’expression explicite pour le semi-
groupe P;: en effet, dans ce cas, les fonctions M;; dépendent de z, et le semigroupe P,
n’est pas un produit tensoriel. Pour simplifier les notations, nous noterons (f) a la place
de ffd,u. De méme, nous noterons Fj(t) la fonction # — F(z,i,t), en omettant la
variable x.

L’idée de la démonstration est de prouver que, si F' est solution de (1.3), on a

Yt € Ry, D (B < D (Fi(t)).
i i
Ceci entralne évidemment que |F| = F, et donc que F est positive.

Pour cela, nous nous servons de la convexité de la fonction |z|, que ’on approche par
des fonctions convexes régulieres. D’autre part, on se servira du fait que L est presque
un générateur de MARKOV. )

On se raméne d’abord au cas ol M est une matrice markovienne en posant M;; =
Mij, sii # 7, et My = — 37 ;,; Mij. Posons Ri(z) = 3 ; M;j(z). L’équation (1.3) s’écrit
alors oF

" ~
57 (1) = (Lz + R)F(t) + Z M;;Fj(t).
j

Quitte a remplacer F' par ezp(—At)F, nous pouvons toujours supposer que R;(x) < 0.
Soit alors ¢ une fonction convexe de classe C2. (On prendra par la suite ®(z) = Va2 + ¢.)
Nous avons

5 SUEED) = Y RON(Le + RIF® + 3 5 F(0)),

13

les dérivations sous le signe somme étant justifiées par nos hypothéses.

Tout d’abord, occupons nous du terme Y ,(®'(F;)LF;). Soit F une fonction du
domaine de L. La fonction ® étant convexe et le semigroupe P, markovien, on peut écrire
®(PF) < Py(®(F)), ce qui donne, en dérivant cette inégalité en ¢t = 0, ®'(F)LF <
L®(F). Maintenant, la mesure y étant invariante pour le semigroupe, on a (L®(F)) = 0.
On en déduit donc que, pour toute fonction F du domaine, (®'(F)LF) < 0. Il ne reste
qu’a appliquer I'inégalité précédente & chacun des termes de la somme.
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Ensuite, nous avons
> @ (F)Mi;Fy = -1/2)  My{F; - F;}{¥'(F;) - 9'(F)},
i, i#y

ceci parce que, pour tout 7, ) ; M; ; = 0. Maintenant, la fonction ® étant convexe, nous
avons {F; — F;}{®'(F;) — ®'(F;)} > 0. Pour i # j, il en va de méme deM = M;j:le

second terme de la somme est donc également négatif.

Finalement, il reste
2 @EO) < @ EORE)E.
D’autre part, et pour les mémes raisons, nous avons
i SUFO) = S (R)F).

Il vient donc

& S (@(RE) - RO) < Y (UEORE)),

ou ¥ désigne la fonction z®' — z.

Appliquons ceci avec la fonction ®(z) = Vz2? + ¢, ¢ > 0. Nous avons alors
¥(z) > —€1/2c3/? ot ¢ = (V/5 — 1)/2. Les fonctions R; étant négatives, nous obtenons,
apres intégration entre 0 et ¢,

Z(‘I’(F &) -5 (t))<Z(<I’(F (0)) - Fi(0)) - 1”tZ(R)

Il ne reste plus qu’a faire tendre € vers 0 pour obtenir le résultat, puisque |F;(0)| = F;(0).

2— Inégalité FKG sur les systémes de spins.

Nous nous intéressons maintenant au cas ou R" est remplacé par ’espace
Q = {~1,+1}°, o S est un ensemble fini. (En mécanique statistique, S représente
Pespace des sites et {—1,+1} P’espace des phases.) Un point w de Q est défini par ses
coordonnées w;, 7 € S, que nous considérerons comme des applications @ — R. La
mesure uniforme sur {2, qui jouera le role que jouait la mesure de LEBESGUE dans R™
est celle qui fait des coordonnées des variables aléatoires de BERNOUILLI indépendantes:

)
dw =@es (—-1———1-1-)
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Nous munissons §2 d’un ordre partiel en posant

wlw & Vies, w <wl.

Cet ordre fait de Q un treillis et nous noterons w Aw' et w V w' pour les sup et inf de w
et w' respectivement.
Nous dirons qu’une fonction f : 2 — R est croissante si

w<w = flw) <L f(W),
et qu’une fonction H : ) — R est attractive si
V(w,w') € O HwAw')+ HwVw') > Hw) + Hw).

L’inégalité FKG s’énonce alors ainsi

Théoréme 2.1.—Soit H une fonction atiractive sur § et soit u la mesure de probabilité
du(w) = exp(H)/Z dw, ot Z est une constante de normalisation. Alors, si f et g sont
deuz fonctions croissantes sur S, elles sont positivement corrélées pour la mesure u :

/fgan/fdﬂ/gdﬂ-

En mécanique statistique, la fonction H du théoréme précédent s’appelle le hamil-
tonien. C’est ainsi que nous la désignerons dans la suite.
Pour comprendre I’analogue complet qu'’il y a entre cette situation et la précédente,

nous allons introduire sur 2 1’équivalent des opérateurs de dérivation partielle Ey et
i

de ’opérateur L.
Pour i € S, appelons 7; 'application  — Q telle que

Ti(w)i = —w;i; Ti(w); = wj, Vi # 7.

(7i est l'opération qui change le signe du spin de w au site i.) Nous ferons opérer

également 7; sur les fonctions en posant 7;(f)(w) = f(mw). Cela nous permet d’in-

troduire les opérateurs V; = 1; — I, agissant sur les fonctions f : @ — R. Maintenant,

si f et g sont deux fonctions réelles définies sur 2, nous noterons Vf.Vg la quantité
. - u 7] ,

Y ics VifVig. L’opérateur qui va jouer le role de . est alors 'opérateur

Di(f)(w) = —wiVi(f)(w).

Pour comprendre d’ol vient cette définition, il suffit de remarquer que, pour toute
fonction f, V(w;).V(f) = 2D;(f); nous avons enlevé le facteur 2 dans la définition de D;
pour simplifier les calculs ultérieurs. Remarquons aussi que toute fonction f : @ — R
s’écrit de fagon unique sous la forme f(w) = A + w;B, ou les fonctions A et B ne
dépendent pas de la variable w;. (Ce sont des fonctions définies sur {—1,+1}5\\.) Alors,
D;f = 2A, et ne dépend pas de la variable w;.



178

Le lien entre les opérateurs D; et les fonctions croissantes et attractives est donné
par le résultat suivant :

Lemme 2.2.—
1— Une fonction f est croissante si et seulement si

Vie S, Di(f)>0.
2— Une fonction H est attractive si et seulement si

Y(i,j) € S%,i#j, D;D,;H > 0.

Preuve. Pour prouver la premiére assertion, montrons d’abord que si f est croissante,
Dif 2 0. Siw; = +1, 1i(w) < w, et donc V;f(w) < 0, tandis que, si w; = -1, (w) > w
et Vif(w) 2 0. V;f est donc toujours du signe de —w;, c’est ce qu'on voulait voir.

Pour montrer la réciproque, il suffit de remarquer que, si w < w', on peut toujours
trouver une suite de points de Q: (wp = w < w; < -+ L w, = ' ) telle que deux
points consécutifs de la suite ne different qu’en un site au plus. Pour montrer que f
est croissante, on peut donc se ramener & démontrer que f(w) < f(w'), dans le cas ot
w < ' sont deux points distincts tels qu’il existe un site i € S tel que w' = Ti(w), ce
qui implique que w; = —1. Dans ce cas, f(w') — f(w) = V;f(w) = D; f(w) > 0.

Pour la seconde assertion, montrons d’abord que, si la fonction H est attractive,
et si ¢ et j sont deux points distincts, alors D;D;H(w) > 0 en tout point w de . Or, si
i #J, DiDj = D;D; = wiw;V;V;. Il suffit donc de démontrer que I’expression

ViV;(H)(w) = H(rymjw) — H(T;w) — H(tjw) + H(w)

est du signe de w;w;. Si wiw; < 0, les points 7w et Tjw sont les points w A TiTjw et
w V 7;7jw, dans cet ordre ou dans l’autre, selon les valeurs respectives de w; et wj;. 1
suffit donc d’appliquer la définition de I’attractivité & w et w' = TiTjw pour obtenir
ViV;H(w) < 0. De méme, si wiwj 2 0, w et 7;7;w sont les inf et sup de 7w et Tjw, dans
cet ordre ou dans 'autre. Dans ce cas, il suffit d’appliquer la définition de I’attractivité
aux points T;w et T;w.

Réciproquement, montrons qu’une fonction H satisfaisant D;D;H > 0 pour tout
couple de points distincts de S i et j vérifie H(w Vw') + H(w Aw') > H(w) + H(w'). Si
w S w' ouw' < w,iln’y arien & démontrer. Dans les autres cas, numérotons (21, ytk)
les sites i ol w; = —1 et w} = +1, ainsi que (1, -, i) les sites j ot wj = +1 et wj = -1
Appelons alors wy, la configuration 7;, - - T, Tj o Tiw,avec0 < p< ket0< ¢g< |
et la convention 7;, = 7, = Id. Ainsi, nous avons wyy = w, Wi = W', wer = w A W', et
wko = w Vw'. Nous en déduisons la formule

HwVw)+ HwAw')— Hw)— HW') =

k—11-1
Z Z{H(“’p+1,q+1~) — H(wpt1,g) — H(wp,g+1) + H(wp,g)}-

p=0¢=0
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D’autre part, les configurations wpq €t wp41,¢41 ne different qu’en deux sites, tandis que

Wp+1,g = Wpg V Wp+t1,g+1 'et\wp,,qfl = Wpg A Wptl,g+1- L ,
On est donc ramené a vérifier la propriété d’attractivité dans le cas d'un couple

(w,w') pour lequel il existe deux points i et j de S tels que W' = TTjw, Tw et Tjw
représentant w A w' et w V w' respectivement. Dans ce cas, la propriété d’attractivité
découle directement de I’hypothese D;D;H > 0. 0

Avec ce lemme, la démonstration du paragraphe précédent peut se recopier mot
pour mot, a condition toutefois d’introduire I'opérateur L, générateur d’un semigroupe
markovien P; sur {2, symétrique par rapport a la mesure u. Nous allons voir plus bas
qu’en fait nous avons un vaste choix, mais pour ’instant, nous allons partir de la formule

/Lfgdu = /ngdu = —/Vf.ng,u.
Si on veut que cette formule soit valable pour tout couple de fonctions f et g sur €,
cela nous donne
L(f) =) _(1+exp(ViH))Vi(f)-
i€S

(Cette formule est une conséquence immédiate de ce que, pour la mesure uniforme dw,
Popérateur 7; est autoadjoint.)

Cet opérateur L est le générateur d’un semigroupe de MARKoOV P; = exp(tL) sur Q,

symétrique par rapport a la mesure y, et vérifiant, comme dans le paragraphe précédent,
et pour toute fonction f définie sur ,

Pof = fi Puo(f) = fim Puf = [ fp.

Nous pouvons dés lors écrire comme plus haut

[rodu= [sau [gau=- ["([rranganai= [7( [ Run.Tgdu}at

Maintenant, on a, pour tout couple de fonctions f et g sur Q,
Vf{Vg =Y DifDig,
€S

si bien que, pour obtenir I'inégalité FKG, il suffit de vérifier que, si une fonction f est
croissante, il en va de méme de P.f. Pour cela, nous considérons la fonction F(w,3,t)
définie sur @ x S x R4 par

F(w,ivt) = DiPtf(w);
elle est solution du systéme

F(w,%,0) = D; f(w) > 0; %F(w,i,t) = iF(w, y 2, 1),

ou L est un opérateur sur  x S que nous allons calculer plus bas. On a donc

F(w,i,t) = exp(tL)F(w,1,0),
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et il suffit comme plus haut de verifier que 'opérateur exp(tf;) préserve la positivité.
Or, nous travaillons ici sur un espace fini. Un opérateur L agissant sur un espace fini X
se représente par une matrice L(z,z') de telle fagon que Lf(z) = 3,/ x L(z,2")f(z').
Evidemment, le semigroupe P, se représente alors par la matrice exp(tL). C’est un
exercice élémentaire sur les matrices d¢ MARKOV de montrer que la matrice exp(tL) a
tous ses coefficients positifs pour tout ¢t > 0 si et seulement si L(x,z') > 0, Vz # 2'. 1l
ne nous reste donc qu’a calculer 'opérateur L et sa matrice L(z,a' ), pour les points z
et 2’ de l'espace 2 x S.
Pour calculer L, nous partons des formules suivantes:

V,-(ab) = bV;(a) + Tg(a)vi(l)) H V? = -2V;; V,'DJ‘ = D,-V,- siz 7& J-
Nous tirons de ceci, en posant a; =1 + exp(V;H),
D;L = Z D.~(a,—)V,~ + (Z 'r,-(aj)V_,-)D,- - 27‘,‘((1,’)1),'
J J#i

= > ww;Vi(a;)D; + (D 7i(a;)V;)Di — (ai + 7i(a:)) D;.
i#] i

On peut donc prendre comme opérateur L

LF(w,i) =) wiw;Vi(a;)F(w,§) + (O mi(a;)V;)F(w,1) — (ai + 7i(a:)) F(w, ).
i#] J#i

La matrice L((w,7),(w', 7)) associée & L satisfait donc

A Ti(ar), si (w',j) = (Tkw, i) avec k # 1;
L((w,1),(w',7)) = { wiw;Vi(a;), siw' =wetj#1;
0, dans tous les autres cas ou (w,1) # (w', 7).

Or, 1i(ar) = 0. D’apres ce qui précede, exp(tI:) préserve donc la positivité dés que,
pour tout couple (z,7) de points distincts de S, wiw;Vi(a;) > 0, ou encore, en tenant
compte de la définition de aj,

wiw;V(exp(V;H)) > 0.

Mais, la fonction exponentielle étant croissante, V; exp(U) est toujours du signe de V;U,
et tout revient donc & étudier le signe de w;w;V;V;H, pour ¢ # j. Or, cette derniére
expression est exactement D;D;H (ceci n’est vrai que pour ¢ # j), et nous retrouvons
exactement ’hypothése d’attractivité du hamiltonien H. 0

3— Différents types de semigroupes utilisables dans les systémes de spins.
Application a ’inégalité GHS.

Dans le paragraphe précédent, nous avons utilisé pour établir I'inégalité FKG un
semigroupe de générateur L = ), a;(w)V;, avec a;(w) = 1 + exp(V;H). Nous allons
voir ici que d’autres choix des fonctions @; auraient mené au méme résultat et que des



181

méthodes analogues, utilisant des opérateurs biens choisis, peuvent donner d’autre types
d’inégalités.

Tout d’abord, rappelons que nous cherchons & obtenir des opérateurs P, = exp(tL),
qui soient des semigroupes markoviens symétriques par rapport a la mesure de proba-
bilité p(dw) = exp(H)/Z dw, et satisfaisant & la condition d’ergodicité

Jim Pu(f) = [ £

Ces conditions seront vérifiées dés que L = ), ai(w)V;, avec

{ViES,a,'(w)>0

ria; = exp(—V;H)a;. (3.1)

La premiere hypothése assure ’ergodicité du semigroupe. Pour voir en quoi la seconde
est liée au caractére symétrique de 'opérateur L, introduisons les notations

{(f)=ffdu;
(flo= [ fdw.

Nous savons que, pour tout couple de fonctions f et g sur Q,

(ri(F)g)o = (fri(9))o-

De ceci, nous en déduisons que

(" a;Vi(f)g)o = (eMairi(f)g)o — (T aifg)o =
(ri(eMaig) flo — (" aifg)o = (" f(e¥ ri(ai)rig — aig))o-
Il s'ensuit que, dés que, pour un point i de S, a; = eV
couple de fonctions sur §2

7i(a;), nous avons pour tout

(a:Vi(f)g) = (a:Vi(9)f)-
Cette propriété (3.1) peut se réécrire sous la forme
a; = exp(V;H/[2)b; , avec V;b; =0,

c’est & dire que la fonction b; ne dépend pas de la variable w;. En particulier, nous
pouvons prendre pour fonction b; n’importe quelle fonction symétrique de V;H : c’est
ce que nous avons fait dans le paragraphe précédent avec b;(w) = 2ch(V;H/2).

Le choix de 'opérateur carré du champ I'(f,g) était lui aussi arbitraire. La seule
propriété que nous lui demandons est de satisfaire ’identité

(T(f,9)) = —(fLg) = —(gLf). (3-2)

Bien siir, nous pouvons prendre comme d’habitude le carré du champ usuel

I(f,9) = 5{L(f9) - fLg - gLf);
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dans le cas précédent, cela donne
L(f,9) =1/2)  ai(w)Vi(f)Vi(9).
En fait, pour vérifier (3.2), il suffit de prendre
1
I'(f,9)= 3 Z(a.- +a})Vif Vig,

ou a/ vérifie 7;(a}) = —exp(—V;H)a}, ou encore a; = exp(V;H/2)w;b}, avec V;b! = 0.
En effet, dans ce cas, pour tout couple de fonctions f et g, nous avons

(ai(w)Vi(f)Vi(g)) =0,

par le méme argument que précédement. C’est en particulier le cas lorsque nous choi-
sissons a; = exp(V;H/2)F(V;H), ou F est une fonction antisymétrique.

Dans le paragraphe précédent, nous avions a; = 2exp(V;H/2)ch(V;H/2), et nous
avions a; = 2exp(V;H/2)sh(V;H/2), de telle sorte que I'(f,g) = >, VifVig.

Si nous choisissons a; = 0, du fait de la positivité de a;, il est clair que, si f et ¢
sont deux fonctions croissantes, alors I'( f, g) > 0. Dés lors, la démonstration du chapitre
précédent peut s’appliquer dés que 'opérateur P, préserve la croissance des fonctions.
Les calculs faits plus haut ne dépendaient pas explicitement de la forme exacte des
fonctions a;. On a toujours

D;L = ;w,‘wjv,'(aj)Dj + (; T,-(aj)V,-)D; - (a,- + T,'(a,,'))D,‘.
i#] J#i

Donc, 'opérateur L défini sur Q x S préserve la positivité des fonctions dés que, pour
tout couple de points distincts (7,7) de S, on a wiw;Vi(aj) > 0. C’est en particulier le
cas, lorsque le hamiltonien H est attractif, dés que a; = F(V;H), ou F est une fonction
croissante. En effet, dans ce cas, V;F(U) étant toujours du signe de V;U, w;w;V;(a;)
est du signe de w;w;V;V;H = D;D;H.

L’inégalité GHS

L’inégalité GHS peut s’énoncer de la fagon suivante: supposons que H(w) soit un
hamiltonien quadratique: H(w) = Zije g2 Jijwiw; + Eies hiwi, ou les coeflicients J;;
et h; sont des constantes. Comme plus haut, nous désignerons par (f) I'intégrale de la
fonction f par rapport a la mesure de probabilité u(dw) = exp(H)/Z dw. Supposons
alors que tous les coefficients J;; et h; soient positifs. Dans ce cas, si ¢, et k sont trois
points de S, nous avons

(Wi = (wi))(w; = (W) (wk = (wi))) < O. (3.3)

Nous allons établir cette inégalité, (en fait, une inégalité plus forte), mais sous des
hypotheéses différentes sur le hamiltonien. Nous n’avons pas réussi a obtenir avec notre
méthode l'inégalité GHS sous les mémes hypothéses que [GH S]. Nous avons le résultat
suivant :
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Théoréme 3.1.—Supposons que pour tous les points distincts de S, le hamiltonien H
satisfasse d@

D;D;H >0; (H1)
Dy(I +7,)H > 0; (H2)
D;D;DH <0; (H3)
(i +7;)DiH > 0. (H4)

Soit f une fonction satisfaisant:
VieS, Dif>0;VitmeS? DiDnf <0.

Alors, pout tout couple de points i # j de S, linégalité suivante est satisfaite

((f = (FN(wi = (wi))(w; = (w;))) 0.

Remarquons que ’hypothése (H2) n’est rien d’autre que ’hypothese (H4) lorsque
k=1iouj.

Preuve. Tout d’abord, pour simplifier les notations, appelons 1 et 2 les points ¢ et j
de I’énoncé du théoréme. Nous allons utiliser le semigroupe

L= Z a;V;, aveca; = F(V,;H),

exp(z/2)
2ch(z/2)
d’IsING en dimension 1 par GLAUBER [G].) C’est donc bien un semigroupe vérifiant (3.1).
1l a la particularité de satisfaire 'identité

Vi, (I +7)(a;) =1,

ou F(z) est la fonction . (Ce semigroupe a été introduit dans le cas du modele

ceci provenant de 7;V; = —V; et de la propriété de F': F(z)+ F(—=z) = 1. D’autre part,
nous allons poser

T(f,9) =Y b:V;Vig, avecb; = G(V;H)/2,

ot G(x) est la fonction 1/ch®(z/2). D’aprés ce que nous avons vu plus haut, ce choix
est compatible avec celui de L, a cause de la formule

1 2/21 = th(z/2)

h(z/2)  ch(z/?)

Comme d’habitude, P; désigne le semigroupe exp(tL). Remarquons que la fonction
F étant croissante, d’aprés ce que nous venons de voir, le semigroupe P, préserve la
croissance des fonctions.
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Appelons K la quantité ((f — (f))(w1 — (w1))(w2 — (wz))). Nous écrivons comme
plus haut

K== [ @Puf(ur = for)en = (o))
— [ @, or = o)~ (wah) .

Or, pour toute fonction U sur Q,
(LU, (w1 = (w1) ) (w2 — (w2)))) = 2(w1 = (w1))b2D2U + 2(wz — (w2))by D, U.

D’autre part, le hamiltonien H satisfait aux hypotheses de I'inégalité FKG. Les fonctions
w; et wp étant croissantes, il nous suffit donc de vérifier que les fonctions by, D, P, f et
b1 D, P f sont décroissantes. Nous n’allons bien siir le voir que pour la seconde.

Maintenant, f étant croissante, et le semigroupe préservant la croissance des fonc-
tions, nous savons que D P, f est positive. Le produit de deux fonctions décroissantes
positives étant une fonction décroissante, il suffit donc de démontrer que chacune des
fonctions b; et D1P;f est décroissante.

Lemme 3.2.—Sous les hypothéses (H1) et (H2) sur le hamiltonien, et pour tout i de
S, D;b; <0.

Preuve. Remarquons tout de suite que l'on peut supposer que ¢ # 1. En effet, la
fonction G étant symétrique, nous savons que, pour tout i, V;b; = D;b; = 0. (Cest
cette propriété qui justifie le choix que nous avons fait des coefficients b;.) Posons pour
simplifier h = H/2. Nous avons

1 1

Db = —w; -
AT A b2 (V1h)

)

cette quantité étant du méme signe que

wj {Ch(vlh + V.V, h) - ch(V1 h)} = w.'sh(Vl V.h/2)sh(V1h + V.V, h/2)
— —sh(D; Dih/2)sh(Ds(I + 7)(h/2).

D’aprés nos hypothéses sur le hamiltonien H, cette derniére quantité est négative. [
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Lemme 3.3.—Soit f une fonction croissante telle que, Vi # j, D;D;jf < 0. Avec le
semigroupe précédent et sous les hypothéses (H1), (H2), (H3) et (H4) sur le hamiltonien
H,

Vi # j, DiD;P.f <0.

Preuve. Nous allons utiliser le méme raisonnement qu’au chapitre précédent, mais en
opérant en méme temps sur les dérivées premiéres et secondes de la fonction P, f. Pour
cela, définissons arbitrairement un ordre total sur S, et désignons par U I’ensemble
{GG,7) € §%,i < j} U S. Pour u € U\S, nous noterons Dy f la quantité —D;D;f, D.f
n’ayant pas changé de signification si u € S. Posons alors F(w, u,t) = D,P.f. Nous
allons introduire un opérateur L sur Q x U, de telle facon que F(w, u,t) soit solution de
I’équation R

{ 2F=LF,

F(w,u,0) = D,f.

11 ne restera plus dés lors qu’a vérifier que I'opérateur exp( tf..) préserve la positivité des
fonctions. Pour calculer L, puisque %F(w, u,t) = D,LP,f, il nous suffit comme plus
haut de calculer les opérateurs D, L, pour tout u de U. En rappelant que L = 3. a;V;,
notons &; = —w;a;. En se servant des formules

Di(ab) = 1i(a)Di(b) + bD;(a); DiDj = D;D;; D? =0,
il vient, pour i € S
D;L ={E 'r,-(&k)Dk}D.' + Z Dj(ax)Dy
k k
={E r,-(ak)Vk}D.- + Z D.'(flk)Dk.
ki k

(Nous avions déja utilisé cette formule dans le précédent calcul.) Pour u = (3,), avec
t < j, nous avons

D:D;L ={}_ mi7j(ax)De}DiDj + Y, Dirj(ax)D;Dx
% %
+ Z 7iDj(ar)D;Dy + Z D;Dj(ax)Dy
3 3

={ Z r,-rj(ak)V,..}D,-D,- + ZT,'Dj(ak)Dka
k#i,j ki
+ Z tiDi(ax)D;Dy + Z D;D(éx)Dk.
k#j k
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La matrice ]:?((w, u), (W', u')) associée a cet opérateur vaut donc

L((w,u), (nw,u)) = 7u(ar),  siu€S, k#u;

L((w,u),(w, k)) = Dy(ax), siu€SetkeS, k#u;

L((“-’, u)a(Tkw’u)) = Ti'rj(ak)a siu= (i1j)7 k#1, k #73;

E((wau)’(w’ul)) = TjDi(E"k)7 slu= (iaj)v u' = (.77k) ouu' = (k’])v k #]v

L((w,u),(w, k) = =D;Dj(ax), siu=(i,j), keS;

j}((w,u), (w',u")) =0, dans tous les autres cas ol (w,u) # (w',u').
Si nous nous rappelons que nous avons choisi ax = F(V.H), avec F(z) = 1/(1 +
exp(—z)), qui est une fonction croissante, nous voyons que les fonctions Di(ax) et
7;D;(ax) sont toujours positives, lorsque k # 4. La seule chose qui nous reste & vérifier

est que, sous les conditions du théoréme, D;D;(ax) < 0, pour tous les points 3, J, k de
S, avec 1 # j.

Pour le voir, rappelons que la fonction F' satisfait & F(z)+ F(—z) = 1, si bien que,
si w ne prend que les valeurs £1, on a F(wz) = (1 —w) + wF(z). Or, dans tous les cas
de figure, D; D;(1 — wy) = 0, donc

D,'Dj(&k) = D.‘Dj(—ka(VkH)) = D,‘Dj(F(—wkka) = D,’Dj(F(DkH)).
Or, pour toute fonction U définie sur 2, et toujours pour i # 7, nous avons

DiD;F(U) =wiw;{F(U + VU + V,;U + V,V,U)
- F({U+VU)-FU+V;U)+ F{U)}
=wiwi{F(U + ViU +V;U + V,;V;U) = F(U + VU + V;U)}
+wiwi{F(U+ VU +V;U) - F({U + VU) - F(U + V,;U) + F(U)}.
La fonction F' étant croissante, le premier terme de cette somme est du signe de

wiw;V;V;U = D;D;U, donc négatif sous nos hypotheéses lorsque U = D H.
D’autre part, pour la fonction F que nous avons considérée, le signe de

F(z+a+b)— F(z+a)— F(z +b) + F(z)
est toujours celui de —ab(2z + a+b). Ceci nous montre que le second terme est du signe

de —wiw;V;UV;U(7;U +7;U) = —D; Dy HD; D H(7; D). H + 7;DiH). Une fois de plus,
sous nos hypotheses sur le hamiltonien, cette quantité est négative. 0

Remarque.—
Les conditions de notre énoncé s’appliquent évidemment au cas ou la fonction f est
Pune des fonctions w;, et nous retrouvons dans ce cas Pinégalité GHS. Mais, dans
le cas des hamiltoniens quadratiques

H(w) = Z Jijwiw; + Z hiw;,

i#] i€S
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D;D;H = 4Jij, DiD;DyH = 0, Di(I + 75)H = 4(hi + X4 4; Jikws), pour i # j, et
(i + 7)) D H = 4(hi + 3144 Jijwi), pour %, j, k distincts. Les conditions (H1),
(H2) et (H3) et (H4) se résument donc a

Vi, Jij 2 0ethi > > Ju,
ey

ce qui revient a dire que les champs h; sont suffisamment forts, alors que l'inégalité
GHS usuelle est valable dés que tous les champs h; sont positifs (et semble étre
particuliérement intéressante précisément au voisinage de h; = 0).
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