MONIQUE PONTIER

ANNE ESTRADE
Relévement horizontal d’une semimartingale cadlag

Séminaire de probabilités (Strasbourg), tome 26 (1992), p. 127-145
<http://www.numdam.org/item?id=SPS_1992_ 26 127_0>

© Springer-Verlag, Berlin Heidelberg New York, 1992, tous droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire de probabilités (Strasbourg) (http:/portail.
mathdoc.fr/'SemProba/) implique 1’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou im-
pression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SPS_1992__26__127_0
http://portail.mathdoc.fr/SemProba/
http://portail.mathdoc.fr/SemProba/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

RELEVEMENT HORIZONTAL D’UNE
SEMI-MARTINGALE CADLAG

Monique PONTIER et Anne ESTRADE

Dp. Mathématiques
Université d’Orléans
B.P. 6759
45067 ORLEANS
FRANCE

Aux semi-martingales continues a valeurs dans une variété sont associés deux processus
particulierement utiles : leur relevement horizontal dans le fibré des reperes orthonormés
et leur développement stochastique. On peut consulter & ce sujet : Malliavin [7], Bismut
(1], Meyer [8], Shigekawa [11] ou Darling [2]. A notre connaissance, de telles constructions
n’ont été réalisées que pour des processus continus. L’objet de ce papier est donc de justifier
I'existence et la construction du relevement et du développement d’une semi-martingale
cadlag a valeurs dans une variété riemannienne. Cette construction suit d’assez pres la
méthode de Shigekawa et donc nécessite la définition de I'intégrale d’une 1-forme le long
d’une semi-martingale non continue. Ce probléme précis a été abordé par Jean Picard
[9], mais dans le cas de variétés plus générales (non forcément riemanniennes) et surtout
I'objectif de J.Picard n’a rien a voir avec le probléme présent : sa préoccupation principale
est de définir une "bonne” notion de martingale dans une variété. Au demeurant, la notion
d’intégrale de formes le long de semi-martingales a son intérét propre. (Notons que dans
le cas continu, les choses sont particuliérement bien clarifiées dans le livre de Emery [3]).

Apres avoir donné dans une premiére section des préliminaires géométriques utiles
a notre propos, que nous avons démontrés en 1’absence de références connues de nous,
intégrale d’une 1-forme le long d’une semi-martingale cadlag est définie, puis sont con-
struits successivement relevement horizontal et développement stochastique de cette semi-
martingale.

1 Préliminaires géométriques

On considére une variété riemannienne V, connexe , de dimension d, de classe C'*°, munie
d’une métrique m et d’un atlas dénombrable (U,, ¢,) tel que, Va, U, est borné et il existe
un ouvert V, contenant U, , (Va,¢a.) étant encore un atlas.
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Soit H(V') ’ensemble des champs de vecteurs sur V' de classe C*® et H*(V') celui des
1-formes. Tout élément a de H*(V) s’écrit localement

o(z) = ai(z) dat

dans une carte (z'); de V. La notation d’Einstein est ici utilisée, comme elle le sera
systématiquement par la suite.

1.1 Application exponentielle et géodésique

On note 'application exponentielle définie sur le fibré tangent TV pour tout z de V :
Ezp, : T,V — V.

Il existe (cf.[2]) un voisinage tubulaire V(AV') de la diagonale de V et un voisinage W de
I’ensemble des vecteurs nuls de TV tels que 'application :

XEW (W(X),Ezp,,(x)X)
est un difféomorphisme de W sur V(AV). Par suite
(1) Y(z,y) € V(AV) il existe un unique X € T,V tel que y = Ezp.X.

On notera par la suite cet élément X : Exp;?(y) et U, le voisinage de x dans V sur lequel
application Ezp;! est définie, c’est-a-dire :

U. = {y €V tels que (z,y) € V(AV)}.

On rappelle qu’une géodésique sur V reliant deux points z et y est une courbe de plus
court chemin. S'il existe une unique géodésique v de z & y (en particulier lorsque (z,y)
est dans V(AV)), elle est donnée par :

t — q(t) = Ezpi(t Ezp;'y)

Et
5(0) = Ezp;ly .

Définition 1.1 Soit x dans V et soit (z;)1<i<a un systéme de coordonnées locales autour
de z. La famille des vecteurs tangents D; = (32:)z forme une base de T,V et on appelle
coordonnées normales le systéme défini dans l’ouvert U, par :

o(z,.) : Uz — R4
z = {p'(z,2); i=1,..,d}

tels que Exzp;!(z) = ¢'(z,2) D .
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1.2 Action du groupe orthogonal sur O(V)

On note GL(V') le fibré des reperes au-dessus de V, O(V) celui des repéres orthonormés
(pour la métrique m) et x la projection canonique de O(V) sur V.

Soient G = O(d) le groupe orthogonal de IR? et G ’algebre de Lie qui lui est associée,
c’est-a-dire ’espace des matrices (d x d) antisymétriques. On note e I'identité de O(d) et
exp désigne ici 'application exponentielle :

ezp : G —» G

L’automorphisme adjoint ad est I’application linéaire tangente en e & ’automorphisme
intérieur :

VgeG,VheG, I(h) = ghg™
VX €6, ad(g)(X) = (dIs)e(X)

On note ¢ la 1-forme canonique sur G & valeurs dans G :

(2) VgeG,VA€egG, i(gA) = A

On peut montrer que G agit & droite sur les fibres de O(V) de la fagon suivante : tout
élément u de O(V) est une isométrie de IRY, muni de la métrique euclidienne standard,
dans I'espace métrique tangent (Tr()V,m). On définit alors 'opération a droite R, pour
tout g de G :

Ry, : weO(V) = Ry(u) = uog€O(V)

Il est clair que 7(u0g) = m(u) et que u o g est bien une isométrie. On note alors :

Yu : §EG = Ry(u) = uog

Notons comme Shigekawa ([11]) A* le champ de vecteurs sur O(V) issu de tout élément
A de G par :

Yu e O(V), A*(u) = dit(u o exp tA)i—o
c’est-a-dire que A*(u) = (dp,).(A).

L’action de G sur O(V) permet d’en décomposer les fibres de fagon canonique en
somme directe (cf.[6] p.63) :
T.0(V) = Q. & G,

telle que (dr), soit un isomorphisme entre Qu et Tr)V, et (dp,). entre G et G,. On
appelle @, le sous-espace horizontal et G, le sous-espace vertical de 7,0(V). On
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notera "vert(U)” la partie verticale d’un vecteur U de TO(V).

Les éléments de Q,, c’est-a-dire les vecteurs horizontaux de T,,0(V'), sont par ailleurs
caractérisés grace a la 1-forme de connexion w([6] p.64) :

Définition 1.2 La 1-forme de connexion w sur V est une forme sur O(V) a valeurs
dans G définie pour tout u de O(V) par :

w(u) : U€eT,0(V) = (dp,). (vert(U))
Corollaire 1.3 Un vecteur U de T,O(V) est horizontal si et seulement si w(u)(U) = 0.

Rappelons quelques propriétés utiles de w :

Proposition 1.4 VA€ G, YueO(V),VgeG, VX e H(O(V)), ona:
(@) <w,A*>(u) = A

(i) <, dRy(X) > (uog) = <ad(g™)w) X > (u)

(i) i = (dp.) (@)

Preuve de (iii) : Vg € G, VA€ G,

i(gA) = A = <w, A" > (u0g) = <w,dpyy(A4) > = <w,dp,(94) >

Dans la proposition suivante, nous donnons I’expression de w en coordonnées locales

([6] p-142) :

Proposition 1.5 Soit u = (z,r) dans O(V) et soit (z™,r* )m; un systéme de coor-
données locales autour de u dans GL(V). On note alors, dans ce systéme de coordonnées,
(T* )k.my les symboles de Christoffel de la connezion associée @ la métrique m.

Si (Eij;1 < 4,5 <d) est une base de GL(V'), les coordonnées w' de w(u) s’écrivent:

3) W = (MM + Thy(z) 1 dam)

1.3 Relevé horizontal

On peut ([6] p.69) associer & toute courbe différentiable dans V' une courbe dans O(V) ,
dite horizontale :

Proposition 1.6 Soit ¢ € C'([0,1);V) et soit u € O(V) tel que m(u) = c(0). Il existe
une unique courbe & € C*([0,1);0(V)) telle que :

(i) é0) = uetwoé = ¢

(i1) Vte0,1],w(ét) = 0
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On appelle ¢ le relevé horizontal de c issu de u.

Soient (z,y) € V(AV), cla géodésique de z & y dans V. Si, pour tout u dans O(V), on
note ¢y le relevé horizontal de ¢ partant de u, on peut alors définir le transport paralléle

de z a y le long de c par ([6] p.70) :

(4) Ty 2 7 {2z} — 77y}
u = &(1)

Nous aurons besoin par la suite des dérivées du transport paralléle ; nous les exprimons
ici en coordonnées locales :

Proposition 1.7 Soit u = (z,r) dans O(V) et soit G I’application définie sur un voisi-
nage de z par:

y = Gy) = u €0(V)

Si (z™,7%) i, est un systéme de coordonnées locales autour de u dans GL(V), dans
lequel on note (T%,)km, les symboles de Christoffel de la connezion, alors:

oG*i

oo () = = Th(z)

Preuve : Le point = de V ayant pour coordonnées (z?, ..., z%), on considére la courbe Cp sur
V qui a t, voisin de 0, associe le point c,(t) de coordonnées (z?, ..., zP~1, zP 4+, 2Pt L z?),
et &, son relevé horizontal dans O(V') issu de u. Alors, pour tout t, G(c,(t)) = ,(t) donc

OGFi dé”fj
By (@) = —-(0)
Le vecteur %(0) = &,(0) de T.O(V) est horizontal, ce qui se traduit en coordonnées
locales, d’apres (3), par : V(3, j)
0 = <w(0)> (u)

. déki . dém

= (TYHGEO) + Thi(e) ¥ S2(0))
. déeki .

= YHEL0) + Th() )

d’ott le résultat annoncé. O
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1.4 O(V), variété riemannienne

On munit maintenant la variété O(V) d’une métrique riemannienne de la maniere suivante

([10] p.302) :

Proposition 1.8 Si m est la métrique riemannienne de V, on définit pour tout u de

O(V) la forme bilinéaire m(u) sur T,O(V) :

m(u) : T,OV)xT,0(V) — R
U,U) = m((dr)u(U),(dn)u(U)) + (vert(U),vert(U"))g

Alors i définit une métriqgue riemannienne sur O(V).

La variété (O(V),7n) étant une variété riemannienne, on peut alors définir sur O(V) la
notion de géodésique et I'application exponentielle sur le fibré tangent TO(V), que I'on
notera encore Ezp. On peut montrer en particulier les propriétés suivantes :

Proposition 1.9 (i) Soient u et v des éléments de O(V) tels que (w(u),7(v)) € V(AV)
etv = Tyu. Soity la géodésique de x d y dans V. Alors le relevé horizontal de v partant
de u est :

it (1(8), Tevou)
et c’est 'unique géodésique de u d v dans O(V). En particulier le vecteur de T,0(V),
5(0) = Ezp7* v, est horizontal.
(ii) Soit T une géodésique de (O(V), ). Si 7(0) est horizontal dans T;0)O(V), alors 7(t)
est horizontal pour tout t et T est le relevé horizontal de m o T, géodésique de V.

Preuve :
(¢) Le fait que 4 soit le relevement horizontal de ¥ partant de u est exactement la définition
du transport paralléle (cf.(4)). Soit alors 7 une géodésique de u & v. Par définition de

(prop.(1.8)), on a:
. dror(t .
170 1 = 12T g fuert 700 13
Donc long(r) = long(rot) + [y || vert #(t) |5 dt

On peut écrire la série d’inégalités suivante :

long(y) = long(y) 2 long(r) > long(wot) 2 long(y)

en tenant successivement compte des arguments suivants : 4 est horizontale; 7 est une
géodésique; proposition (1.8); 7 est -une géodésique.
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Par suite long(r) = long(w o 7), ce qui prouve que 7 est une courbe horizontale.
Enfin long(m o 7) = long(v), ce qui prouve que ¥ = 7 o7. Finalement 7 = 7.

(¢%) Notons v la géodésique de (V,m) de conditions initiales :
7(0) = mo7(0); 5(0) = (d7)0)(7(0))
Soit alors ¥ le relevement horizontal de v dans O(V') issu de 7(0). D’aprés (), 4 est une

géodésique de O(V) ; de plus elle coincide avec T en 0. Par ailleurs, par définition du
relevement horizontal, 4(0) est horizontal et vérifie :

(dm)50)(7(0)) = 4(0)

D’autre part 7(0) est aussi horizontal et vérifie également :

(d7):@)(7(0)) = 4(0)

Du fait que (d7),() est un isomorphisme sur I’espace horizontal Q@-0),ona:

#0) = #(0)

L’unicité d’une géodésique de conditions initiales fixées montre querT = 40
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2 Intégrale d’une 1-forme le long d’une semi-martingale

Il s’agit dans cette section d’une généralisation au cas de semi-martingales non continues
d’un probléme abordé, par exemple, par Meyer (8], Bismut[1], Shigekawa[l1] ou Darling
[2]. On s’intéresse ici & une semi-martingale X, & valeurs dans V, cadlag. On convient de
la définition classique :

Définition 2.1 -On dit que X, processus mesurable ¢ valeurs dans une variété V, est une
semi-martingale cadlag si, pour toute fonction f de classe C® sur V, f(X) est une
semi-martingale réelle cadlag sur un espace de probabilité standard (U, A,P).

C’est & dire, en particulier, que X restreinte & un ouvert de carte de 1’atlas de V admet
des coordonnées locales qui sont des semi-martingales locales. On fait ici I’hypothése
suivante :

Hypothése H :1l existe une seule géodésique de X~ a X, dt x dIP presque siirement.
De fait, ceci est vrai dés que le couple (X;-, X;) € V(AV) presque siirement.

On définit 'intégrale de processus a valeurs 1-forme sur V le long des semi-martingales
cadlag vérifiant I’hypothese H

Proposition 2.2 Soit un atlas (U,, ¢,),a € A tel celui de la section 1 et une partition de
Punité (U,, h*) qui lui est associée. Soit {D?,i =1,---,d} les dérivées partielles dans les
coordonnées locales de la carte (U,,¢,). Alors lezpression suivante, pour tout processus
a a valeurs 1-forme :

U < 00y DF > (X, )% (X,-) 0 dg(X,)
a€A VO

(®) + ; < as-, Ezpx,_(X,) = h*(X,-)A¢{(X,)Df > (X,-)]

est bien définie et ne dépend pas du systéme de coordonnées choisi. C’est une semi-
martingale réelle qui définit l'intégrale de a le long de X, notée [, a 0 dX.

Preuve : En premier lieu, il faut montrer que la série figurant dans (5) est presque
siirement absolument convergente.

Lemme 2.3 Soit S et T deuz temps d’arrét tels que presque sirement S < T et X1js1)
reste dans un méme ouvert de carte (U,1). Alors :

(6) Y < a,, Ezpypl_(X.) — AY(X,)Di > (X,-)

S<s<T

converge absolument presque sirement.
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Preuve du lemme : Soit (s,w) fixé dans {(s,w)/S(w) < 8 £ T(w)}. On note =z =
X,_(w),y = X,(w) et (z*,i = 1,--+,d),(y',i = 1,--,d) leurs coordonnées dans (U, ).
Alors A¢(X,) = y*—z'. Par hypothése, (z,y) € V(AV), donc la carte normale (U, ¢(z, .))
(cf définition 1.1) est bien définie et I'on a :

Exp;'y = ¢'(z,y)D;

Or, pour une carte normale, ¢(z,z) = 0 et a¢- 55 (z,2) = 6ij (cf lemme 2, p.568,[2]). L
terme général de la série (6) se récrit :

= Xu B (@,9) = #(,2) - G5(z,2)0 — 29
et peut étre alors majoré en valeur absolue par :
| <ew , Ezpx, (X,) = AY'(X,)Di > (X.-)|
(7 < 3 sup;|a,-(s—,X,_)Mz.Z A% (X,)[?
ot M, = sup,cv.av||d®¢'(z, 2)||-
Or, X donc 3 (X) est cadlag donc presque slirement localement borné : pour tout ¢ il existe

une boule fermée F' de V telle que X,_(w) € F Vs < t presque slirement. La majoration
(7) devient :

'q 'q 1 e
| < au-, Ezpx,_(X,) = A (X,)Di > (X,-)| < 25uPizer|oi(2) | Me. | A%(X,)]?
qui est le terme général d’une série presque siirement convergente du fait que ¥(X) est

une semi-martingale. O

Il faut ensuite montrer que I’expression (5) ne dépend pas du systéme de coordonnées
choisi. Considérons (5), intégrée seulement entre deux temps d’arrét S et T tels ceux du
lemme 2.3 :

(3)/ <, Di> (X,-)0dd (X)) + Y < ap, Ezpil X, — AF(X,)D; > (X.-)

S<s<T

Soit un changement de coordonnées sur 'ouvert U : (U,3) est une nouvelle carte et
PI(X) = E(d(X )) dans U. On applique la formule de It6 & I’expression (8) :

‘ o D
—— _1 —
/S <o,y 51‘ > (X,-) o dyi(X,) + s;,g < o, Bapy, X, = AW(X.) 7

T 3 , ;
= [g < [0 29 56_'7 > D‘W(Xa—) o d¢'(X")

-)

+ X <amg > (W)~ $(Xe0) - D (X )AF (X))

S<s<T

+ <o Ezpyl X, — 9o > (X,)A (X))
s 661
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Apres avoir simplifié et remarqué que :
<a,D;>=<a,— > D;zﬁj
’ a{J ’

ce qui permet de retrouver I’expression (8) en fonction des premiéres coordonnées. O

Cette intégrale a les propriétés suivantes qui généralisent le cas continu (cf [11], lemmes

3.1 et 3.3).

Proposition 2.4 Soit f une fonction de classe C*® sur V et a un processus I-forme :
(2) St a =df,
t
[ aodX = 1(X) - 1(Xo) = TIf(X) - f(X,-)- < df, Bapz X, > (X,-))
° <t

(1) Soit M la semi-martingale réelle [;a odX ; alors :
/’f(X) odM =/'faodx.

Preuve : (i) Soit S et T deux temps d’arrét tels que X1js7) reste dans un méme
ouvert de carte (U, ) :

/STdfodX= /STD.-f(X,_)od<p‘(X,)+ Y < df,Ezpi}_X, — A (X,)D; >

S<s<T

Par ailleurs, la formule de It6 entre S et T donne :

T ) .
J(X2) = f(Xs) = [[ Dif(X-) 0 dei(X)+ T [f(X.) = F(Xi-) = Dif (X )AP(X,))
S<s<T
Le rapprochement de ces deux derniéres expressions permet de mettre en évidence que
/. ST df odX est indépendant du systéme de coordonnées. Il suffit alors d’étendre I'intégrale
de 0 & t pour avoir (z).

Pour montrer (i1), il suffit d’écrire de la méme fagon les deux intégrales entre S et T :

T T . .
/S f(X.)odM, = /S foi(X,-)odXi+ Y f(X,-) < a, Ezpx*_X, — AXiDi > (X,-)

S<s<T

T . .
/ falX.-)odXi+ ¥ < fa,Ezpyl X, — AXiDi > (X,-)
g S<a<T

T
/s Fa(X,) 0 dX,

qui sont effectivement identiques par linéarité. O

Remarque 2.5 De fagon générale, on notera abusivement [, et Y.<t les sommes entre
deuz temps d’arrét entre lesquels X reste dans un méme ouvert de carte.
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3 Relevement stochastique d’une semi-martingale
cadlag

Par analogie avec le cas continu, on donne la définition suivante du reléevement horizontal
d’une trajectoire.

Définition 3.1 Soit X une semi-martingale cadlag a valeurs dans V vérifiant I’hypothése
H. On dit que U est son relévement horizontal partant de u dans O(V) si c’est une
semi-martingale cadlag d valeurs dans O(V) vérifiant Uhypothése H telle que :

Uo = u
n(U) = X dt x dIP presque stirement
/ ‘wodlU, = 0dt xdP presque stirement
0

(9)

ouw est la 1-forme de connezion (cf définition 1.2)

C’est exactement la définition du cas continu & ceci pres qu’ici les trajectoires sont des
semi-martingales cadlag et non plus continues.

Théoréme 3.2 Soit X une semi-martingale cadlag a valeurs dans V telle que Xo = z
presque sirement et vérifiant l’hypothése H. Alors, pour tout u de O(V) tel que w(u) =
z, X admet un unique relévement horizontal U partant de u, solution de l’équation
différentielle stochastique ezprimée en coordonnées locales dans GL(V) :

U=(X,R) avec U,=u=(z,r)€0(V),

(10) RS = o “T* (X, )RY odX™
+ ¥ ((xuxUs- ) — RY 4 T (X, )RLAXP)
s<t

Preuve : On montre d’abord que (10) admet une solution, puis que cette solution
est & valeurs dans O(V') et vérifie 3.1 : ceci assure I'existence du relévement ; enfin, on
montre I'unicité du relévement.

(¢) Pour un systéme de coordonnées fixé (U, ¢), on définit I’application :

F¥ : {(z,r) € GL(V),z € U, repere de TV} — R
(11) (z,r) — —Tr(z)"

Il est clair que les hypothéses de régularité montrent que ces applications sont locale-
ment lipschitziennes. On utilise alors la fonction G définie par la proposition 1.7 pour
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récrire (10) :

. . t .
(12) RN = ki 4 / FY(U,_) 0 dX™ +
BG"

ot (G*j(X X Re) = G¥ (X, Xy, Ryn) = o (Xomy Xy R,_)AX'")

La série figurant dans (12), comme dans I'equation (5), est presque slirement absolu-
ment convergente, du fait que X est une semi-martingale et que les G* admettent des
dérivées d’ordre 2 localement bornées. On est alors dans les conditions de [4] (proposition
2, chapitre I) : (10) admet une solution dans GL(V).

(3%) On vérifie par la formule de It appliquée & une solution de (10) que :
gu(X)RERY = 6,5,V

ce qui prouve que cette solution appartient bien & O(V). Les calculs, longs et ennuyeux,
sont fondés sur la relation (cf [5]) :

0gij

oz k= glJFk, + gllr

(#4i) L’équation (10) donne que U, = 7x,_x,U,-, ce qui montre (cf proposition 1.9)
que ’hypothése H est verifiée et que le vecteur Ea:pu U, est horizontal. On peut donc
évaluer l'intégrale [w o dU pour montrer I'horizontalité de cette trajectoire dans O(V).
D’apres la proposition 1.5 et ’équation (5), cette intégrale s’écrit :

(13) / W odl = / (R:1)* o (dRM + T* (X,_)RY.dX™)
+3° < w, Expp} U, > —(R72)*[ARY + Tk (X, )RLAXT
D’apres (10), la partie continue de l'intégrale s’annule, et il reste la somme discréte :
Jwiodu = TR [(rxxVas) = (Roc) + Th(X,- ) RY AX'"]
(14) + 3 <w¥, Expg! U, > —(R;2)*[ARY + T¥ (X, )RLAXT
YR [(rxe-x,Us-)" = (Ra-)¥ — ARY] + < o, Ezpy) U, >

1l

Puisque U, = 7x,_x,Us-, le premier terme de la somme ci-dessus est nul, et comme on
I'a déja vu, E:cp,',.‘_ U, est horizontal ; ainsi, I'intégrale de w le long de U est nulle, ce qui
achéve de montrer I’horizontalité de la trajectoire.

(¢v) Pour montrer 'unicité, on procéde comme Shigekawa [11], montrant d’abord une
suite de lemmes adaptés au cas non continu. Soit U et V deux relevements horizontaux
de X issus de u = (z,r) élément de O(V). Comme le groupe G opere a droite sur O(V),
on peut définir le processus cadlag g a valeurs dans G :

(15) Vt,U,g; = Vi, presque sirement.

1l s’agit de montrer que le processus g est presque siirement I'identité.
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Lemme 3.3 Soit U une semi-martingale é valeurs dans O(V), vérifiant I’hypothése H
relative @ (O(V), ) et telle que :

/wodU:O; x(U) = X.
Alors, pour tout t, U, = 7x,.x, Ui~ presque sirement.

Preuve du lemme : Les sauts de la semi-martingale nulle [ w odU sont nuls ; or, ils
sont de la forme
< w, Ezppl U, > (U,-).

C’est a dire que le vecteur Ezpj;! U, est horizontal. Donc, le (ii) de la proposition 1.9
montre que la géodésique 7 de conditions initiales (U,-, Ezpy!_U,) (qui vérifie 7(0) = U,_
et 7(1) = U, par définition de I’exponentielle) est le relevement horizontal de 7 o 7,
géodésique reliant 7(U,-) = X,- a n(U,) = X,.

Par définition du transport paralléle (4), on a donc :
U, =7(1) = 1x,_x,U,-.

a

Lemme 3.4 Soient deuz relevements horizontauz U et V de la semi-martingale X et g
le processus @ valcurs dans le groupe G défini par Ug = V. Alors g est continu.

Preuve : Le lemme précédent montre d’abord que :
Us=1x,_x,Us- et V, = 7x,_x,V,_,
soit, en utilisant le fait que le transport paralléle commute avec I’action de G (cf [6]) :
XX, (Us-9s-) = Vi = 7x,_x,(Us-)95 = 7x,_x,(U,-gs).
Le transport paralléle est un isomorphisme entre les fibres et G agit librement sur o(V):
Us-9s- = Us_gs, soit g, = g,,

et le processus g est bien continu. O

Lemme 3.5 Soit U une semi-martingale & valeurs dans O(V) vérifiant Uhypothése H
et g une semi-martingale continue a valeurs dans G. Alors la semi-martingale V = Ug
vérifie Uhypothése H et :

/wodV=/adg;‘1(w)odU,+/iodg,

ou ¢ est la I-forme canonique sur G (cf I’équation (2))
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Preuve : 1l est clair que si U vérifie ’hypothése H, il en est de méme de U.g : I’action
de G sur O(V) préserve angles et distances et donc transforme une géodésique de U,_ a
U, en géodésique de V,_ a V,. On note :

p:0(V)xG — O(V)
(u’ g) — ug’
et I'on rappelle les notations de la section 1 :

Yu e O(V)7‘Pu = ‘P(ua ) G — O(V)
Vg € G,R, = ¢(.,9): O(V) — O(V).

Soit (u*) un systéme de coordonnées locales dans O(V) et (g*) dans G. La formule de Itd
permet de calculer V> = ¢*(U,g) :

a _aii B a‘pa k
Vv - /[aup(U—’ga)OdUa +%(U—aga)'°dga

a o
(16) + Z (Pa(U.nga) — So“(U _,g_,) - a—tp'(U -,g,)AUf] .
Puis I’on calcule I'intégrale de w le long deV:

/wodV = /<w,a _> (V,_)[ (U_,g_,) duf + 57 k(U_,g,)odg,
)+ Te<upm> %) [w(u.,,g,) " (Uues8) = 2 0 9802
+ 2
Or, en utilisant la proposition (1.4)(ii), il vient :

dp> 0 0
<w, 5 5= > (ug) = < ad(gT)(w), 55 > (v)

<w,Ezpyl V, > — <w, 83 > (V,2)AV/|.

et ’on obtient par dualité :
0p* 0 _ . 0
<O S T (pu(9)) = < (dpu)"(w), 9t > (9)

ot ’on reconnait < i, 5’3—; > d’apres la proposition (1.4)(iii).
L’expression (17) se récrit, apres simplification :

) )
(18) / w o dV= / < ad(g7)@), 55 > (Us-) 0 dUY
+ [ <igm > (@) 0 dek

+ X [< w0, Bxpi Vi > - < ad(g)w), o5 > (U,-)AU."]
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Calculons par ailleurs P'intégrale du processus a valeurs 1.forme ad(g~!)(w) le long de

U:
[ad@)( w )odu, = [ < ad(g:l)(w),—a—gﬁ > (U.-) 0 dU?

(19) + X [< ad(g;")(w), Ezpg;,_Us > — < ad(g;")(w), a%, > (U,-)AU?

Soit alors la géodésique 7 de U, a U, ; on a donc :
7(0) = E:z:p{,'l_U_,.
La remarque premiere de la démonstration indique que la géodésique de V,_ a V, est

définie sur [0,1] par :
t—7(t)g,

c’est-a-dire Ry o7, dont le vecteur tangent a 'origine vérifie :
dR,,(#(0)) = Ezpy_V,

11 vient alors :

< (dRy,)*(w), Ezpg,_U, >

< ad(g;")(w), Ezpg,_U, >

< w, E:rp",.l_V, >

(20)

ce qui achéve de montrer le lemme en rapprochant les égalités (18),(19) et (20).0

On est maintenant en mesure de montrer 1'unicité du relevement horizontal. Soient
U et V deux relevements de X et g la semi-martingale définie par (15) : le lemme (3.4)
montre que g est continu. Puis, de I'horizontalité de V' et du lemme (3.5) on tire :

(21) 0=/wodV=/ad(gf1)(w)odU+/iodg
Or, fwodU =0 ; on définit pour tout (%, ;) la semi-martingale réelle :
M = [wiod
/0 w"odU
qui est nulle par horizontalité de U. On peut exprimer ad(g~")(w) sur la base (E' )deG:
ad(g™")(w) = ad(g7")(E¥)w"

Il vient alors : o

[ ad(g™)w) 0 dU = / ad(g~")(E¥)w" 0 dU
la proposition (1.4)(z¢) implique :

[adla™)w) 0dU = [ ad(g;")(E¥) o dM

qui est donc nulle. On obtient donc par (21) que I'intégrale de la 1-forme canonique 1 le
long de g est nulle. Le lemme (3.3) de ([11]) montre que g, = e, soit U = V. O
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4 Développement stochastique

Rappelons d’abord quelques définitions:

Définition 4.1 La forme canonique de O(V) est la 1-forme 0 sur O(V) d valeurs
dans RY donnée par:

Yu e O(V), VX € T,O(V), 0.(X) = u”((dr)u(X))
ot u est considéré comme un tsomorphisme de RY sur Trw)V.

On note (L,,;m = 1,...,d) la famille des champs de vecteurs horizontaux canon-
iques sur O(V) (voir ([5]) p.265) ; c’est-a-dire la famille de champs de vecteurs sur O(V)
vérifiant :

(22) <w,Lp>= 0et 0i(Ly) = 6jm

Soit U le relevement stochastique de X, semi-martingale cadlag dans V vérifiant
I’hypothése H, issu de u = (z,7).

Définition 4.2 On appelle développement stochastique de X la semi-martingale vec-
torielle définie par:

t — /(:0odU_,

On peut montrer le résultat suivant :

Proposition 4.3 Soit U une semi-martingale cadlag ¢ valeurs dans O(V) telle que w(U)
vérifie hypothése H et M une semi-martingale cadlag vectorielle nulle en 0 de dimension
d. Il y a équivalence entre :

(i) U est solution de 'E.D.S. : Vf € CP(O(V), R),

(23) W) = JU) + [ Lf(U.)odM;
+ 3 (f(Bopo, (LiUs-)AM)) — f(Us-) = Lif(Us-)AM;)

<t

(ii) U est le relévement horizontal de 7(U) et M son développement stochastique.

Preuve : (i) = (it) : Soit U une solution de (23). Il s’agit de montrer que fwodU = 0
et [00dU = M.

Il faut donc tout d’abord s’assurer que U satisfait ’hypothése H. Or I’équation (23)
donne : _
(24) U, = Ezpy,_(Li(U,-) AM})
Le vecteur L;(U,-) AM: est horizontal dans Ty,_O(V') et il n’y a, par hypothése, qu’une
géodésique v de X,- a X,. D’aprés la proposition (1.9), la géodésique dans O(V) de
conditions initiales (U,—, L;(U,-) AM:) est donc unique comme relevé horizontal de 7, et
relie U,_ a U,. Ainsi U satisfait-il ’hypothese H.
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Lemme 4.4 Soit n une 1-forme sur O(V). Si U est une solution de (23), alors
/nodU = / <n,Li > (U,_) 0odM;
preuve : En notant encore une fois (u*) un systeme de coordonnées dans O(V) on a:
9 o
@) [rod = [<ngz>Un)od
_ 9 o
+ > (< n,Ezppl U, > — < i (U,-) AU,)
En utilisant (23) avec f = ¢* et (24) :
4 o i
(26)/r;odU = /<”’EF> Lip*(U,-) o dM;
9 o o o i
+ X <> (U (U ~ ¢*(Uh) — Lig®(Ui)AM))

+ X (<nL@asMi> - <ng> @A)

Apres avoir simplifié :

AUZ = ¢*(U,) — ¢°(Us-)
et remarqué que dans les coordonnées locales :
9 "
<nL;>= <77,—a-1—1—;> Ly

il vient : .
/nodU = / <nLi > (U)o dM;
quelque soit le systéeme de coordonnées, ce qui montre le lemme. O

Si I'on applique ce lemme successivement aux 1-formes w et 6, il vient :
/wodU = / <w,Li>(U,._) o dM;

Or <w,L; > = 0et U est bien alors le relevement horizontal de 7 o U. Puis, en utilisant
(22), il vient pour la 1-forme 6 :

/00dU = /< 0,L;> U, )odM! = M
et M est bien alors le développement stochastique de Uj; ce qui achéve de montrer que (i)
implique (ii).

Pour montrer la réciproque, on considére f dans Cg°(O(V), R) et la 1-forme différentielle

df sur O(V).
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Grace a la proposition 2.4 (i), on obtient I'intégrale de df le long de U :

(21) [arodv = 5wy - swo)
- Y (fW,) - £(U,-)- < df, Ezp5: U, >)
<t
On peut décomposer df sur la base B de T*GL(V) (cf.[6] p.122) :
B = (0%,w")ickcangii<d

duale de la base de TGL(V) :
(Lks Efh1ghgangi<d
ou (E;;) est la base de GL(V) déja utilisée. Alors I'intégrale de df s’écrit :
j df o dU = / Lif(U,_)¢ o dU, + / Ef(U,_ )" o dU,

Du fait que U est horizontale, fw'/ o dU = 0 et la proposition 2.4(ii) montre que le
deuxiéme terme de cette somme est nul.

Par ailleurs, par hypothése M* = [ odU, d’ou :
(28) / df o dU = / Lif(U,-) o dM;

En utilisant le fait que Ezp,",‘l_ U, est horizontal, il s’exprime dans la base (L;):

E:tpﬁll_ U =< oi,Ezp[_,l U, > LiU,-)

et par définition du développement stochastique:

(29) Ezpy'_ U, = AM; Li(U,-)

En rapprochant (27), (28) et (29), on obtient (23). Ainsi (i) est-il vérifié. O

On peut enfin montrer :

Proposition 4.5 Soient X une semi-martingale cadlig d valeurs dans V vérifiant Uhypothése
H, U son relévement horizontal et M son développement stochastique. Alors les filtrations
naturelles de X, U et M sont identiques.

Ce résultat généralise ce qui se passe dans le cas continu (voir [1] par exemple), et se
montre d’ailleurs de la méme fagon.

Ce genre de considérations permet d’espérer que des problemes de filtrage dont les
observations sont des semi-martingales cadlag & valeurs dans une variété peuvent étre
résolus.
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