MICHEL EMERY
Quelques cas de représentation chaotique

Séminaire de probabilités (Strasbourg), tome 25 (1991), p. 10-23
<http://www.numdam.org/item?id=SPS_1991__25__10_0>

© Springer-Verlag, Berlin Heidelberg New York, 1991, tous droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire de probabilités (Strasbourg) (http:/portail.
mathdoc.fr/'SemProba/) implique 1’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou im-
pression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SPS_1991__25__10_0
http://portail.mathdoc.fr/SemProba/
http://portail.mathdoc.fr/SemProba/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

QUELQUES CAS DE REPRESENTATION CHAOTIQUE

par M. Emery

Rappelons ce dont il s’agit. Si X désigne une martingale réelle telle que
(X,X), =t, Meyer [7] a construit les intégrales multiples

/ Flt1ye .. ta)dXe, ... dX,,
0<t; <...<tp

et montré qu’elles réalisent, pour chaque n > 1, une injection isométrique de
L?(Sn, An) dans L?(Q2,IP), ot S, désigne I’ensemble des parties & n éléments de
IR}, identifié au simplexe {(t1,...,t,) € R® : 0 < #; < ... < t,} et muni de
la restriction A, de la mesure de Lebesgue de R"; pour n = 0, So = {D} est
muni de la masse de Dirac en son unique point et, toute fonction sur Sy étant
constante, on définit 'intégrale multiple! correspondante comme la v. a. égale 3
cette constante. L’image de L*(S,,) par cette injection est notée H,(X), ou, s’iln’y
a pas d’ambiguité, H, ; on l’appelle le n'“™® chaos de la martingale X. Ces chaos
H, sont des sous-espaces fermés et deux-d-deux orthogonaux de L2(Q,F,IP).
Munissant I’ensemble S = |J,, ¢y Sn des parties finies de IR} de la mesure A dont
la restriction & chaque S, est A,,, on peut associer & toute f € L!(S, A) I'intégrale
multiple usuelle?

/ FAXdA) = F(@) + /0 flg (B, ta) dty . dt

21 J0<ti <<ty 1Om

et, & toute f € L?(S, ), l'intégrale stochastique multiple?

[rwaxa=1@+ [

flg (t1yeeestn) dXyy o dXy,
nZI <tl <---<tn S"

Ceci réalise une injection isométrique de L*(S, A) dans L?((2,IP), dont I'image est
la somme hilbertienne H = H(X) = @,, v Ha(X); Pisométrie s’écrit

]EK @ dXA)z} = /A 3 FA? A(dA) .

1. La multiplicité étant nulle, elle mérite bien peu ce nom! ) )
2. Cette notation compacte pour les sommes d’intégrales multiples est due & Guichardet pour

les intégrales usuelles et & Meyer pour les intégrales stochastiques.
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Un exemple important d’intégrale stochastique multiple est l'intégrale expo-
nentielle, construite & partir d’une fonction & de L?(IR% ) : On définit une fonction
sur S par A — h* =[], 4 h(t) (elle vérifie [ (h4)? M(dA) = exp Jo° B3(t) dt et est
donc dans L?(S)); l'intégrale multiple [ h4 dX 4 est alors I’exponentielle stochas-
tique Eoo = £ [;° hdX, ol E = £ [ hdX est la martingale exponentielle définie
par

E() =1 ) dEt = Et_ h(t) dXi .
En outre, ces fonctions h* forment, quand h décrit L?(IR} ), une famille totale
dans L?(S); compte tenu de la propriété d’isométrie, les intégrales multiples sont
donc caractérisées par leur valeur [h4dX, =& [[° hdX sur ces fonctions.

11 est facile de vérifier, soit sur leur définition, soit sur la caractérisation qui
précéde, que les intégrales multiples [ f(A) dX 4 ne dépendent que de f et de X, et
non de la filtration ambiante; 'espace H(X) est donc inclus dans L?(Q, VX, P),
ou (NV{X),s, désigne la filtration naturelle de X.

(en abrégé : la PRC) lorsque toute v. a. de I?(2, NX,IP) peut s’écrire comme
une intégrale multiple, c’est-a-dire lorsque L?(2, VX, P) = H(X).

On remarquera que la PRC est une propriété de la loi de X : si IPx désigne
la probabilité (sur I’espace canonique des processus cadlag) image de IP par X,
alors X a la PRC si et seulement si le processus canonique a la PRC pour Py.

On observera aussi que la PRC entraine la propriété de représentation
prévisible (pour la filtration naturelle de X) : le théoréme d’associativité de
Meyer [7] ou l’emploi des exponentielles montre que toute intégrale multiple
/. Sn f(A)dX 4 est aussi une intégrale prévisible usuelle; donc, sous la PRC, toute
v. a. de [*(NZ) est somme d’une constante et d’une i. s. par rapport & X, d’olt
la propriété de représentation prévisible.

Inversement, la représentation prévisible entraine-t-clle la représentation chao-
tique, ou cette dernitre est-elle au contraire strictement plus forte? Je lignore;
I'objet de cet exposé est seulement d’ajouter quelques exemples 4 la liste des mar-
tingales dont on sait qu’elles possédent la PRC (cf. Azéma-Yor [1], Biane [2],
Dermoune (3], Emery [4], He-Wang [5], Meyer [8], Parthasarathy [9]).

Nous allons pour cela définir des développements chaotiques conditionnels.
Si I'on remarque que, pour I' € %o non négligeable, les intégrales multiples
J F(A)dX 4 gardent la méme valeur sur I lorsqu’on remplace IP par la probabilité
conditionnée IP[ . [I'], il s’ensuit que, pour f dans I*(S x Q, B(S)®F;), on peut
encore définir I'intégrale multiple [ f(A)dX 4 et qu’elle vérifie

E[([ e |m)= [ P,

Soient maintenant 7' un temps d’arrét, et f un élément de L*(Sx (2, B(S)®Fr),
porté par ’ensemble

Ar = {(A4,w) €S xQ : AC]T(w),0[}.
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En appliquant la remarque précédente a la filtration G; = Fr4, et & la martingale
Y; = X744 (dont le crochet est ¢ pour la probabilité IP[ . |T' < oo]), on peut
définir Pintégrale multiple [ Ap f(A)dX 4, caractérisée par les deux propriétés
suivantes (isométrie et valeur sur les exponentielles)

o R[], e |- [, A
(i) VheI*(R} x Q,BR%)®F7), /A ) 4 dXa =& [ hdX

T

- . P
(ici et dans la suite, la notation [g signifie [ ).

conditionnels |, cAr f(A)dX 4 A partir de la construction de Meyer [7], en remarquant

que l’hypothése que f est mesurable pour B(S)®Fr et nulle hors de Ar implique
qu’elle est prévisible au sens de Meyer. En effet, f(4,w) = f(4,w)la(A,w) =
lim, f(A,w)1 Ar, (A,w) ol T, est une suite décroissante de temps d’arrét a valeurs
dans Q. et de limite T'; on peut donc, pour établir la prévisibilité de f, supposer T &
valeurs dans Q. Mais on a alors

f= 3 [ Lzan] Tacyreot
1‘€6+
et, puisque f(A)1 T=r} €st mesurable pour B(S)®F;, f est prévisible. Toujours selon
[7], ceci permet de construire l'intégrale multiple f AcAp f(A)dXa, et il est facile

de se convaincre que les deux définitions sont équivalentes, par exemple en utilisant
Passociativité et les propriétés (i) et (ii) ci-dessus.

De facon é}uiva.lente, on peut définir directement ces développements chaotiques

Si T est un temps d’arrét, nous noterons HT(X), ou plus briévement H7,
le sous-espace fermé de I? formé des v. a. qui admettent un développement
chaotique conditionnel a linstant T, c’est-d-dire de la forme [, , f(A4)dX,
avec f € L?(B(S)®Fr). Ce sous-espace H croit avec T : Pour S < T et h
dans I?(B(IR})®Fs), on peut écrire fAeAshA dXa = [peay9(B)dXp, avec
g(B) = hB SfSTth, donc [, , h*dX4 est dans H”. De la méme facon,
on a H ¢ H7 pour tout 7. Pour T = oo, Ar = {@} x Q et HT n’est autre que L?
tout entier. Lorsque T est un temps d’arrét de la filtration naturelle N X de X,
nous noterons HL, (X) I’espace H construit dans cette filtration naturelle; il est
inclus dans HT(X) et cette inclusion peut étre stricte (car HL,(X) c I2(VX)
alors que HT(X) contient tout L?(Fr) comme chaos d’ordre zéro).

Pour U € I?, la projection de U sur HT (respectivement H) est une
intégrale multiple [, ., f(A)dX4 (respectivement [, f(A)dX4); on écrira
CA(U; X) (respectivement C4(U; X)) les coefficients f(A) ainsi définis. Ils sont
définis pour presque tout (A,w) (respectivement pour presque tout A), puisque
I'intégration multiple est injective sur L?(Ar) (respectivement L?(S)). Comme
les exponentielles forment une famille totale, ces coefficients sont respectivement
caractérisés par les relations
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Vh € IA(B(R})®Fr) E[UE [ hdX|Fr] = / CA(U; X) kA \(dA) ;
A€A

T
Vh e I*(RY) E[UE [°hdX]= / CA(U; X) k4 M(dA) .
AeS

(Ces relations sont ’écriture rigoureuse des formules suivantes, purement heuris-
tiques mais fort utiles dans la pratique : C4(U; X) A(dA) = IE[UdX 4|Fr] et
CA(U; X) A\(dA4) = E[U dX4].)

Il est possible de construire de ces coefficients une version mesurable C{l(w),
cadlag en t & (A,w) fixé, optionnelle en (¢,w) pour A fixé, telle que l’on ait
identiquement Cf(w) = C; n]t’w[(w), et que, pour tout temps d’arrét T, les
coefficients soient donnés par C4(w) = C’q“w(w (w) et CH(w)la,(A,w) dépende
prévisiblement de (A, w) au sens de Meyer [7]. Pour A fixé, C{! est une martingale
sur tout intervalle [a,b[ dont I'intérieur ne rencontre pas A. Nous n’aurons pas
besoin d’une telle version dans la suite, ce qui, Dieu merci, nous dispense de la
construire ici.

PROPOSITION 1. — Soient T un temps d’arrét, X et Y deuzx martingales telles
que (X, X), = (YY), =t et que X =Y sur [0,T].

(i) Si U et V sont deuz v. a. de I? telles que C4(U; X) = CA(V;Y) pour
presque tout (A,w) € Ar, alors on a aussi CA(U; X) = CA(V;Y) pour presque
tout A € S.

(ii) Toute v. a. de L?(Fr) de la forme [ f(A)dXa pour une f € L2(S) s’écrit
aussi [ f(A)dYa, avec la méme f. ’

(iii) On suppose de plus que X posséde la PRC et que T est un temps d’arrét
de la filtration naturelle NX de X. Alors T est aussi un temps d’arrét de la
filtration NV, et on a Uinclusion NX C NX. Pour que Y posséde elle aussi la
PRC, il faut et il suffit que

(2) (V) = HL(Y);
(b) : NE =NY .

Bien que de démonstration facile, le (ii) est & la fois surprenant et important
par ses conséquences.

DEMONSTRATION. (i) Pour & dans L*(IR}),
E[U £ [ hdX] = ]E[é‘fOTth E[UE [ thl]-'T]]
= IE[E S hdx / CA(U; X) hA ,\(dA)] .
A€AT :

Les hypothéses entrainent que ceci ne change pas lorsque ’on remplace U par V
et X par Y; donc E[U & [® hdX] = E[V € [;° hdY]. Puisque cette égalité a
lieu pour tout A dans I?(IR} ), elle entraine CA(U; X) = CA(V;Y).
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(i) Soit U € L*(Fr), de la forme [ f(A)dX 4. Elle est dans HT(X) et HT(Y)
avec les mémes coeflicients
Arr. v\ — CA(rT. — U siA= Q;
CT(U7‘X) - CT(U7Y) - {0 siA # Q.
Utilisant (i), on en déduit CA(U;Y) = f(A), ce qui signifie que la projection
orthogonale de U sur H(Y) est [ f(A)dY4. Pour montrer que cette projection
est U elle-méme, il ne reste qu’a vérifier que ces deux v. a. ont méme norme.

C’est immeédiat :
w[([ ey ] - [ s xan=e[(]_ ey =mw.

(iii) Soit T' € N, de sorte que pour tout t ’événement I' N {T < t} est
dans NX. Puisque X ala PRC, la v. a. Irn{T<t) se développe en une intégrale
multiple [, 1o, f(A)dX 4; comme elle est aussi dans Fr, on peut appliquer (ii)

et changer X en Y dans l'intégrale, obtenant ainsi I' N {T < t} € N}Y. Prenant
I' = Q, on voit que T est aussi un temps d’arrét de MY ; prenant I' arbitraire
dans NZ, on obtient I'inclusion N C NY.

L’inclusion H(Y) ¢ HEL,(Y) Cc I2(WY) a toujours lieu et devient une égalité
siY ala PRC, d’ou (a). Toujours si Y a la PRC, nous venons d’établir 'inclusion
N; %( C N}, ; I'inclusion inverse s’obtient en échangeant X et Y puisqu’ils vérifient
les mémes hypothéses, d’ou (b).

Supposant (a) et (b), il nous reste & établir la PRC pour Y, c’est-a-dire,
compte tenu de (a), linclusion HZ,(Y) C H(Y). Soit donc V dans HZ,(Y).
On peut écriee V = [, , f(A)dYs pour une f dans I?(Ar,B(S)®NT).
L’hypothese (b) dit que f est mesurable pour B(S)®NF ; nous avons donc
le droit de définir un élément U de L*(NE) par U = [, , f(A)dXy4, de
sorte que E[U2] = E[f,c 4, f(A)?MdA)] = E[V?]. Mais la PRC de X
entraine ’existence de g dans L*(S) telle que U = [ g(A)dX 4. Puisque, par
définition de U, on a C4(V;Y) = f(A) = C#(U;X), il s’ensuit grace 3 (i)
que CA(V;Y) = CA(U; X) = g(A), et la projection de V sur H(Y') est donc
J 9(A)dYy4. Pour établir la PRC de Y, il ne reste qu’a montrer que cette
projection est V elle-méme, et il suffit pour cela de vérifier qu’elle a la bonne

E( /A 9@ dYA)Z] - / 9(A)? \(dA)
2
= ]E[(/AGS 9(4)dX,) | = E[U*] = E[V?]. 1

Il est bien entendu possible de donner de cette proposition une version
conditionnelle, dans laquelle on a deux temps d’arrét S et T tels que S < T et on
suppose seulement que dX = dY sur ]$,T]; les conclusions doivent alors étre
affaiblies et portent seulement sur des développements chaotiques conditionnels
A l'instant S. (Nous ne ferons plus ce genre de remarque dans la suite.)
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COROLLAIRE 2. — Soient X et Y deuz martingales indépendantes telles que
(X, X), = (Y,Y), =t, possédant la PRC; soit T un temps d’arrét de la filtration
naturelle de X. Le processus

7, = Xt SZtST
T\ Xr+Yier =Y sit2T

est, pour sa filtration naturelle, une martingale telle que (Z,Z), = t et posséde
la PRC.

Ce corollaire permet d’allonger la liste des cas de représentation chaotique
en utilisant uniquement des ciseaux et de la colle; il répond lorsque X est un
brownien et Y un processus de Poisson compensé & une question de Stricker [10].

DEMONSTRATION. Nous allons bien siir appliquer la proposition 1 (iii) & X et Z;
I'indépendance de X et Y entraine facilement, en se ramenant 3 une structure
produit et en utilisant le théoréme de Fubini, que Z est une martingale, de cro-
chet ¢, et vérifiant la condition (b). Reste (a), c’est-a-dire la PRC conditionnelle
I2(NVZ) C HL,(Z). Mais NZ est incluse dans N¥ V NY; par ailleurs les v. a.
de la forme Irna avec I' € N3 et A € N sont totales dans L2(NF VNY) (car
le complémentaire de I' N A étant I’union disjointe de trois événements du méme
type, les unions finies disjointes de tels événements forment 1’algébre de Boole
engendrée par N¥ UNY). Il suffit donc de montrer que les v. a. de la forme Ipna
sont dans HL,(Z). La PRC de Y permet d’écrire 15 = Jaes F(A)dY4; on en
tire 1n = [, 4, 9(4)dZ4, avec g(A,w) = f(A — T(w)), ot A — T(w) désigne
la translation (I'égalité [, o f(A)dYs = [ Aeap 9(A)dZ 4 se vérifie par exemple
sur les exponentielles); donc Irna = [, ¢ 4, [9(A)1r] dZ4 est dans HL,(Z2), et le
(a) est établi. |

Au vu de la proposition 1 (ii), il n’est pas étonnant que la PRC soit une
propriété locale. C’est ce que dit la proposition 4 ci-dessous; pour I’établir, nous
aurons besoin d’un petit lemme de théorie générale des processus.

LEMME 3. — Soient X et Y deuz processus mesurables, de filtrations naturelles
NX et NY, et T un temps d’arrét de ces deuz filtrations tel que X =Y sur
[0,T]. Si S est un temps d’arrét de NY vérifiant S < T, alors S est aussi
un temps d’arrét de NX, et les tribus NZX et N¥ ont méme restriction a
lévénement {S < T'}.

DEMONSTRATION. Pour 0 < § < &, MY est incluse dans o(Ys,s < t+6) et
0(Xs,s < t+6) dans NX.. En restriction & ’événement Q5 = {t +6 < T}, on
a légalité o(Y;,s < t+6) = 0(X,,s < t+6), d’ol, toujours en restriction & Qs,
NY c V.. Puisque 5 lui-méme est dans N, et {S < t} dans VY, on obtient

{S<t<t+6<T={S<t}nQseNL,.
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Faisant tendre d’abord & puis € vers zéro, on en déduit que {S < t < T'} est dans
N{X. Puisqu’il en va de méme de {T < t}, cela entraine que

{S<t}={T<t}u{S<t<T}
est aussi dans VX, donc S est un temps d’arrét de N/ X,

1l reste & montrer que tout événement I' de N inclus dans {S < T} est
aussi dans NZ; la réciproque s’obtiendra en échangeant X et Y. La v. a.
R = T A (S1r + collpe) = Slp + Tl est un temps d’arrét de NY | majoré
par T. Par la premitre partie de ce lemme, R est donc aussi un temps d’arrét de
NX et I'={R=58 < T} est dans NZ. ]

PROPOSITION 4. — Soit (X™), o une suite de martingales, toutes de crochet
(X", X™), =1t et possédant la PRC; soit, pour chaque n, T, un temps d’arrét
de la filtration NX". On suppose que sup, Ty, = co et qu’il eziste Y tel que, pour
chaque n, Y = X" sur [0,T,]. Alors Y est une martingale, (Y,Y), =t, et Y
posséde la PRC.

DEMONSTRATION. Quitte & remplacer (X"), oy par la suite double X™" = X™
et T, par Tpnn = T A m, on peut supposer chaque Ty, fini. Il est clair que Y
est une martingale de crochet t, puisque c’est vrai sur chaque [[0,T,]; par la
proposition 1 (iii), T}, est un temps d’arrét de N Y et Nf{ "C N»}; . La réunion
Un L*(VY) est totale dans I*(NX), car si U est orthogonal & chaque LZ(VE), la
martingale IE[U|NV{ ], nulle sur chaque [[0,T,], est identiquement nulle, donc U
est aussi orthogonal & I2(NVY). Il s’ensuit que pour établir la PRC de Y, il suffit
de vérifier a n fixé que L*(NF, ) C H(Y). .

La v. a. K = inf{m : T}, > Ty} est finie car T}, D’est, et mesurable pour /\fr}:
car {K > k} = N,cx{Tm < Tn}; donc tout U € LF(NF,) s'écrit 3, U, ot
U = Ull{g=k} € L>(NVZ,) est porté par {K = k}. Pour montrer que U est dans
H(Y), on peut travailler séparément avec chaque Uy ; en conséquence, nous avons
le droit de supposer que U € L(NY, ) est porté par {Ti > T,} ol n et k sont fixés.
Posons S = Ty ATy, de sorte que U € L?(NVY). Le lemme 3, appliqué & X = Xk
et T = Tk, dit que NX" et MY coincident sur {Tj > T}, donc U € L2(VE).
Puisque X* ala PRC, U est dans H(X*) et la proposition 1 (ii) appliquée & X k,
Y et S dit que U est aussi dans H(Y"). 1

Les résultats qui précedent permettent, par recollement, de construire des
martingales ayant la PRC & partir de processus pour lesquels la PRC est
déja établie. Le théoréme qui suit est d’un esprit différent et fournit, pour
des martingales ayant la propriété de représentation prévisible, une condition
suffisante pour la PRC. Il ne s’agit pas d’un résultat bien profond : il ne s’intéresse
qu’a des processus & variation finie, n’ayant sur tout compact qu’un nombre
p. s. fini de sauts; la démonstration consiste essentiellement & se ramener par un
changement de temps au cas d'un processus de Poisson.
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THEOREME 5. — Soit X une martingale. On suppose que, dans sa filtration
naturelle, X a pour crochet (X,X), =t, posséde la propriété de représentation
prévisible et vérifie Véquation’ d[X,X], = dt + ®;dXy, ou ® est un processus
prévisible ne s’annulant pas et tel que fot ®:2ds < 0o p. s. pour tout t. Alors X
posséde la PRC.

DEMONSTRATION. Le processus croissant [ ®~2d(X,X) est localement inté-
grable, car fini et continu; I'intégrale Y = [ ®~1dX existe, est une martingale
locale et vérifie d[Y,Y] = &~%(dt + ®dX), donc aussi ¥; = [V,Y], — fot ®;2ds.
Sa filtration naturelle 'Y est, par construction méme, incluse dans la filtration
ambiante N'X ; nous allons voir que ces deuz filtrations sont égales. Le processus
croissant continu C; = [j ®72ds = [Y,Y], — Y; est adapté & N'Y; soit ¥ une
version prévisible pour NV de (dC, /dt)_ll 2, de sorte que ¥ = ¢ hors d’un
ensemble négligeable pour dt®IP. Comme (X, X), =t,onaaussi Y = [ ¥~1dX,
donc X = X + [UdY. Puisque X a la propriété de représentation prévisible,
Xo est une constante, et X est adapté a NV,

La formule Y = [Y,Y] — [ ®~2 d¢ montre que le processus Y est & variation
finie, et & sauts unité. Si I'on désigne par T3,...,Ty,... ses temps successifs de
saut (avec0=Tp <T1 < ... <Tp < ... et Ty > T sur {T, < 00}), Y a méme
filtration naturelle que le processus de comptage N; = Y 147, <t} (ceci est établi
par Lepingle-Meyer-Yor dans [6], sous ’hypothése supplémentaire que tous les
T, sont finis; mais ils n’utilisent pas cette hypothése pour ce résultat). Remarquer
que les T}, sont aussi les temps de saut de X, et que, ® étant prévisible pour la
filtration naturelle de IV, il existe, pour chaque n > 0, une fonction borélienne
fn sur R™! telle que ®; = Jo(Th,y. .., Tast) sur | T, Thy1]. Sur une extension
convenable de {2, construisons pour n > 0 des processus prévisibles ®" et des
martingales X" tels que

sur [0,Tp41], D" =P et X™ = X,
sur ]]Tn+1a oo|[, o7 = fn(Tl, cees I t)
et X" vérifie d[ X", X"], = dt + PP dX].

L’existence et la PRC conditionnelle I2(NVX") ¢ HI=(X") du processus
X" se déduisent facilement de la proposition 1 de [4] par conditionnement
a N{; noter que X™ est simplement obtenu en extrapolant 3 1Tnt1,00[ la
formule donnant @ sur Ty, Th41]), de sorte que 7 = £, (T4, ..., Ty; t) sur tout
lintervalle ] T;,,00[ Pour démontrer le théoréme, en utilisant la proposition 4,
nous n’avons plus qu’a établir la PRC séparément pour chaque X™. Ceci peut se
faire par récurrence. Pour n = 0, X" est la solution de ’équation de structure
d[X,X], = dt+ fo(t) dX;, d’ot la PRC par [4]. Si X™ ala PRC pour un n > 0,
X qui est égal & X" sur [0,T+1], I’a aussi par la proposition 1 (iii) : le (a)
n’est autre que la PRC conditionnelle mentionnée plus haut, et (b) résulte de ce

n rnt1 4 N
que NT)-‘;H et Nﬁ“ sont tous deux égaux & o(Ty,...,Tny1)- ]

1. Ce type de formule est ce qu’on appelle une équation de structure; remarquer que ’existence
d’un @ prévisible vérifiant cette équation est une conséquence des autres hypothéses.
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Ce théoréme redonne le résultat de Biane [2] selon lequel les martingales
d’Azéma, d’équation de structure d[X, X], = dt + (o + 8X;-)dX;, possedent la
PRC lorsque 8 < —2 et Xy # —a/f; il peut aussi fournir de nouveaux cas de
représentation chaotique, tels ’exemple exponentiel ci-dessous.

PROPOSITION 6. — Soient A\, = et e trois réels. Sous les conditions initiales
Xo =z, Eg = e, Uéquation de structure!
{d[X,X]t =dt+dE;
dE; = E;_ MdX;
a une solution, unique en loi; elle posséde la PRC.

DEMONSTRATION. Si e = 0, I’équation exponentielle dE = E_ AdX a, quelle que
soit la martingale X, une solution et une seule, E = 0, d’ot dE =0; si A =0, on
a aussi dF = 0. Dans ces deux cas, I’unique solution de d[X, X], = dt+dE, = dt
est “le” mouvement brownien, et il a la PRC. Nous supposerons donc Ae # 0.

Existence. Soit R un processus de Poisson compensé, c’est-a-dire une martingale
telle que d[R, R], = dt + dR;. Résolvons I’équation différentielle stochastique
forte
dF = )\’F2dR, Fy=e;

sa solution F' est bien définie sur un intervalle [0, S[, oit S, s’il est fini, est un
temps d’explosion. Plus précisément, F' est obtenue par récurrence, en posant
AF = M F2? aux instants de saut de R et en résolvant dF = —\2F2 dt entre les
sauts de R; cette équation différentielle ordinaire peut donner lieu & explosion &
un instant fini S; dans ce cas on a Fy = A~2/(t — S) sur un voisinage & gauche
de S. Observons (cela sera utile plus loin) que F' et F_ ne s’annulent pas : entre
deux sauts, 1/F satisfait ’équation ordinaire non explosive d(1/F) = A2 dt, et
lors d’un saut, F' ne pourrait s’annuler que lorsque F_ = —A~2, mais ceci ne se
produit que sur une réunion dénombrable de graphes de temps d’arrét prévisibles,
alors que les instants de saut sont totalement inaccessibles.

Introduisons le changement de temps 7, = fot A2F2_ds, défini pour 0 < t < S;
la formule explicite précédente montre que sur {S < oo} l'intégrale définissant 7

diverge, donc sur cet événement 7s— = +00. Le changement de temps inverse,
Cy, est défini sur [0, ou T = 75— < 00, et on peut poser, sur [0,T[,
t dE,
E,=F¢, ; Xt=$+/(; \E._

(ce dernier est bien défini sur [0, T[, car F_ ne s’annule pas en temps fini). Sur
[0,T[, on a bien dX =dE/\E_ et

d[X, X], = d[E,E]t/’\zEtz— = d[F7F]C,/)‘2F(2:' -
= /\ZF&_ d[R, R]C. = ME2 dC,+ )\ZFé _dRg,
=dt+dFc, =dt+dE;;

1. Rappelons que, par définition, la solution X d’une équation de structure est toujours une
martingale.
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il ne nous reste qu’a montrer que 7" est infini. Mais sur {T' < oo}, nous avons
vu plus haut que S = oo, donc T est la limite des instants de saut de E (ou de -
X, ce sont les mémes), et T' est donc prévisible. Puisque (X, X), =t sur [0,T[,
'arrété XIT- est une martingale, donc EIT~ = e £(AX!T~) est une martingale
locale et, par changement de temps, sur {T' < oo}, la limite Fo . = Fs_ = Fop
existe et est finie. Or cette limite ne peut étre que zéro (si F' tend vers une limite
finie F, les sauts AF tendent vers zéro, donc F2 tend vers zéro). Donc, sur
{T < 00}, on a Er_ = 0. La formule explicite

E, = e exp(A(X; — 2)) H (14 2AX,) ekp(—-)\AXs)
0<s<T

montre que le produit infini [], ., (1 +AAX,) exp(—AAX}) devrait étre diver-
gent, d’olt a fortiori ) o, <T AX? = 00, ce qui est incompatible avec une limite
finie en T— pour [X,X] = ¢+ E. Ceci établit par ’absurde que T = oo, et la
construction de (X, E) a été faite sur [[0, co[.

Unicité. Si (X, E) est une solution, posons T' = inf{t : E; = 0} ; puisque F est une
exponentielle, E_ ne s’annule pas sur [0,T]. On peut donc définir sur [[0,77]
un processus croissant et une martingale locale par

tods tdX,
Ci= /0 XE2 Q= o AE,_

et'on aalors d[Q, Q], = d[X, X],/A\?E?_ = dC;+dQ;. Désignant par 7 I’inverse
de C, la martingale locale Ry = Q,, vérifie d[R, R], = dt + dR; sur [0, Cr] et
est donc la restriction & cet intervalle d’un processus de Poisson compensé. Clest
un jeu d’enfant de vérifier qu’inversement X et E sont obtenus & partir de R
par la construction effectuée lors de la démonstration d’existence, le temps T
s’identifiant avec son homonyme. Il en résulte que la loi de (X, E) est I'image
de celle de R par cette construction, d’out I'unicité et a fortiori la propriété de
représentation prévisible.

Propriété de représentation chaotique. Elle résulte aussitét du théoréme 5 : il
suffit de vérifier que ®~2 est p. s. localement intégrable; or ® = AE_ et nous
avons vu que E et E_ ne s’annulent pas, ce qui entraine que ®2 est localement
borné trajectoire par trajectoire. 1

Pour conclure cet exposé, voici deux remarques que je n’ai pas su utiliser dans
I’étude des représentations chaotiques. Peut-étre un lecteur sera-t-il plus habile
que moi?

Tout d’abord, une forme plus précise de la proposition 1 (1). Cette proposition
dit que, si 'on connait la restriction & [0, T7 de la martingale X et les coefficients
C#(U; X) de la projection de U sur HZ, (X), alors les coefficients C4(U; X) sont
bien déterminés. Ceci laisse espérer 1’existence d’une formule qui permettrait de
calculer ces coefficients & partir des C4(U; X) et de XIT. C’est presque ce que
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nous allons obtenir : La formule qui suit n’utilise pas seulement X IT mais toute
la martingale X'; cependant X y intervient uniquement par l'intermédiaire de
coefficients CZ(V; X), ot V est mesurable pour Fr, et la proposition 1 (ii) vient
A point pour nous dire que ces CB(V; X) ne font qu’en apparence intervenir le
futur de X apres T.

Soit donc U dans L?(Q); X et T sont fixés et il s’agit de calculer les CA(U)
en fonction des CZ(U) — nous ne faisons plus figurer X dans les notations.
Pour h dans L?(IR}), nous cherchons & mettre IE[U £ [;° hdX] sous la forme
J b2 f(A) \(dA), et les f(A) seront les coefficients cherchés. On écrit

E[U € [;°hdX] = E[¢ [} hdX E[U £ [ hdX | Fr]]

=E[¢ ) hdX /B . CE(U) b A(dB))|
T

=E| / hB 14, (B) CEW) € [T hdX A(dB)]
~JBES
- / 1P E[14,(B) CE(U) & [T hdX] A(dB)
BeS

- / WP B[4, (B) CRU) B¢ ;" ” hdX | F1]] A(dB)
BesS
car T < inf B pour B € At
= / hB E[l4,(B) CEU)E [;*® hdX] \(dB)
Bes

- / W | / CE 14, (B) CR(V)] € XdC)] A(dB)
Bes CC10,inf B[

= [ WS P La(4\B) P (W)] Ada)
A€S  pza
(dans cette derniére formule, B décrit les sections commencantes de A), et on en
déduit que -
CAU) =Y CP[14,(4\ B) CT\P (V)] -
B<A

Puisque, pour chaque v. a. V, les coefficients CZ(V') ne sont bien définis que pour
presque tout B, on pourrait croire mal définie cette expression, qui fait intervenir
des termes du type CB(Vp). Tel n’est pas le cas, et le sens & donner 3 la formule
précédente est parfaitement clair : si A = {t1,...,t,}, elle signifie simplement
que

CA(U) — Z C{t;,...,tk} []1{T<t,,-+1} C¥k+1 ,--.,tn}(U)]
k=0
(avec to = 0 et to41 = 00), et sous cette forme les difficultés ont disparu.
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Afin de mettre ce résultat sous forme un peu plus agréable, remarquons que
pour B dans S et non vide, on peut écrire {supB > T} = [J,¢q O, Ol les
événements 2, sont disjoints et ol, sur §2., on a supB > r > T. Donc pour
V dans L*(Fr), on a Vg, >} = 3, Vig,, d’ott CB [V, p51)] = 0 et
CB(V) = CB[V1pco,17}]- Nos coefficients se réécrivent finalement

cAW) = Y CP[Lpmnp.rny CEV W),
BCA

ou encore, si A = {t1,...,tn},

CA(U) — Z C{tlv""t"} []l{tkST<ik+1} Cgk-’-] ,...,tn}(U)] .
k=0

Voici pour terminer une condition suffisante pour qu’une v. a. U de L*(Q) soit
développable en chaos. La martingale X est toujours fixée, et nous supposerons
qu’elle a la propriété de représentation prévisible, de sorte que toute martingale
M; vérifie dM; = H; dX; pour un processus prévisible H (que nous nommerons
la dérivée de M), bien défini hors d’un ensemble négligeable pour dt®IP; nous
supposerons aussi (cela fait partie de la représentation prévisible) que la tribu
Fo est dégénérée. En revanche, nous ne supposons pas que la filtration ambiante
est la filtration naturelle de X. Il nous faut préciser un peu la construction des
coefficients C{!(U) évoquée plus haut, ainsi que celle d’autres coefficients T/A(U);
puisque U est fixé, nous les noterons aussi C;(A) et I';(A). Sans entrer dans
les détails, voici sur un exemple comment on peut les obtenir. Si A = {a,b,c}
avec a < b < c, on définit Cy(A) sur lintervalle [c,00[ comme la martingale
M, = IE[U|F] et I}(A) sur le méme intervalle comme la dérivée de cette
martingale; puis sur Dintervalle [b,c[, on définit C;(A) comme la martingale
M; = E[T(A)|F:] et I} (A) comme sa dérivée; on recommence sur [a,b[ en
prenant I';(A) comme valeur finale pour la martingale, et enfin sur [0,a[ & ’aide
de I';(A). Ceci peut étre fait de fagon rigoureuse et, pour ¢ < inf A, les coefficients
Ci(A) ainsi obtenus sont bien ceux qui figurent dans la projection de U sur
Iespace chaotique conditionnel H* = H*(X) (c’est d’ailleurs essentiellement ainsi
que 'on établit 1’existence d’une bonne version de ces C;(A); remarquer aussi
que cette construction rend évidente la proposition 1 (i)).

La projection orthogonale de U sur H* a pour norme carrée

F(t)=B| fA A Ad4)]

puisque H* C H* pour s < ¢, la fonction F est croissante. Lorsque ¢ tend vers
Vinfini, F(t), qui est minorée par IE[C?(9)] = E[E[U|F;]?], tend vers E[U?];
pour ¢ = 0, F(t) est le carré de la norme de la projection de U sur H?, c’est-a-dire
sur H puisque Fo est dégénérée. Il en résulte que pour que U soit dans H, il
faut et il suffit que F soit constante, c’est-a-dire décroissante. Nous allons donc
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majorer les accroissements de F'. Pour s < ¢,

F(t) - F(s) = E / (M@ -B [ ca

=P AC]t,00[ [C%(A) - Ci4) - /BC]s,t] Ci(BUA) /\(dB)] A(dA) .

Mais pour A C ]¢,00[ le processus C,(A) est sur l'intervalle [s,?] une martingale
de dérivée T',(A4), donc IE[C?(A4) — C2(4)] = E f I‘z(A) du; et on peut par
ailleurs minorer I'intégrale en B par une intégrale de s a t, en ne gardant que les
B ayant un seul élément. Il vient

FO-Fo) < [ B[ [ - Ciua) 4 s
= / t fA C]tm[m[rg(A)_E[r,,(A)lfs]z] A(dA) du

-[/ o Bl - BRI M) do
< / /A C]um[”r,,(A)_E[ru(A)|fs]||§ A(dA) du .

Considérons maintenant une subdivisionoc = {0 =1t < ... <t, < ...} de Ry
dont le pas sup,(tn4+1 — tn) est destiné & tendre vers zéro, et posons g(u) = t,
pour t, <u <tp41. On a

F(00) = F(0) = 3" Fltn41) - F(tx)

S/o /Aqu,oo Tu(4) ~ BT ()| Fo]ll; A(@A) du

pour A et u fixés, ||T,(A) — IE[I‘u(A)I.TU(u)]” tend vers zéro. Pour obtenir le
résultat cherché F'(co) = F(0), il suffit que cette convergence soit dominée, donc
il suffit que

/oo/ ]E[PS(A)] AMdA) du < oo .
0 AC]u,00[

Réécrivons cette intégrale sous la forme

inf A
/ / E[T2(A)] duA(dA)
A€eS JO

et utilisons le fait que, sur I'intervalle [0, mf A[, le processus I'y(A) est la dérivée
dela martmgale C.(A) pour majorer fo IE[I‘Z(A)] du par lE[Cmf 4-(A)].0
obtient ainsi la condition suivante : pour que la v. a. U € L*(Fo) soit dans
H(X), i suffit que

E[Cit 4-(A)] A(d4) < oo
Aes
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