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VOLUME DE BOULES SOUS-RIEMANNIENNES ET EXPLOSION

DU NOYAU DE LA CHALEUR AU SENS DE STEIN

Rémi LEANDRE
Faculté des Sciences de Franche-Comté

25030 Besançon Cedex - France

Introduction :

Considérons m+1 champs de vecteurs X., i=0,...,m, sur Rd de dérivées de tout ordre
bornées et introduisons l’opérateur  = 03A3 X21+X2 sur R . Lorsqu’en tout x, l’algèbre

de Lie engendrée par les est égale à Rd (hypothèse forte de Hörmander), le

semi-groupe associé possède une densité 

Dans le cas où il existe des fonctions C~03BBi(x), 03BBi,j(x) telles que : :

x°(x) = E + E ~i,~ (x) [X., x~ ~ (x) (0.1)

le comportement en temps petit de la densité de ce semi-groupe est lié à un certain

nombre de quantités géométriques que nous allons rappeler brièvement ([J-S]). Intro-

duisons l’espace de Cameron-Martin H1 des fonctions de [0,1] dans R~ d’éner-

gie ~ finie. La courbe horizontale issue de x asociée à h est la
° 

1=1 
solution de l’équation :

dys(dh) = X1(ys(dh)) is ds (0.2)

yo(dh) = x

Posons = y-(dh). La distance semi-riemannienne d(x,y) vérifie par hypothèse
= inf et la boule hypoelliptique B(x,r) de centre x et de rayon

r est égale à l’image par ~x de la boule de rayon r et de centre 0 dans l’espace 
de

Cameron-Martin. Dans le cas où (0.1) est vérifiée, D. Jerison et A. Sanchez ([J-S])

ont montré qu’il existe des constantes c, c’, cl, ci > 0 telles que : t

c’ vol B(x,t) exp [- d2(x,y) c1t]~Pt(x,y)~c vol B(x,t)exp[d2(x,y)c’1t] (0.3)

suivant une direction donnée au départ par Stein.

En particulier toute famille de point possède la propriété suivante :
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Il existe deux constantes c2 et c2 > 0 telles que pour tout y de St, on ait :

c2 vol (B(x,t)) ~ pt(x,y) ~ c’2 vol B(x,t) 
(0.4)

Nous dirons dans ce cas que la famille de parties St est une famille explosive
de E.M. Stein (explosif, car vol (B(x,~)) ~ 0).

L’objet de cet article part de la constatation suivante : si Xo ne satisfait pas à
(0.1), il est possible ([BA-L1], [BA-L2]) que quand t ~ 0 et donc que

St = {x} ne soit pas une famille de points explosive de E.M. Stein. Toutefois, avant

de définir la notion de famille de parties explosive de E.M. Stein, nous devons

effectuer quelques modifications, du fait de l’adjonction du drift X . Posons
0

e=/t. Au lieu de considérer (0.2), nous allons travailler sur l’équation
(0.2.E) . .

dy~ = e ~ + E X.(y 
E,s o ~,s s 

(0.2.e)
= x

Nous poserons 03A6~,x(dh) = i (dh). Notre énergie minimale d2(x,y) mise pour aller de
x à y deviendra d 2 (x,y) égale à Inf ~h~2 (et dans ce cas, nous n’avons plus une

distance, car dE(x,x) n’est pas forcément égale à 0). La boule hypoelliptique B(x,r)
deviendra la boule B ~ (x, r ) image de la boule de centre Cet de rayon r dans H1 c,x’
Soit c un réel > 0.

Nous dirons qu’une famille de parties S de B£(x,cs) est explosive au sens de
E.M. Stein s’il existe deux constantes c2, c2 > 0 telles que pour tout y de

SE , tout ~~1, on ait :

c2 vol B~(x,c~) ~ P~2(x,y) ~ c’2 vol B~(x,c~) (0.4.~)

Le fait que les points sont explosifs provient du fait que le volume de 

quand ~-~0. Dans la partie I, nous montrerons que ce volume est compris entre c. 
et c 2 E (cl>0 et c2>0) pour un certain entier théorique lié à la structure de
l’algèbre de Lie engendrée par les Xi, i=0,...,m en x (nos calculs sont fortement ins-

pirés de ceux de [N-S-W] lorsqu’il n’y a pas de Xo). Lorsque Xo(x) appartient en x
à l’espace engendré par les crochets d’ordre ~ 2 construits à partir des X. (i~0),
cet entier est le même que celui qui intervient dans le développement asymptotique
formel de p 2(x,x) ([L3], th. II.2)

e
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p ~(x,x) = E _ N(x) ( N E . 

+ 0(£N)) (0.5)
s2 J=0 J

Mais il se trouve que dans (0.5), tous les c~(x) peuvent être nuls ([BA-L2])
si bien que SE = {x} peut ne pas être une famille de points explosive de

E.M. Stein. C’est ce qui nous a incité à donner une condition nécessaire et

suffisante pour qu’une famille (S£)£E[0 , 1] soit une famille explosive de E.M. Stein.

Elle fait intervenir la relation existant entre les notions heuristiques de submer-

sion au sens faible et au sens fort ([L1]) et montre l’importance jouée par la matri-

ce déterministe de Malliavin introduite par J.M. Bismut dans [B].

On voit aussi réapparaître alors les deux raisons différentes pour lesquelles pt(x,x)
- ~0 dans [BA-L1] et dans [BA-L2] : dans [BA-L1], et dans [BA-L2~], x ne

vérifie pas notre condition bien que xEB£(x,cE) ! Cet article est aussi une tentative
de présenter de façon unifiée les estimations de [N-S-W] sur le volume des boules

(partie I : niveau des fonctionnelles déterministes) dans le cas le plus simple
donné initialement par Sanchez et celles de [BA2] et [L2] sur l’estimée de pt (niveau
des fonctionnelles browniennes). Toutefois nous n’arrivons pas à obtenir d’uniformité

en x.

Nous remercions G. Ben Arous dont les commentaires nous ont été précieux, spéciale-

ment en ce qui concerne les exemples de la partie II, C. Stricker pour d’utiles

suggestions concernant l’appendice, et D. Jerison.
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1 - Estimation du volume des boules :

Nous allons commencer par faire quelques rappels qui résultent de la formule de

Campbell-Hausdorff ([BA1], [Str]).

Soit Y un champ de vecteurs sur Rd de dérivées de tout ordre bornées. Notons
exp[Y] (x) la valeur au temps 1 de la solution de l’équation différentielle :

dyt 
(1.1)

yo=x 

Soit (a) un multi-indice sur {0,...,m}, (a)=(al,...,ap). Sa longueur ~(a)I est p - et
sa longueur inhomogène W(a)il est égale à la somme de ~(a)) et du nombre de zéros fi-

gurant dans (a). désigne le crochet de Lie [Xa , , [X 2 ... [X p-1 , X p ]]] (x).

Pour tout entier n, il existe des fonctionnelles universelles dt) telles

que :

= E x  (1.2)s’1 (a) (a)

De plus, on peut majorer le reste par c ne dépendant pas de h lorsque
h décrit une boule bornée de H1. Enfin, chaque dt) est une combinaison li-

néaire universelle d’intégrales itérées

dh ... dh (dh0t = dt)
tl...tp1 "1 p 

"

possédant pour tout jE{0,...,m} autant de i.=j que (a) possède de 

Or il y a trop de dans (1.2) car des crochets de Lie vérifient toujours les
relations :

[X,Y] + [Y,X] = 0
(1.3)

[[X,Y], z] + [[Y,Z], x] + [[Z,X], Y] = 0

Si nous tenons compte de ces relations, on peut extraire un sous-ensemble minimal
et universel 0 

n 
de multi-indices de longueur n tel que :

* fil ... ..,. 

** Pour tout (a’), il existe des constantes telles que :

X(a~) = 
(a)E ~~(a~)~ 

~ (1.4)

De plus, on ne garde dans la somme précédente que les (a) contenant pour tout j le
même nombre de j que (a’) en contient.
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En particulier ~1={O,l,...,m}. (1.4) implique que l’on peut réécrire (1.2) de la

façon suivante :

y~,1(~ dh) =exp[

(03B1)~
03A3 

~(03B1)~~n~~(03B1)~X(03B1)(03B1)(dh,dt)](x)+0(~n) 
(1.5)

n

pour des expressions universelles convenablement choisies. Chaque

est une combinaison linéaire d’intëgrales itérées

... ; 
. de plus, chacune de ces intégrales contient

1 ~(a)~

autant de termes en dh~ que (a) contient de j.

. 

Le fait que notre ~ 
n 

soit minimal nous permet de caractériser ces expressions uni-

verselles de la façon suivante : on peut en effet trouver une réalisation du groupe

simplement connexe à m+1 générateurs nilpotent libre à l’ordre n et des champs

Xi, i=O...m, invariants à gauche engendrant son algèbre de Lie tels que :

F(.)(dh, dt) = y1(dh, dt) (1.6)

où :

dys(dh, dt) = Xo (ys(dh, dt))ds+Xi(ys(dh, dt)) his ds
i=1 (1.7)

o(dh, dt) = e

Soit C k (x) l’espace engendré par les Xo étant exclu. Soit 
la projection orthogonale sur un supplémentaire orthogonal de C k-1(x) dans 
Conformément à 1’esprit des notations de [BA-L1] et de [BA-L2], notons r(x) le plus

petit entier tel que = Rd (il est fini puisque l’algèbre de Lie engendrée
par les X., i~0, est égale à Rd).

i

Définition I.1 : Nous dirons que h est un élément régulier de l’espace de Cameron-

Martin si l’application

h’ ~(a)~0 03A3 03C0|( 03B1)|(x) X (03B1)(x) F(03B1)(dh’,dt) (1.8)

est une submersion en h.

Si l’on introduit sa matrice de Gram Kh (ou matrice déterministe de Malliavin, sui
vant [B]), cela revient à dire que det ([L1]).

On a la proposition suivante, fondamentale pour 1a suite :

Proposition I.2 : Soit c>0. I1 existe un élément régulier d’énergie inférieure à c.

Preuve : Elle est identique à celle du théorème I.1 de [L2]. La seule différence est

ici la suivante : alors qu’il était possible de revenir au point de départ dans [L2]

(principe de la petite boucle), cela devient tout à fait impossible dans (1.8), du
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fait de la présence de Xo dans (1.7). C’est cette remarque fondamentale qui nous
montrera que le problème de l’estimation du volume des boules est différent de celui

de l’estimation des densités. ’

Avant d’arriver à 1’objectif principal de cette partie, introduisons l’entier

N(x) = k E On a alors le : : 
’

Théorème 1.3 : Soit c>0. Il existe deux constantes et c2>0 dépendant de c
et de x telles que pour 0Ee(x)1

c~ sN(x) >-_ val c~ > 0 (1.9)

Preuve : Bien que le c ne soit pas du tout superflu dans l’énoncé, contrairement au

cas où Xo=0, nous ne ferons la preuve que dans le cas c=1. Cette preuve est fortement
inspirée de [BA2] et de [N-S-W]. BE(x,s) est égal à l’ensemble décrit par y~
((0.2.E)) lorsque ~h~~1.

Soit une partie de Gr(x) telle que :

x) 0 ~ Br(x)

~~c) l’ensemble des ((~)EBr(x)) de longueur inhomogène constitue

une base de pour tout 

Introduisons l’application 03C803BB(.) (u(.))

u(.)~exp[(03B2)~Br(x) 03A3 u(03B2)X(03B2)+ 03A3 03BB(03B1)X(03B1)](x) (1.10)

Comme il est remarqué dans [N-S-W], il existe deux constantes 03BB~ et c~>0 ayant la
propriété suivante : : si les ~a(a)) sont inférieures à a~ (assez petit), ~~ 

(.) 
est un

difféomorphisme en les d’un voisinage v. B.) 
contenant un voisinage fixe de 0

sur un voisinage w~ de x contenant un voisinage fixe de x. De plusB.)

Sup (|J03C803BB(.)(u(.))|,|J-103C603BB(.)(u(.))|)~c~ (J03C803BB(.)(u(.)) désignant le
Jacobien de l’application u(.)~03C803BB(.) (u(.)) en u(. )). Soit 03BB~(.) le p-upple tel que

tel que a a =0 sinon. On a donc 03C803BB~(.) (u(.))=exp[~2Xo
+( 03A3 u(03B2)X(03B2)](x).03BB~(e)=~2 et tel que 03BB~(03B1)=0 sinon. On a donc 03C8

03BB~(.)=exp[~2Xo+03A3 u(03B2)X(03B2)](x).
Si h est d’énergie inférieure à l, il existe des réels ((~)EBr(x)) tel
que pour (EO>0 choisi indépendamment de h d’énergie inférieure à 1), on
ait :
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£ (u( .)(E,dh,dt))E,i 

~(.) ,E 
~./ 

(1.11)
= exp[~2Xo+ 03A3u(03B2)(~,dh,dt) X(03B2)] (x)

Le problème est maintenant d’étudier le comportement des quand ~~0.

La formule (1.5) (appliquée pour n=r(x)) nous montre qu’il existe des 

tels que :

* I1 existe c>0 et ~o>0 tel que pour tout h d’énergie inférieure à 1, on

ait :

= c Er(x)+1 (1.12)

pour EEO.

** Pour sEO, 

exp[~2Xo+(03B2)~Br(x)u(03B2)(~,dh,dt) x(03B2)](x) = 
(1.13)

exp[~2Xo+(03B1)~ar(x) 03A3 |~0 ~03B1~~r(x)
~~03B1~

Dans (1.13), utilisons la formule de Campbell-Hausdorff, en suivant une idée de

[N-S-W]. Soit T l’ensemble des crochets de Lie construits à partir des X(a 1 ),...,
). XT désigne le crochet associé. La longueur partielle de XT est le nombre 

de

(ai) y appartenant. On la note La longueur inhomogène totale de XT (notée aussi

~0393~tot) est égale à 03A3~(03B1)i~. La formule de Campbell-Hausdorff nous montre qu’il

existe des polynômes universels indexés par l’ensemble des XT de longueur par-
tielle ayant les deux propriétés suivantes :

* P (r) est un polynôme homogène en les et 

de degré Si , le nombre total de et de 

figurant dans chaque monôme de est égal au nombre de (~) figurant dans (T). Si

le nombre de figurant dans chaque monôme de est égal

au nombre de (T) figurant dans (T). De plus, chaque monôme de contient au moins

un et un 

** I1 existe un ~o>0 indépendant de h d’énergie inférieure à 1 tel que pour

tout h d’énergie inférieure à 1, tout cso :
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exp[ 03A3(u(03B2)(~,dh,dt)+o(~r(x)))X(03B2)

(1.14)

~ 

Q~~ e"""F. ~~ ,(dh,dt)X..+ ’~ 2~r) E ~r(x) P..X. ~~ ~~ J(x)=x
De plus, on peut majorer le terme par c £r(x)+1~ c ne dépendant pas de h

d’énergie inférieure à 1.

Comme dans (1.14) nous avons une exponentielle, nous en déduisons que pour sEO indé-
pendant de h d’énergie inférieure à l, on a : :

03A3 (u(03B2)(~,dh,dt)+o(~r(x)))X(03B2)(x)- 03A3 ~03B1~F(03B1)(dh,dt)X(03B1)(x)
(1.15)

+ 03A3 P(0393)X(0393)(x) = 0

La formule (1.15) est l’ingrédient principal qui va nous permettre de montrer la pro-
priété suivante, importante pour la suite :

* Pour tout entier on a

lim u(03B2)(~,dh,dt) ~k = 0 (1.16)

uniformément en h d’énergie inférieure à 1. De plus, pour tout il existe des

polynômes Ilall=k) en les (avec II(a’)N  k) tels qu’uni-

formément en h d’énergie inférieure à 1, on ait :

lim E J(1.17)" (~) e" (~) II(a)II=k 
k (a) (a) (a)

~c se prouve par récurrence sur k.

Elle est clairement vraie pour k=1. Supposons qu’elle est vraie jusqu’à l’ordre
kr(x). Montrons qu’elle est vraie jusqu’à l’ordre k+1. En effet, considérons un en-
tier k’>k, et appliquons à (1.15) le projecteur ~rk,(x). Nous obtenons :

~r k ,(x)(u (~) (£~dh~dt)+o(Er(x)))X (~) (x)- (a)E Q E r(x) 
" ~ 

~.(x)X~(x)~~~ ~~ 
(1.18)

Dans cette formule, seuls subsistent les X(03B2)(x) avec les X(03B1)(x), ~03B1~~k’
et les avec 
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Or est un polynôme de valuation >-_2 en les et les 

contenant au moins une variable de chaque type. De plus, chaque monôme de véri-

f ie ~ .

+ (1.19)

la somme étant prise sur les et les (a) tels que et 

appartiennent à ce monôme. Dans A3(k’) on voit apparaître deux types d’expressions : :
ou bien on considère un monôme de qui ne comporte que des avec

Dans ce cas, l’hypothèse de récurrence et (1.19) nous montrent que le terme

correspondant est inférieur à (c indépendant de h d’énergie inférieure à

1) ; ; ou bien on considère un monôme d’un ~ comportant 
un de longueur

Dans ce cas, l’hypothèse de récurrence nous montre que ce lu 
(c indépendant de h, ~h~2 ~1) ; comme le monôme considéré comporte au moins un

~~03B1~(03B1) (dh,dt), avec on obtient encore une quantité inférieure à ce

Ceci 
(a) 

prouve que (A 
k+1 

(c indépendant de h d’énergie Sl). Par suite,Ceci nous prouve que (c indépendant de h d’énergie ~1). Par suite,

tous nos sont en module inférieur à . ,

Supposons maintenant que k’=k+1. Considérons un dans avec 

et un monôme ne contenant que des de longueur inhomogène ~03B2~~k. Ce

monôme d’après (1.19) et par hypothèse de récurrence est en Ek+2, , et par suite négli-

geable devant uniformément en h d’énergie ~1. Maintenant, si ce monôme contient

un avec cet est inférieur en module inférieur

à ce (c indépendant de h d’énergie Or ce monôme contient aussi un

Par suite, il est inférieur à Ceci nous prouve que

dans A 3 (k+1), les seuls termes en proviennent des x avec 

Il ne reste plus dans (1.18) qu’à prendre k’=k+1, et à le diviser par pour ob-

tenir (1.17) pour k+1.

Pour k’>k+1, on montre de la même façon que les seuls termes d’ordre k+1 dans A3(k’)
ne peuvent provenir que de ceux où ce qui est impossible car nécessaire-

ment De la même façon, dans tous les termes sont d’ordre supérieur

ou égal à . Ceci nous prouve (1.16) pour k+1.

Preuve de la majoration : * nous prouve que pour ~h~~1, il existe une constante c(03B2)
indépendante de h telle que dans (1.11), on ait, pour : .

~û (E, (1.20)

Par suite, notre boule B (x,e) est contenue dans l’image par le difféomorphisme local
03C8 

s 
de la boîte de Rd constituée des tels que : :
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!~)! ( (1.21)

Le volume de cette boite est inférieur à . La majoration dans (1.9) découle

des propriétés données après (1.10) vérifiées par le difféomorphisme local 03C8 
E 

.

~.)
Preuve de la minoration : Appliquons la proposition I.2. On peut donc trouver un

point h’ régulier d’énergie inférieure à 2. Comme dans (1.17), les P (a) ne dépendent
que des avec il est possible de trouver pos-

sédant la propriété suivante : soit 03A8o l’application de l’espace de Cameron-Martin
qui à h associe la famille des limites quand ~~0 de .. L’image par

03C8 d’un petit voisinage de h’ dans l’espace de Cameron-Martin contient la boite Q
constituée des u = (u(~) ; tels que a(~)u(~)b(~). Par suite, il existe

des réels a’(03B2)b’(03B2) tels que l’ensemble décrit par les pour ~h~~1,

contiennent la petite boite dont le volume est

supérieur à (c’>0). Donc B (x,~) contient l’image par le difféomorphisme lo-

cal 03C803BB~(.) de cette petite boite. La minoration dans (1.9) découle des pro-

priétés enregistrées après (1.10).

Remarque : Le point crucial est qu’il n’est pas forcément possible de trouver un élé-
ment régulier de l’espace de Cameron-Martin tel que pour tout entier k, on ait :

= 0 (1.22)

alors que ceci était possible lorsqu’il n’y avait pas de dt et de Xo ~
En particulier, a’(03B2) n’est pas forcément du signe opposé à b’(03B2), comme c’était le

cas dans [N-S-W] tt~



436

II - Systèmes explosifs de E.M. Stein :

Soit h un élément de l’espace de Cameron-Martin. Rappelons que Kh est la matrice de
Gram (ou matrice de Malliavin déterministe, conformément à la terminologie de [B])
associée en h à l’application : 

’

h ~1 > 
(~ ~r ~ (a) II (x) X (a) (x) F (a) (dh ’ dt) (2.1)

Soir c>0 un réel fixé. L’objectif de cette partie est de démontrer le théorème sui-

vant : :

Théorème II.1 : La famille de parties S cB (x,ce) est une famille de points explo-
sifs au sens de E.M. Stein si et seulement si il existe une constante cl telle que :

Inf Sup Kh(x) > 0 (2.2)

y~S~ ~h~03A6-1~,x(y) ~h~2~c1 ; ~~~o

pour un e o >0 bien choisi.

Preuve : : Nous supposerons pour simplifier que c=1. Commençons par quelques calculs

préliminaires. Soit (wl,...,wm) un mouvement brownien m dimensionnel. p -(x,y) est
E

la densité en y de la loi de la variable aléatoire associée à la solution

de 1’équation différentielle de Stratonovitch :

X.(y i s,t (sdw)) dwl t (2.3)

Soit h un élément de l’espace de Cameron-Martin d’énergie 51. Introduisons la solu-

tion de l’équation différentielle de Stratonovitch :

= 

(2.4)
y (e dw+edh) = x
e,o

Cette notation, légèrement abusive, est destinée à rendre plus clair les calculs al-

gébriques que nous mènerons par la suite et ne doit pas laisser penser que dwt repré-
sente un véritable élément différentiel.

De la même façon, dans chaque intégrale itérée JJJJ compose un

i, , 1 i. 
p

F dans (1.5), remplaçons formellement par dwtj+dhtj au sens de

Stratonovitch (dwot = dt) . . On obtient une expression que nous noterons de façon
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suggestive (mais aussi abusive) Dans ce cas on a, lorsque e est as-
sez petit :

y~, 1(~dw+~dh) = exp[~2Xo+ 03A3 u(03B2)(~,dw+dh)X(03B2)](x) (2.5)

La différence essentielle entre cette formule et la formule (1.11) correspondante est
la suivante : : on peut s’arranger pour que (1.11) soit valide pour ee choisi indé-
pendamment de h d’énergie ~1 alors que cette condition n’est plus vraie pour (2.5).
Pour ce faire, on va procéder de la façon suivante, en se souvenant que 03C8

03BB~(.)
est un difféomorphisme local d’un voisinage de 0 sur un voisinage de x, dont le com-

portement en e a été contrôlé dans les remarques qui suivent (1.10). Par suite, il

existe une constante c>0 ne dépendant pas de h de norme 1 et de sEO telle que (2.5)
soit valide dès que ly Introduisons une fonction de classe de

R d dans [0,1] égale à E’1 1 si et nulle si de façon à rendre régulière
la troncature précédente : : si g(y (2.5) est valide. °

L’intérêt d’obtenir une troncature régulière apparaît dans ce qui suit. Soit F une
fonctionnelle brownienne. Soit p,~ deux entiers. On dit que F appartient à l’espace

i i
de Sobolev Dl,p si F est dans le domaine de (I+N)2 et si (I+N)2 F est dans LP
(N désigne l’opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck). On pose de façon usuelle ([Kr],[W])

~F~l,p = ~(I+N)l 2 F~LP

Dans ce cas il existe des fonctionnelles browniennes possédant les pro-
priétés suivantes : :

* Pour tous entiers p,~

Sup ~u(03B2)(~,dw,dh)~l,p  ~ (2.6)

** Si g(y~,1(~ dw+~ dh)) ~ 0, on a

= (2.7)

En particulier (2.5) est vérifiée pour 

*** Pour tout triplet (k,l,p) d’entiers, on a : :

lim sup ~{ 03A3 03C0k(x)X(03B2)(x)u(03B2)(~,dw,dh)/~k} 
(2.8)

-{ 03A3 

03C0k(x) X(03B1)(x) ((03B1)(dw+dh,dt)+(03B1))}~l,p = 0
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Dans l’appendice nous montrerons que si hn est une suite d’énergie bornée tendant
faiblement vers h (pour toute fonction continue g de [0,1] dans R, tout j,

1o gt hn t dt ~ 1o gt ht dt), alors uniformément sur [0,1] et

dans tous les ~~~p. . Ceci et (2.8) nous prouvent que

pour tout k, on a, lorsque 

03A3 03C0k(x)X(03B2)(x)u(03B2)(x)u(03B2)(~n,dw,dhn)/k~
(2.9)

dans tous les espaces de Sobolev l,p.

Ces préliminaires vont nous permettre d’effectuer un certain nombre de réductions

du théorème.

Première réduction : :

Comme la boule unité de l’espace de Cameron-Martin est faiblement compacte, le fait

que la famille SE de parties est une famille explosive de E.M. Stein équivaut au fait
suivant :

.Pour toute suite sn~ 0, toute suite hn d’énergie ~1 tendant faiblement vers h, telle

que yc 
’ il existe deux constantes cl>0 et c2>0 telles que :

c 1 s n N(x) ~ p 2 (x~Y ) n ‘-- c 2 s n N(x) (2.10)

n

Deuxième réduction : : 

Notons Jh(03B4w) la quantité 1 (03B4w désignant l’intégrale d’Itô).

Soit ~,dh(z) la densité de la mesure sur Rd

f -~ (2.11)

Une transformation de Girsanov nous montre qu’il faut et il suffit de prouver (2.10)

en ayant remplacer p par p 2 ,dh (0) dans (2.10).n n n

Troisième réduction : :

Introduisons la mesure sur Rd

f ~ (2.12)

Elle possède une densité La théorie des grandes déviations ([Az]) et [BA2]

nous montre que pour E1, pour tout entier N, on a : :
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sup |q~,dh(0) - ~,dh(0)| 
~ c~N (2.13)

I1 faut et il suffit donc de remplacer dans (2.10) p 2(x,yn) par qE ,dh 
(0).

E n* n
n

Quatrième réduction :

Introduisons la mesure ~,dh qui a toute fonction f associe la quantité :

(2.14)

Les propriétés de la famille de difféomorphismes données après (1.10) nous montrent

qu’il faut et qu’il suffit dans (2.10) de remplacer p par qE ~dh 
(0)’

s n* n
n

Cinquième réduction : (application de la méthode de la division [L1]). Soit ~,dh la
mesure qui a toute fonction f associe la quantité :

(2.15)

et notons sa densité. Il faut et il suffit de remplacer (2.10) par :

0  ci  q£ ~dh 
(0) ~ c2 (2.16)

n n

Soit No dh la mesure sur Rd définie

r(x)
. 

f -~ E[f( E ( E X(a)(x)k=1 II(a)It=k(a)E ~r(x) 
" 

({F(a)(dw+dh,dt)-F(a)(dh,dt)} + (2.17)

le terme en JH(ôw) pouvant cette fois être supprimé.
Comme ne dépend que des avec N(a’)IIII(a)I) M et comme la

matrice de Malliavin associée aux (a)=OE C r(x) est inversible et que
son inverse est dans tous les Lp, on en déduit que o,dh possède une densité

_ d o,dh
C sur R . De plus, le calcul des variations stochastiques dépendant d’un

paramètre ([W]) et (2.9) nous montrent qu’il faut et il suffit que pour

toute limite faible des h .
n

Preuve de la condition nécessaire :

Soit ~ri l’application :

~ 
f

h 1 > E 
’ 

(2.18)
(03B1)~0 (03B1)~Q 
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Si l’on considère une famille S explosive au sens de E.M. Stein, on en déduit que
pour toute limite faible h de h£ telle que (~h~)~03C6-1~,x(S~), ~h~~21, on a

qo,dh(0)>0.

Par application du théorème II.1 de [BA-L2], on en déduit que pour toute limite fai-

ble h, il existe un élément h’ de l’espace de Cameron-Martin tel que :

~ ~Vi(h’ ) _ 
** ~1 est une submersion en h’, ce qui signifie que le déterminant det IL, de sa ma-

trice de Gram (ou matrice de Malliavin déterministe suivant la terminologie de [B])
est >0.

Comme ceci est vrai pour toute limite faible, que les applications et

h~ det Kh sont continues pour la topologie faible sur h ([B1], th. I.1) et que la bou-

le unité de l’espace de Cameron-Martin est faiblement compacte, on en déduit que
dans * on peut majorer l’énergie de h’ par une constante indépendante de h et mino-

rer det Kh, par une constante >0 indépendante de h.

Soit h une limite faible de h , ~n~0 et soit h’ choisi comme dans * et **. Comme h’

est d’énergie majorée par une constante indépendante de h et comme det Kk,>c>0 (c in-
dépendant de la suite hn considérée), on en déduit qu’il existe un hn de l’espace de
Cameron-Martin tel que y En,l (c n dh’) n 

= y n dh n ) pour e n E o (e 0 >0 choisie indé-

pendamment de la suite hn) et d’énergie bornée par cl (cl indépendant de la suite

hn). De plus, hn converge fortement dans l’espace de Cameron-Martin vers h’, ces pro-

priétés résultant de (1.17) et du théorème des fonctions implicites appliquées à ~ri
en h’. Ceci nous montre qu’il existe un et un tel que :

Inf Sup det Kh > 0 (2.19)

y~S~ (~h)~03A6-1~,x(y) ; ~h~2c1 ; ~~o

Toutefois, ’ on voit apparaître une difficulté : : au lieu d’obtenir Kh on obtient Kh.
Pour la contourner, on raisonne de la façon suivante : : soit la collection des

On obtient une famille de variables aléatoires notée

sur R , dont la loi possède une densité q ( dh ) (z). De plus, soit cl une
constante >0 et N>0, il existe un réel cN tel que pour tout h d’énergie ~h~c1 et
telle que pour on ait (dh)() ~ ||-N. De plus

Sup (dh)()  ~ (2.20)

La mesure image est la mesure image de la loi de l’ensemble des 

- par la submersion T’ de Rd dans Rd : 
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(u(a)+P(a)) (T’ est une submersion car nos polynômes ne dépendent que des 

avec N(a’)NII(a)II).

Ceci nous montre qu’il existe une constante c>0 telle que pour toute limite faible h,
on ait pour un certain z de norme inférieure à c appartenant à 

(au lieu d’obtenir simplement cette condition impliquant que

qo,dh(~)~0. ’

Soit ~ l’application qui à un élément h de l’espace de Cameron-Martin associe l’en-
semble des ((a)E Q r(x), (a)EO). Notons sa matrice de Gram Kh. Ceci nous
montre que l’on peut remplacer (Z.19) par

T’ (~V(h))=~N’ (h) 
det Kh > 0 (Z.19)’

pour une constante ci bien choisie. Comme l’application u (03B1)03A303C0 a I(x)X a (x)u a
est une submersion, (Z.19)’ implique que :

Inf Sup det Kh > 0 (Z.19)"

Ceci nous prouve la condition nécessaire.

Preuve de 1~ condition suffisante :

Nous supposons cette fois que (Z.Z) est vérifiée ou, ce qui revient au même, que
(Z.19)" l’est. Par le même raisonnement que précédemment, on en déduit que (Z.19)’
est encore valide, T’(~r(h)) étant remplacée par T(~(h)) et ~i(h) par ~1(h). Par sui-

te, (Z.19) est encore valide. Une généralisation immédiate du théorème II.3 de

[BA-LZ] montre que

Inf qo , dh (0) > 0 (2.21)

Remarque : ’ On pourrait éviter de passer par ICh si l’on pouvait montrer que est

égale à 0, ce que l’on pourrait conjecturer.

Remarque : : Nous avons choisi d’utiliser 1a méthode de [BAZ] plutôt que celle de [L3],
afin de mieux faire apparaître les différences et les similitudes qui apparaissent sur
l’estimation du volume des boules et celles sur la densité.

Nous terminons par .1’étude de quelques exemples, en remerciant G. Ben Arous pour ses
conseils. Nous allons commencer par un exemple lié au fait que x n’appartient pas à

en reprenant celui de Nous sommes dans RZ. Le point générique est
noté (xl). L = 1 2 (~2x + x12n03B82x )+ax . Cela signifie que :x2 2 xl 1 x2 2 g q
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~-N
"’"

~-~-G)
Nous considérons la diffusion associée issue de ~j. . Nous avons :

~./-’ - (~ ,~.~. ,.~.2j -’

Conditionnellement à w , , la deuxième composante de y est une gaussienne de

moyenne m(e) et de variance o 2 (e) donnée par : : 

m(e) = e~
(3.3)

03C32(~) = ~2n+2 1o (w1t)2n dt .

On a donc : :

P~2 ((0 0)) (0 y2)) = 1 203C0~n+2 E[(1o(w1t)2ndt)-1 2 exp[-1 2(y2-~2)2 2n+21o(w1t)2ndt]|w11=0] (3.4)

Notre entier N~1 est ici égal à n+2. Du lemme 1.4 de [BA-L1], on déduit que si 
si y e~+c’e~ ] pour deux constantes c et c*>0, il existe deux constantes

c>0 et c~>0 indépendantes de el et de y~ telles que : 
:

c2~-(n+2) > p~2((),(2)) > c1~-(n+2) (3.5)

Par suite, la famille de points S constituée des (0 y2) avec y2~[~2+c~n+1,~2+c’~n+1 ]

est une famille explosive de E.M. Stein (nous laissons au lecteur le soin de vérifier

que S ~ ~ B (x,c ) pour une constante bien choisie).
Nous allons maintenant étudier un exemple faisant intervenir plus explicitement la

condition de J.M. Bismut ([B], [BA-L2]). Au lieu de prendre X~=3~ , , nous prenons

X o =x~3 1 x~ avec et p pair. y ~) ~ .(edw) est cette fois égale à

f"! 
~ 

(3.6)Î °
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Soit c>0, c->c>0. Et soit S la famille de points [ j avec ,ce~ ]. Pour
~=== 

1 ~ ~2’ 2 ’

vérifier que S est une famille de points explosive de E.M. Stein, il suffit de

montrer que, si c’>c’>0 et si ~(h ) 1 = ~1 i i ~ h alors ~ est une submersion si

h1~03A6-1(0 ), et d’appliquer ensuite la méthode de la division ([Ll]) (la vérifi-

cation par une méthode directe semble difficile).

Par contre, si cc.0, S E n’est pas une famille explosive de E.M. Stein.

On peut le voir par les calculs directs de [BA-L2], première partie. On a en effet,

p~2((0))(2)) =1 203C0~n+2 E[(10(w1t)2ndt)-1 2 exp[-(y2-~P+21o(w1t)Pdt)2 ~2n+21o(w1t)2ndt]|w1t=0] (3.7)

Or y20 et -~p+2 1o(w1t)pdt0. Donc le terme de droite dans (3.7) est inférieur à

1 203C0~n+2 E[(1o(w1t)2ndt)-1 2 exp[-(sp+21o(w1t)pdt)2 ~2n+210(w1t)2ndt]|w11=0] = p~2((0),(0)) (3.8)
"o t

qui décroît exponentiellement d’après la première partie de [BA-L2].
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Appendice

Soit G (dh,dw) un chaos de Stratonovitch J { hi1t1 dt1 dwi2t2 ...... contenant

des termes en dh=h dt et des termes en dw. On a le théorème suivant, À désignant un

paramètre ~[0,1] et N l’opérateur de nombre (ou d’Ornstein-Uhlenbeck).

Théorème A.l : :

Supposons que h03BB~h faiblement et soit d’énergie bornée. Alors G 

dans tous les espaces de Sobolev M !L ,P .

Preuve : : En fait, tout chaos de Stratonovitch est une somme de chaos d’Itô de lon-

gueur ~n, des termes dt supplémentaires intervenant. Il suffit donc de prouver que

pour tout chaos d’Itô :

n.t(dh,03B4w) = hi1t dt 03B4wi2t....03B4wikt (A.l)
~ 

t~t~...t "1 "2 "k

on a encore G .(dh,6w) dans tous les espaces de Sobolev. Montrons à
n,t A n,t

cette fin, par récurrence sur n, que pour tout entier k, tout entier &#x26; : :

E[sup |Nk{n,t(dh03BB,03B4w)-n,t(dh,03B4w)}|2] ~ 0 (A.2)

La propriété est immédiate pour n=l. Supposons-la vraie jusqu’à l’ordre n-1. Montrons

qu’elle est vraie jusqu’à l’ordre n.

Premier cas : Le chaos se termine par un terme en (h ).dt. Dans ce
cas,

~n,t~~ = Io ~’~

Et

~G,~(dh,,6w) = ~ ~(G,~~(dh,,6w))(h;),ds

=Io~~n-l,s~~~~~sB~~o~~n-l,s~~~~~n-l,s~ ~-~

= A1,t(03BB) + A2,t(03BB)
Or s~Nk G n-1  ,s (dh,6w) est continue.
Donc par hypothèse de récurrence t-~J~N G _ , converge uniformément

sur [0,1] vers t-~ 
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~

sup ~~ (A.5)

qui est dans tous les Le théorème de convergence dominée nous montre que :

lim E[|sup (A1,t(03BB) - A1,t(0))|p] = 0 (A.6)

De plus, par hypothèse de récurrence,

E[|sup A2,t(03BB)|p] ~ 0 (A.7)

Deuxième cas : Le chaos se termine par une intégrale stochastique Dans ce

cas :

~n.t~ =~~n-l,s~~ (A.8)

D’après la formule 36 de [Ml], il existe des constantes c. telles que :

N~G~(dh~,5w)= ~ E ~’~n-ls~Â~~ ~’~~

Comme les processus sont adaptés, on conclut sans difficulté par hypo-
thèse de récurrence sur n-1 en appliquant la formule de Burkholder.
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