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VOLUME DE BOULES SOUS-RIEMANNIENNES ET EXPLOSION

DU NOYAU DE LA CHALEUR AU SENS DE STEIN

Rémi LEANDRE
Faculté des Sciences de Franche-Comté
25030 Besangon Cedex - France

Introduction :

Considérons mtl champs de vecteurs Xi' i;O,...,m, sur Rd de dérivées de tout ordre

bornées et introduisons 1l'opérateur £ = I X§+Xo sur Rd. Lorsqu'en tout x, 1'algébre
i=1

de Lie engendrée par les Xi,izO, est égale a Rd (hypothése forte de Hormander), le

semi-groupe associé a £ posséde une densité Cmpt(x,y).

Dans le cas ou il existe des fonctions C“Ai(x), Ai j(x) telles que :
’

X(x)= 3 AL&XE+ T A L (x)[X,, X.1(x) (0.1)

o 4=1 1 i i,3#0 ij i’ 73

le comportement en temps petit de la densité de ce semi-groupe est 1ié & un certain

nombre de quantités géométriques que nous allons rappeler briévement ([J-S]). Intro-

duisons 1l'espace de Cameron-Martin H1 des fonctions t»(hi) de [0,1] dans R™ d'éner-
m .

gie Ihﬂ2=Ii ) |hi|2dt finie. La courbe horizontale issue de x asociée a h est la
i=1

solution de 1'équation :

m oi
dy_(dh) = 121 Xi(ys(dh)) hy ds ©0.2)

yo(dh) = x

Posons @x(dh) = yl(dh). La distance semi-riemannienne d(x,y) vérifie par hypothése

dz(x,y) = inf Hh“z, et la boule hypoelliptique B(x,r) de centre x et de rayon
-1
hed (dh)
r est égale & 1'image par LN de la boule de rayon r et de centre 0 dans l'espace de
Cameron-Martin. Dans le cas ot (0.1) est vérifiée, D. Jerison et A. Sanchez ([J-S])

ont montré qu'il existe des constantes c, c', s ci > 0 telles que :

1
C

vol B(x,vt)

2 2
gzi%*12]§pt(x,y)§ < exp[ d (X’Xl] (0.3)

exp [- 1
vol B(x,vt) c1t

suivant une direction donnée au départ par Stein.

En particulier toute famille de point StCB(x,/E) posséde la propriété suivante :
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I1 existe deux constantes <, et cé > 0 telles que pour tout y de St’ on ait :

c cé

2 p,(x,y) § ——=—
t vol B(x,vt)

0 ——— S 0.4
vol (B(x,vt)) (0-4)

Nous dirons dans ce cas que la famille de parties St est une famille explosive

de E.M. Stein (explosif, car vol (B(x,v/t))+0).

L'objet de cet article part de la constatation suivante : si Xo ne satisfait pas a
(0.1), il est possible ([BA-L1], [BA-L2]) que pt(x,x)-éo quand t>0 et donc que

St= {x} ne soit pas une famille de points explosive de E.M. Stein. Toutefois, avant
de définir la notion de famille de parties explosive de E.M. Stein, nous devons
effectuer quelques modifications, du fait de 1l'adjonction du drift Xo' Posons
e=vt. Au lieu de considérer (0.2), nous allons travailler sur 1'équation
(0.2.€) :

m
dye’s(dh) = gzxo(ye’s(dh))ds + I

of
L Xi(ye,s(dh))hsds

(0.2.€)
ys’o(dh) = x

Nous poserons &_ x(dh) =V, 1(dh). Notre énergie minimale dz(x,y) mise pour aller de
tl ’

X a y deviendra dz(x,y) égale a Inf Hh"z (et dans ce cas, nous n'avons plus une
-1
he@e’x(dh)
distance, car de(x,x) n'est pas forcément égale & 0). La boule hypoelliptique B(x,r)
deviendra la boule Bs(x,r) image de la boule de centre Oet de rayon r dans Hl par ¢E _
’

Soit ¢ un réel > 0.

Nous dirons qu'une famille de parties Se de Bs(x,cs) est explosive au sens de

E.M. Stein s'il existe deux constantes oo cé > 0 telles que pour tout y de
S , tout €51, on ait :
€

C C

2 <

2
vol Be(x,cs) = psz(x,y) s vol Bs(x,ce) (0.4.¢)

Le fait que les points sont explosifs provient du fait que le volume de Be(x,ce)+0

quand €>0. Dans la partie I, nous montrerons que ce volume est compris entre ¢y e-N(x)

et cy e—N(x) (c1>0 et c2>0) pour un certain entier théorique 1ié a la structure de
1'algébre de Lie engendrée par les Xi’ i=0,...,m en x (nos calculs sont fortement ins-
pirés de ceux de [N-S-W] lorsqu'il n'y a pas de Xo). Lorsque Xo(x) appartient en x
a 1'espace engendré par les crochets d'ordre S 2 construits a partir des Xi (iz0),
cet entier est le méme que celui qui intervient dans le développement asymptotique

formel de p 2(x,x) ([L3], th. II.2)
€
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p (%) = e N ( : csed + 0(eM) (0.5)
€ j=0

Mais il se trouve que dans (0.5), tous les cj(x) peuvent é&tre nuls ([BA-L2])

si bien que Se = {x} peut ne pas étre une famille de points explosive de

E.M. Stein. C'est ce qui nous a incité a donner une condition nécessaire et

suffisante pour qu'une famille (Ss)ee[o,l] soit une famille explosive de E.M. Stein.

Elle fait intervenir la relation existant entre les notions heuristiques de submer-

sion au sens faible et au sens fort ([L1]) et montre 1'importance jouée par la matri-

ce déterministe de Malliavin introduite par J.M. Bismut dans [B].

On voit aussi réapparaitre alors les deux raisons différentes pour lesquelles pt(x,x)
+0 dans [BA-L1] et dans [BA-L2] : dans [BA-L1], xfBE(x,ce) et dans [BA-L2], X ne
vérifie pas notre condition bien que xeBe(x,cs) ! Cet article est aussi une tentative
de présenter de fagcon unifiée les estimations de [N-S-W] sur le volume des boules
(partie I : niveau des fonctionnelles déterministes) dans le cas le plus simple

donné initialement par Sanchez et celles de [BA2] et [L2] sur l'estimée de Py (niveau
des fonctionnelles browniennes). Toutefois nous n'arrivons pas & obtenir d'uniformité

en X.

Nous remercions G. Ben Arous dont les commentaires nous ont été précieux, spéciale-
ment en ce qui concerne les exemples de la partie II, C. Stricker pour d'utiles

suggestions concernant 1l'appendice, et D. Jerison.
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I - Estimation du volume des boules :

Nous allons commencer par faire quelques rappels qui résultent de la formule de
Campbell-Hausdorff ([BAl], [Str]).

Soit Y un champ de vecteurs sur Rd de dérivées de tout ordre bornées. Notons
exp[Y] (x) la valeur au temps 1 de la solution de 1l'équation différentielle :

dy, = Y(y, )dt
t t (1.1)

Soit (@) un multi-indice sur {0,...,m}, (a)=(a1,...,up). Sa longueur |(a)| est p et
sa longueur inhomogéne H(a)l est égale & la somme de |(a)| et du nombre de zéros fi-
» X, 111 ().

p-1
Pour tout entier n, il existe des fonctionnelles universelles F(q)(dh, dt) telles

gurant dans (a). X(a)(x) désigne le crochet de Lie [Xal, [Xu ces [XOl
que :
vepteam =expl 5 MMy Sw (@, a1 (1.2
’ I (a)isn
De plus, on peut majorer le reste O(En) par csn+1, c ne dépendant pas de h lorsque
h décrit une boule bornée de Hl. Enfin, chaque F(a)(dh, dt) est une combinaison 1li-

néaire universelle d'intégrales itérées

i i
[ anl . anP (an? = av)
£y i<t 1 1 P
possédant pour tout je{0,...,m} autant de i=j que (o) posséde de o.=3-

Or il y a trop de X(a) dans (1.2) car des crochets de Lie vérifient toujours les
relations :
[X,Y] + [Y,X] = 0

(1.3)
[[x,Yl, 21 + [[Y,2], X] + [[2,X], Y] =0

Si nous tenons compte de ces relations, on peut extraire un sous-ensemble minimal

et universel G n de multi-indices de longueur sn tel que :

* 61 cGZ...cGn..,.cGw
%% Pour tout (a'), il existe des constantes ) telles que :

X, ,\ = P ¢,y X (1.4)
(a') (a)e G|(“')| [(a)|=[(a")] (a) “(a)

De plus, on ne garde dans la somme précédente que les (a) contenant pour tout j le

méme nombre de j que (a') en contient.
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En particulier Gl={0,1,...,m}. (1.4) implique que 1l'on peut réécrire (1.2) de la
fagon suivante :

Vea(edm) = exel o7 Hadly F, (dh,dt)1(x)40(™)  (1.5)
o (a)ea, "(u)lgnE (a) “(a) x)+0(e

pour des expressions universelles i(a)(dh,dt) convenablement choisies. Chaque

i(a)(dh,dt) est une combinaison linéaire d'intégrales itérées
i1 il(a)l
III dh ... dh ;s de plus, chacune de ces intégrales contient

t t
t1<t2...<t|(a)|<1 1 ()]

autant de termes en dh’ que (a) contient de j.

Le fait que notre &!1 soit minimal nous permet de caractériser ces expressions uni-
verselles de la fagon suivante : on peut en effet trouver une réalisation du groupe

simplement connexe Nm+ a m+l générateurs nilpotent libre a 1l'ordre n et des champs

. 1,n
Xi’ i=0...m, invariants a gauche engendrant son algébre de Lie tels que :

i(.) (dh, dt) = §,(dn, dt) (1.6)

- m o4
d_(dh, dt) = X (§(dh, dt))ds+ 1 X, (5 (dh, dt)) h; ds
i=1 (1.7)

j,(an, dt) = e

Soit C k(x) 1'espace engendré par les X(a)(x) (I€a) k), X étant exclu. Soit ﬂk(x)
la projection orthogonale sur un supplémentaire orthogonal de Ck_l(x) dans Ck(x).
Conformément a l'esprit des notations de [BA-L1] et de [BA-L2], notons r(x) le plus
petit entier tel que (Jk(x) = x4 (il est fini puisque l'algébre de Lie engendrée
par les Xi’ i#0, est égale a Rd).

Définition I.1 : Nous dirons que h est un élément régulier de 1'espace de Cameron-

Martin si 1'application

h' >

(@0 @1ty 11 X(a)® F(gtdn»ae) (1-8)
X

est une submersion en h.

Si 1'on introduit sa matrice de Gram Kh (ou matrice déterministe de Malliavin, sui

vant [B]), cela revient a dire que det Kh>0 ().
On a la proposition suivante, fondamentale pour la suite :

Proposition I.2 : Soit ¢>0. Il existe un élément régulier d'énergie inférieure a c.

Preuve : Elle est identique & celle du théoréme I.1 de [L2]. La seule différence est
jci la suivante : alors qu'il était possible de revenir au point de départ dans [L2]

(principe de la petite boucle), cela devient tout a fait impossible dans (1.8), du
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fait de la présence de ﬁo dans (1.7). C'est cette remarque fondamentale qui nous
montrera que le probléme de l'estimation du volume des boules est différent de celui
de l'estimation des densités. m

Avant d'arriver a 1l'objectif principal de cette partie, introduisons 1l'entier

N(x) = 2 k(dim Ck(x)—dinxck_l(x)). On a alors le :
k

Théoréme I.3 : Soit ¢>0. Il existe deux constantes c1>0 et c2>0 dépendant de ¢
et de x telles que pour 0<e<e(x)<1

sN(X) EN(X) >0

val Bg(x,cs) 2 <y (1.9)

v

€2

Preuve : Bien que le c ne soit pas du tout superflu dans 1'énoncé, contrairement au
cas ou Xo=0’ nous ne ferons la preuve que dans le cas c=1. Cette preuve est fortement
inspirée de [BA2] et de [N-S-W]. Be(x,e) est égal a4 1l'ensemble décrit par yg’l(edh)
((0.2.€)) lorsque Ihisl1.

Soit Br(x) une partie de Gr(x) telle que :

%) OfBr(x)

%«%) 1'ensemble des X(B)(x) ((B)EBr(x)) de longueur inhomogéne <k constitue
une base de Ck(x) pour tout ksr(x).

Introduisons 1l'application vy (u(.))
)

u(.)>exp[ = u X, \+ T A (X, 1(x) (1.10)
B (B) (o) “(a)
(BB, ()€ 8 1B,x) @) e

Comme il est remarqué dans [N-S-W], il existe deux constantes A, et c >0 ayant la

propriété suivante : si les |A(a)| sont inférieures a A (assez petit), wA est un
difféomorphisme en les U(q) d'un voisinage vy contenant un voisinage fixe de 0
sur un voisinage vy de x contenant un voisinage fixe de x. De plus

Su (|J¢A( )(u(.))l,lJ'lwx( )(u(.))l)§coo (wa( )(u(.)) désignant le

P
u,yev ,|A(.)|§)\w

A
)
Jacobien de 1'application u(-)awx( )(u(.)) en u(.)). Soit AE.) le p-upple tel que
€ 2 € . ’ 2
A = t tel = . =
(o)=¢ et tel que A(u) 0 sinon. On a donc ¢A€ (u(.)) exple Xo+(B)‘€z'.B u(B)X(B)](x).
) r(x)
Si h est d'énergie inférieure a 1, il existe des réels u(B)(e,dh,dt) ((B)eBr(x)) tel
que pour 0§s<so (e°>0 choisi indépendamment de h d'énergie inférieure a 1), on

ait :
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ye’l(sdh) = wxe (u(')(s,dh,dt))
) (1.11)

= exp[ezxo+ T u(B)(e,dh,dt) X )] (x)

(8
(B)EBI‘(X)

Le probléme est maintenant d'étudier le comportement des u(a)(s,dh,dt) quand 0.

La formule (1.5) (appliquée pour n=r(x)) nous montre qu'il existe des G(B)(s,dh,dt)
tels que :

* Il existe ¢>0 et e°>0 tel que pour tout h d'énergie inférieure a 1, on

ait :
Iﬁ(B)(e,dh,dt)-u(B)(e,dh,dt)| < et (1.12)
pour E<eo.
%% Pour e<so, Ihi<1,
2 -
exple X°+(B)EB u(B)(e,dh,dt) X(B)](x) =
r(x) (1.13)
exp[ezx + e'au

[¢]

I
((!.)S at(x) '(G)|¢0 Ilulsr(x)

f(a)(dh,dt) X(u)](x)

Dans (1.13), utilisons la formule de Campbell-Hausdorff, en suivant une idée de

[N-S-W]. Soit I' 1'ensemble des crochets de Lie construits a partir des X(u )2
1
x(a ) XF désigne le crochet associé. La longueur partielle de XT est le nombre de

(ai) y appartenant. On la note |I'|_. La longueur inhomogéne totale de X; (notée aussi

'rItot) est égale a I l(a)il. La formule de Campbell-Hausdorff nous montre qu'il
i=1
existe des polyndmes universels P(F) indexés par l'ensemble des Xr de longueur par-

tielle IrlpSr(x) ayant les deux propriétés suivantes :

o

~ N =~ =
% P(r) est un polyndme homogéne en les u(B)(e,dh,dt) et € F(a)(dh,dt)

de degré |F|p. Si (B)eBt(x), le nombre total de G(B)(e,dh,dt) et de e“(B)uf(B)(dh,dt)

figurant dans chaque mondme de P ) est égal au nombre de (B) figurant dans (T). Si

ll(.""1-5(m)(¢'1h,dt) figurant dans chaque mondme de P(F) est égal

(a)fBr(x), le nombre de €
au nombre de (T') figurant dans (I'). De plus, chaque mondme de P(T) contient au moins
Hal = ~
un € F(a)(dh,dt) et un u(B)(e,dh,dt).
%% I1 existe un e°>0 indépendant de h d'énergie inférieure a 1 tel que pour

tout h d'énergie inférieure a 1, tout e(eo :
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- (x)
[ = (u,,y(e,dh,dt)+o(e" %)) X
exp (B)GB u(B) € (B)
r(x) (1.14)

Hal F

€ (u)(dh’dt)x(a)+ g )P(F)X(r)](x)=x

- b
(2)=0(a)e Q. (x) 2§|T|p5r(x

r(x)+1

De plus, on peut majorer le terme o(er(x)) par ce , ¢ ne dépendant pas de h

d'énergie inférieure a 1.

Comme dans (1.14) nous avons une exponentielle, nous en déduisons que pour e<s° indé-

pendant de h d'énergie inférieure a 1, on a :

lolls
€

5 (G(B)(e,dh,dt)+o(er(x)))X(B)(x)— gy (dn,at)X oy (x)

z
(B)EBr(x) (a)e Gr(x))'(a)'¢0

(1.15)

+ P(F)X(r)(x) =0

z
25|r|p5r(x)

La formule (1.15) est 1'ingrédient principal qui va nous permettre de montrer la pro-

priété suivante, importante pour la suite :

% Pour tout entier k<|BHsr(x), on a

u,_(e,dh,dt)
limi'”k;= 0 (1.16)

>0 €

uniformément en h d'énergie inférieure & 1. De plus, pour tout ksr(x), il existe des

polyndmes f(a)((a)e ar(x)' lali=k) en les f(a,)(dh,dt) (avec #(a')i < k) tels qu'uni-

formément en h d'énergie inférieure a 1, on ait :

lim D> nk(x)X(B)(x) :% G(B)(e,dh,dt)= z ﬂk(x)X(a)(x)(f(a)(dh,dt)+§(a))(1.17)

e>0 I(B)l=k I(a)li=k
% Se prouve par récurrence sur k.

Elle est clairement vraie pour k=1. Supposons qu'elle est vraie jusqu'a 1'ordre
k<r(x). Montrons qu'elle est vraie jusqu'a 1'ordre k+1. En effet, considérons un en-

tier k'>k, et appliquons a (1.15) le projecteur nk,(x). Nous obtenons :

3 nk,(x)(ﬁ(B)(e,dh.dt)+o(5t(x)))X(B)(x)' D e"a"f(a)(dh,dt)

(B)eBr(x) (a)e Qt(x)(u)zo
(1.18)

nk.(x)X(a)(x)+2§|rfp§r(x) P(r)wk.(x)X(r)(x)=A1(k')+A2(k')+A3(k')=0

Dans cette formule, seuls subsistent les X(B)(x) avec lBI2k', les X(a)(x), lah2k'

t 1
et les X(r)(x) avec IFItotzk
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Ha“

Or P(r) est un polyndme de valuation 22 en les u )(s,dh,dt) et les € )(dh dt),

(8
contenant au moins une variable de chaque type. De plus, chaque mondme de P(Y) véri-
fie :

ITleor = ZHCBIN + Z1CadN (1.19)

ol
F(a)(dh,dt)

appartiennent & ce mondme. Dans A3(k') on voit apparaitre deux types d'expressions :
(B)(e,dh,dt) avec
I(B)Isk. Dans ce cas, l'hypothése de récurrence et (1.19) nous montrent que le terme

PP N ' k+l fos . .
correspondant est inférieur a cek Sce (c indépendant de h d'énergie inférieure a

la somme étant prise sur les (B) et les (a) tels que G(B)(a,dh,dt) et €

ou bien on considére un mondme de P(F) qui ne comporte que des u

1) ; ou bien on considére un mondme d'un P(Y) comportant un G(B)(e dh,dt) de longueur

Igi>k. Dans ce cas, 1' hypothese de récurrence nous montre que ce |u(B)(e dh dt)|<cek

(c indépendant de h, |hll <1) ; comme le mondme considéré comporte au moins un
Sﬂaﬂﬁ

(a)

Ceci nous prouve que |A3(k')|§ce

+
(dh,dt), avec I(a)l#0, on obtient encore une quantité inférieure a csk l.

ktl (c indépendant de h d'énergie £1). Par suite,

k+1

tous nos u )(E,dh,dt) (IBI>k) sont en module inférieur a ce

(8

Supposons maintenant que k'=k+l. Considérons un P(F) dans A3(k+1) avec |Y|t0t>k+1
et un mondme ne contenant que des G(B)(e,dh,dt) de longueur i;ﬁgmogéne Iglsk. Ce
mondme d'aprés (1.19) et par hypothése de récurrence est en € , et par suite négli-
geable devant sk+1 uniformément en h d'énergie £1. Maintenant, si ce mondme contient
un G(B)(s,dh,dt) avec I(B)I>k, cet |G(B)(e,dh,dt)| est inférieur en module inférieur

a csk+1 (c indépendant de h d'énergie £1). Or ce mondme contient aussi un

s"aﬂf(u)(dh,dt) (lall#0). Par suite, il est inférieur a ce¥*2, Ceci nous prouve que

dans A (k+1), les seuls termes en £k+1 proviennent des P(Y) avec |F|t0t=k+l.

Il ne reste plus dans (1.18) qu'ad prendre k'=k+l, et & le diviser par ek+1 pour ob-

tenir (1.17) pour k+l.

Pour k'>k+l, on montre de la méme facon que les seuls termes d'ordre k+1 dans A3(k')
ne peuvent provenir que de ceux ol |Y|tot=k+l, ce qui est impossible car nécessaire-

ment |F|tot§k'. De la méme facgon, dgns Az(k'), tous les termes sont d'ordre supérieur

1
ou égal a ek . Ceci nous prouve (1.16) pour k+l.

Preuve de la majoration : % nous prouve que pour fhlisl, il existe une constante C(B)

indépendante de h telle que dans (1.11), on ait, pour e<e ¢
~ (BN
. d < (1.20)
|u(B)(e h,dt) | ()€
Par suite, notre boule Be(x,e) est contenue dans 1'image par le difféomorphisme local

. d o _ ]
L de la boite de R constituée des u—(u(B),(B)eBr(x)) tels que :
(.)
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SN (1.21)
N(x)

luggyl = ecpy

Le volume de cette boite est inférieur a c,e . La majoration dans (1.9) découle

des propriétés données aprés (1.10) vérifiées par le difféomorphisme local ¢ e .
A

Preuve de la minoration : Appliquons la proposition I.2. On peut donc trouver un

point h' régulier d'énergie inférieure a %. Comme dans (1.17), les §(a) ne dépendent

- , . . -
que des F(a,)(dh,dt) avec II(a')lI<I(B)I, il est possible de trouver des a(ﬁ)<b(ﬁ) pos

sédant la propriété suivante : soit Wo 1'application de 1l'espace de Cameron-Martin

qui a h associe la famille des limites quand €»0 de —i%gji G(B)(E,dh.dt)- L'image par
€

¥ d'un petit voisinage de h' dans l'espace de Cameron-Martin contient la boite Q

constituée des u = (u(B) H (B)eBr(x)) tels que a(B)<u(B)<b(B). Par suite, il existe

des réels az8)<b€8) tels que l'ensemble décrit par les u(o)(e,dh,dt) pour |hls1,

1 eIIBIl

. . . - ' gl
s<s° contiennent la petite boite Qs {u/u(B)e]a(B)e > Pg) [} dont le volume est

supérieur a cisN(x) (ci>0). Donc Be(x,e) contient 1'image par le difféomorphisme lo-
cal ¢ c de cette petite boite. La minoration dans (1.9) de ¢ e découle des pro-
A A
) )

priétés enregistrées aprés (1.10).

Remarque : Le point crucial est qu'il n'est pas forcément possible de trouver un élé-

ment régulier de 1'espace de Cameron-Martin tel que pour tout entier k, on ait :

T wm (x)X, (%) (F, \(dh,dt)+B, ) =0 (1.22)
Hei=k & (@) (o) (o)

alors que ceci était possible lorsqu'il n'y avait pas de dt et de X0 !
En particulier, azB) n'est pas forcément du signe opposé a sz), comme c'était le
cas dans [N-S-W] !!!
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ITI - Systémes explosifs de E.M. Stein :

Soit h un élément de 1l'espace de Cameron-Martin. Rappelons que Kh est la matrice de
Gram (ou matrice de Malliavin déterministe, conformément a la terminologie de [B])
associée en h a l'application : '

Y

h— % i (x)X, y(x)F,_(dh,dt) (2.1)
(a)#0 (a)e ar(x) ()l (a) (a)

Soir ¢>0 un réel fixé. L'objectif de cette partie est de démontrer le théoréme sui-

vant :

Théoréme II.1 : La famille de parties SecBe(x,ce) est une famille de points explo-

sifs au sens de E.M. Stein si et seulement si il existe une constante <y telle que :

Inf Sup det K, (x) >0 (2.2)

yeS -1 2 o<
€ she@s’x(y) Ihil §c1 3 ese

pour un s°>0 bien choisi.

Preuve : Nous supposerons pour simplifier que c=1. Commencons par quelques calculs

préliminaires. Soit (wl,...,wm) un mouvement brownien m dimensionnel. p 2(x,y) est
€

la densité en y de la loi de la variable aléatoire yl(edw) associée a la solution

de 1'équation différentielle de Stratonovitch :

m
_ 2
dye’t(sdw) =€ Xo(ye’t(sdw))dt+e'z

i
X Xi(ye’t(sdw)) dwt (2.3)

Soit h un élément de 1'espace de Cameron-Martin d'énergie <l. Introduisons la solu-

tion de 1l'équation différentielle de Stratonovitch :

]

m
2
€ Xo(ye’t(edw+edh))dt+-e'2

dy_ , (edw+edh)
€t i=1

i ei
Xi(ys,t(edw+sdh))(dwt+htdt)

(2.4)

]
b

ye’o(s dw+edh)

Cette notation, légérement abusive, est destinée a rendre plus clair les calculs al-

: . i .
gébriques gque nous ménerons par la suite et ne doit pas laisser penser que dwt repré-

sente un véritable élément différentiel.

i i
" 1
De la méme fagon, dans chaque intégrale itérée IIII dht ...dhtp qui compose un
t, <t <t <1 1 P

l.ig p i, i,
f(a)(dh,dt) dans (1.5), remplacons formellement dhtJ par dw J+dhtJ au sens de
] J ]

Stratonovitch (dwz = dt) . On obtient une expression que nous noterons de facon
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suggestive (mais aussi abusive) i(a)(dh+dw,dt). Dans ce cas on a, lorsque € est as-

sez petit :

~ 2
ys’l(edw+sdh) = exp[e X+ 3 u(B)(e,dw+dh)X

)](x) (2.5)
(B)EBI(X)

(8

La différence essentielle entre cette formule et la formule (1.11) correspondante est
la suivante : on peut s'arranger pour que (1.11) soit valide pour e<e0 choisi indé-

pendamment de h d'énergie S1 alors que cette condition n'est plus vraie pour (2.5).

)

est un difféomorphisme local d'un voisinage de 0 sur un voisinage de x, dont le com-

Pour ce faire, on va procéder de la fagon suivante, en se souvenant que ¥

portement en € a été contr6lé dans les remarques qui suivent (1.10). Par suite, il

existe une constante c>0 ne dépendant pas de h de norme 1 et de s<so telle que (2.5)
soit valide dés que |y5’1(sdw+sdh)-x|<c. Introduisons une fonction de classe Cms de
R dans [0,1] égale a 1 si [z-xl(% et nulle si |z-x|2c, de fagon i rendre réguliére

la troncature précédente : si g(ye 1(edw+sdh))¢0, (2.5) est valide.
’

L'intérét d'obtenir une troncature réguliére apparait dans ce qui suit. Soit F une

fonctionnelle brownienne. Soit p,% deux entiers. On dit que F appartient a 1'espace
L L

de Sobolev 492 p si F est dans le domaine de (I+N)2 et si (I+N)2 F est dans LP
(N désigne 1'opérateur d'Ornstein-Uhlenbeck). On pose de facon usuelle ((Kr],[W])

L

Pl = 1(T+N)2 7y

Dans ce cas il existe des fonctionnelles browniennes ;(B)(e,dw,dh) possédant les pro-

priétés suivantes :
% Pour tous-entiers p,%
Sup  Mu . \(e,dw,dh)l, < = (2.6)
bhisl,es1  (P) t.p

%% Si 3(ye 1(edw+edh)) # 0, on a

E(B)(e,dw,dh) =u )(e,dw,dh) (2.7)

(8

En particulier (2.5) est vérifiée pour u )(s,dw,dh).

(8
#%% Pour tout triplet (k,%,p) d'entiers, on a :

lim Sup I{

) (x)X( oy (x) u,,\(e,dw,dh)
>0 Ihi=1 I(B)H=k,(8)eBr(x)ﬂk ) gyt /ek}

(2.8)

- z m (X)X, (x) (F, | (dwtdh,dt)+B, )M, =
bal=k, (a)e @_( o A Y e ) A (a)’iMg,p=0
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Dans 1'appendice nous montrerons que si hn est une suite d'énergie bornée tendant

faiblement vers h (pour toute fonction continue g de [0,1] dans R, tout j,

Ii 8¢ ﬁi,t dt > Ii gtﬁi dt), alors hn-+h uniformément sur [0,1] et
F(a)(dw+dhn,dt)->F(a)(dw+dh,dt) dans tous les ‘bl,p' Ceci et (2.8) nous prouvent que

pour tout k, on a, lorsque n->e

b 7 (%)X, \(x)u, (e ,dw,dh ), | -
1(B)I=k, (B)eB_( k () ®)'"n n’/ x

n
(2.9)

b 7 (x) X, \(x) (F, \(dw+dh,dt) + P, )
“(d)ﬂ=k(a)eﬁr(x) k (a) (a) (o)

dans tous les espaces de Sobolev 192 .
’

Ces préliminaires vont nous permettre d'effectuer un certain nombre de réductions

du théoréme.

Premiére réduction :

Comme la boule unité de 1'espace de Cameron-Martin est faiblement compacte, le fait

que la famille Ss de parties est une famille explosive de E.M. Stein équivaut au fait

suivant :

Pour toute suite e 0, toute suite hn d'énergie 1 tendant faiblement vers h, telle

que yen,l(Edhn)=ynES€n’ il existe deux constantes c1>0 et c2>0 telles que :

-N(x)
cl En s Psz(x,yn)

n

e-N(X)

€2%n

A

(2.10)

Deuxiéme réduction :

moo, .
Notons Jh(éw) la quantité exp[—fi b hzéw;] (8w désignant 1'intégrale d'Itd).
i=1
Soit p. (z) la densité de la mesure sur R
€,dh

f > E[f(ye’l(sdw+edh) - ye,l(sdh)) Jh(éw)] (2.11)

Une transformation de Girsanov nous montre qu'il faut et il suffit de prouver (2.10)

en ayant remplacer p 2(x,yn) par p 2 (0) dans (2.10).
€ e ,dh
n n’ n

Troisiéme réduction :

. d
Introduisons la mesure ue,dh sur R
7 - 2.12
f > E[g(y, ,(edwtedn)) £(y  ,(cdutedh) v, (edn) (801 (2.12)

Elle posséde une densité q_ dh(z). La théorie des grandes déviations ([Az]) et [BA2]
td

nous montre que pour e<1, pour tout entier N, on a :
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~ N
Sup |q (0) - p (0)| s ce (2.13)
Ihis1 €,dh €,dh

I1 faut et il suffit donc de remplacer dans (2.10) p 2(x,yn) par q_ g (0).
n’ n

€
n

Quatriéme réduction :

Introduisons la mesure ﬁe dh qui a toute fonction f associe la quantité :
E[g(y811(sdw+edh)) f({G(B)(e,dw+dh)-u(s)(e,dh)}|(g)esr(x))Jh(aw)] (2.14)

Les propriétés de la famille de difféomorphismes données aprés (1.10) nous montrent
qu'il faut et qu'il suffit dans (2.10) de remplacer p 2(x,yn) par &e dh (0).

€ n’ ' n

n

Cinquiéme réduction : (application de la méthode de la division [L1]). Soit Ee dh la
’

mesure qui a toute fonction f associe la quantité :

B(8(y, , (cawredn) £(1e™ (V@ o) (e dwrdn) -G g (e, a)} | (B)eB, (1) 3, (8w)]  (2.15)

et notons ae dn 2 densité. Il faut et il suffit de remplacer (2.10) par :
b4

0<ej< EE ap (O ¢} (2.16)
n’ n

Soit ;; dh la mesure sur Rd définie
il

r(x)
£f>E[f( 3z ( by m (x) X, (x)
k=1 I(a)i=k(a)e @, ) k (o)

({F(a)(dw+dh,dt)-F(a)(dh,dt)} + {P(a)(dw+dh)-P(a)(dh)})] (2.17)
le terme en JH(Gw) pouvant cette fois étre supprimé.

Comme ﬁ( )(dw+dh) ne dépend que des i( ,)(dw+dh dt) avec H(a')li<lI(a)l et comme la
matrice de Malliavin associée aux F( )(dw+dh) (a)=0¢ G £(x) est inversible et que

son inverse est dans tous les Lp, on en déduit que u ,dh possede une densité
00

C q
,dh
paramétre ([W]) et (2.9) nous montrent qu'il faut et il suffit que q dh(0))0 pour

(z) sur Rd De plus, le calcul des variations stochastiques dépendant d'un
toute limite faible des hn'

Preuve de la condition nécessaire :

Soit wi 1'application :

13 ) )
h —> T (x) X, \(x)(F, \(dh,dt)+P, ) (2.18)
(0)#0 (a)e ar(x) M)t ® A(a) ¥ Y (a) (a)
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Si 1'on considére une famille Se explosive au sens de E.M. Stein, on en déduit que
pour toute limite faible h de h_ telle que (ech )5¢-1 (), In H2<1, on a
€ € €,X € €

qo,dh(o) >0.

Par application du théoréme II.1 de [BA-L2], on en déduit que pour toute limite fai-

ble h, il existe un élément h' de 1l'espace de Cameron-Martin tel que :
t(ht!) = 4!
* p1(h') = y;(h)
%k wi est une submersion en h', ce qui signifie que le déterminant det Kh' de sa ma-

trice de Gram (ou matrice de Malliavin déterministe suivant la terminologie de [B])

est >0.

Comme ceci est vrai pour toute limite faible, que les applications h*Wi(h) et

h->det Kﬂ sont continues pour la topologie faible sur h ([Bl], th. I.1) et que la bou-
le unité de 1l'espace de Cameron-Martin est faiblement compacte, on en déduit que

dans % on peut majorer l'énergie de h' par une constante indépendante de h et mino-

rer det Kh' par une constante >0 indépendante de h.

Soit h une limite faible de hn’ sn+0 et soit h' choisi comme dans % et %%x. Comme h'
est d'énergie majorée par une constante indépendante de h et comme detKi,)c)O (c in-
dépendant de la suite hn considérée), on en déduit qu'il existe un h; de l'espace de

Cameron-Martin tel que y_ 1(endhr") =y, 1(endhn) pour € <& (e°>0 choisie indé-
n’ ’

pendamment de la suite hn) et d'énergie bornée par ¢ (c1 indépendant de la suite

h ). De plus, h' converge fortement dans 1l'espace de Cameron-Martin vers h', ces pro-
n n

priétés résultant de (1.17) et du théoréme des fonctions implicites appliquées a wi

en h'. Ceci nous montre qu'il existe un eo>0 et un c1>0 tel que :

Inf Sup det K}'l> 0 (2.19)
yeS -1 . 2 .
€ (sh)e@e’x(y) 3 Ihl%<ey 5 e<e

Toutefois, on voit apparaitre une difficulté : au lieu d'obtenir Kh on obtient Kﬁ.
Pour la contourner, on raisonne de la facon suivante : soit la collection des
f(a)(dw+dh,dt)(q)#0 € ar(x)’ On obtient une famille de variables aléatoires notée
ﬁ(dh)(dw) sur Rd’ dont la loi posséde une densité ﬁ(dh)(i). De plus, soit c; une
constante >0 et N>0, il existe un réel N tel que pour tout h d'énergie th(cl et
~ ~ ~ ~1-N
i <
telle que pour |zN|>cN, on ait q(dh)(z) s |z| 7. De plus
Sup a(dh)(Z) < (2.20)
ﬂh“$c1 zeR

La mesure image ;0 4n oSt la mesure image de la loi de 1l'ensemble des f(u)(dw+dh,dt)
E ]

-f(a)(dh,dt) par la submersion T' de R dans B9 : u(a)*(a)zo “u(u)I(X)X(a)(x)
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~ 1 . ~ o~ .
(u(a)+P(a)) (T' est une submersion car nos polyndmes P( ) ne dépendent que des Ulat)

o
avec I(a')I<i(a)l). '

Ceci nous montre qu'il existe une constante ¢>0 telle que pour toute limite faible h,

on ait ﬁ(dﬁ)(2)>0 pour un certain z de norme inférieure a c appartenant a T'_1¢i(h)

(au lieu d'obtenir simplement q, dh(0)>0), cette condition impliquant que
’

qo,dh(0)>0'

Soit § 1'application qui & un élément h de l'espace de Cameron-Martin associe 1'en-
semble des F(a)(dh,dt) ((a)e Gr(x)’ (x)e0). Notons sa matrice de Gram Kh. Ceci nous
montre que l'on peut remplacer (2.19) par

Sup det K, >0 (2.19)"

(endee ! (), wmiPcel, T H(R))=v] (n)

Y P ' . . I
pour une constante c; bien choisie. Comme 1'application Ya) Eﬂl(a)"(x)X(u)(x)u(a)

est une submersion, (2.19)' implique que :

Inf Sup det K, >0 (2.19)"
yeSe (eh)eo’! (y) % <c!
€,X 1

Ceci nous prouve la condition nécessaire.

Preuve de 13 condition suffisante :

Nous supposons cette fois que (2.2) est vérifiée ou, ce qui revient au méme, que
(2.19)" 1'est. Par le méme raisonnement que précédemment, on en déduit que (2.19)'
est encore valide, T'(J(h)) étant remplacée par T(J(h)) et wi(h) par wl(h). Par sui-
te, (2.19) est encore valide. Une généralisation immédiate du théoréme II.3 de
[BA-L2] montre que

Inf ) >0 (2.21)

-1 ) %, dn
(eh)e@e,x(se), Ihi <egs e<so

Remarque : On pourrait éviter de passer par ih si 1'on pouvait montrer que §(a) est

égale a 0, ce que 1l'on pourrait conjecturer.

Remarque : Nous avons choisi d'utiliser la méthode de [BA2] plutét que celle de [L3],
afin de mieux faire apparaitre les différences et les similitudes qui apparaissent sur

1'estimation du volume des boules et celles sur la densité.

Nous terminons par 1'étude de quelques exemples, en remerciant G. Ben Arous pour ses
conseils. Nous allons commencer par un exemple lié au fait que x n'appartient pas a
Be(x,cs), en reprenant celui de [BA-L1]. Nous sommes dans Rz. Le point générique est
2n .2
1 )

x
noté (x;). L= % (Bi +x )+ax2. Cela signifie que :

1 X2
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0
n
X, = x"a =(n) (3.1)
2 1 Xy Xy
- _ (0
%= ax2 (1)
Nous considérons la diffusion as;ociée issue de (g). Nous avons :
1
ew)
ye,l(edw) = (En+1 Il(wl)n dwz-Fszt) (3.2)
ot t
Conditionnellement 2 1, la deux1eme composante de Ve (Edw) est une gaussienne de
moyenne m(e) et de variance o (e) donnée par :
m(e) =
(3.3)

o2(e) = 22 (L Ly g

] t

On a donc :
(9)(2)) - Lo w6000 ot bl .0
PEz o) \y, an e P 2€2n+2Jo(1)(wt)2ndt 1 :

NI»--

Notre entier N(O

0) est ici égal a n+2. Du lemme I.4 de [BA-L1], on déduit que si y1=0,

si yze[52+<:en+1, 92+c'sn+1] pour deux constantes c et c¢'>0, il existe deux constantes

c.>0 et c2>0 indépendantes de e<1 et de ¥y telles que :

2™ [ () >

€

1

n+l’€2+c,sn+l]

Par suite, la famille de points SE constituée des (; ) avec y25[52+ce
2

est une famille explosive de E.M. Stein (nous laissons au lecteur le soin de vérifier

que S_c BE(x,cs) pour une constante bien choisie).

Nous allons maintenant étudier un exemple faisant intervenir plus explicitement la

condition de J.M. Bismut ([B], [BA-L2]). Au lieu de prendre X°=8x , nous prenons
2
X =xP8_ avec ptl<n et p pair. y (e dw) est cette fois égale a
o x2 €,1

1
ewl
1

(3.6)
En+II (w ) aw +EP+ZI (w )Pdt
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Soit ¢>0, c

1>c>0. Et soit Se la famille de points (f ) avec yzg[csp+2,clsp+2]. Pour
J— 2

vérifier que Ss est une famille de points explosive de E.M. Stein, il suffit de
1
h1

1.1 ), alors y est une submersion si
J m)Pae

montrer que, si ci)c'>0 et si w(hi) = (

hle¢_1([2, c'])’ et d'appliquer ensuite la méthode de la division ([L1]) (la vérifi-
’

1
cation par une méthode directe semble difficile).

Par contre, si c¢<c,<0, SE n'est pas une famille explosive de E.M. Stein.

1
On peut le voir par les calculs directs de [BA-L2], premiére partie. On a en effet,

si ( 0)65e H
Y2

1 p+2,1, 1p. 2
(y,-e" “f (w.)¥dt)
0 0 = 1.2n _ 2 o't 1_
pez ((OJ(yZJJ 2me 2ne™2 E[(I v ) dt) ol 52n+211(wi)2n dt ]lwt-O] G-7
o

Or y2<0 et -ep+zfi(wi)Pdt<0. Donc le terme de droite dans (3.7) est inférieur a

1 p+2,1, 1.p. 2
(e (w )¥Fdt)
1\2n ot 1_.-1 _ 0 0
— 7 M) % exol- T Ty M p (o) (5) ©®

qui décroit exponentiellement d'aprés la premiére partie de [BA-L2].
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Appendice
! )
Soit G_ _(dh,dw) un chaos de Stratonovitch [ [ [ [ h “dt dw “ ...... contenant
n,t e, 9t e
t1<t2...<tn<t 1 2

des termes en dh=hdt et des termes en dw. On a le théoréme suivant, A désignant un

paramétre ¢[0,1] et N 1'opérateur de nombre (ou d'Ornstein-Uhlenbeck).

Théoréme A.1 :

Supposons que hx*h faiblement et soit d'énergie bornée. Alors Gn 1(dh)‘,dw)-)Gn 1(dh,dw)

dans tous les espaces de Sobolev | |l

L,p

Preuve : En fait, tout chaos de Stratonovitch est une somme de chaos d'Itdé de lon-
gueur sn, des termes dt supplémentaires intervenant. Il suffit donc de prouver que
pour tout chaos d'Itd :
< ! i by
G .(dn,éw) = [ [ [ f h o dt &w T ... &w (A.1)
n,t < t tz
2°

t
1 ..<t 1 k

t

on a encore én t(dh)\,sw)->§n t(dh,&w) dans tous les espaces de Sobolev. Montrons a
1] ’
cette fin, par récurrence sur n, que pour tout entier k, tout entier % :
Nk = ~ L
E[sup [N {G__(dh,,8w)-G_ (dh,sw)}|"] >0 (A.2)
£<1 n,t n,t
La propriété est immédiate pour n=1. Supposons-la vraie jusqu'a 1l'ordre n-1. Montrons

qu'elle est vraie jusqu'a 1l'ordre n.

- *i
Premier cas : Le chaos Gn t(dh)\,éw) se termine par un terme en (ht)Adt' Dans ce
’

cas,
.~ t ~ .i
= dh .
6, o @y o) = JEE | (@hy, 50 (R, ds (a.3)
Et .
k~ _ (bt Gkoa ri
NG (dh),8w) = fo N (6.1, 5(dhy8w))(h) ds
otk -i tok o ‘i
_J'oNk(Gn_l’s(dh,sw))(hs)xds+I0N €., (n 88 ) (an,6w)}(R),ds (A.4)
= Al,t(x) + Az’t(x)
k ~ .
Or s>N G (dh,éw) est continue.
n-1,s

Donc par hypothése de récurrence t-*IENkan_l s(dh,&w)(ﬁ:)xds converge uniformément
’

sur [0,1] vers t+f§ Nh&n-l s(dh,&w)ﬂ:ds.
bl
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Or : 1
t k= ciy ed 1, k= 2.2
:1(111) [y N Gn_l’s(dh,tsw)((hs))‘—hs)dsl s e(f (N Gn_l,s(dh,éw) ds) (A.5)

qui est dans tous les Lp(dw). Le théoréme de convergence dominée nous montre que :

lim E[|sup (A, _(X) - A (0))|p] =0 (A.6)
>0 lt;l 1.t Lt

De plus, par hypothése de récurrence,

E[|sup A, MWIP1-0 (A.7)
ts1 oot
Deuxiéme cas : Le chaos se termine par une intégrale stochastique Gw:. Dans ce
cas :
k ~ _ ok (t i
N Gn’t(dhx) =N jo Gn_l’s(dh)\)tsws (A.8)

D'aprés la formule 36 de [M1], il existe des constantes cj telles que :

K ~ k
N Gn’t(dh)\,éw) = i

t i i
; Io ng Gn—l,s(dhA’Gw)aws (A.9)

0

Comme les processus s-»NJén_l s sont adaptés, on conclut sans difficulté par hypo-
’

thése de récurrence sur n-1 en appliquant la formule de Burkholder.
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