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UNE EXTENSION MULTIDIMENSIONNELLE DE LA LOI DE L’ARC SINUS *

Martin BARLOW Jim PITMAN Marc YOR

Trinity College Department of Statistics Laboratoire de Probabilités

Cambridge CB2 ITQ University of California Université P. et M. Curie

England Berkeley, California 94720 4, place Jussieu - Tour 56

United States 75252 Paris Cedex 05, France

1. Introduction.

(I.I) Soit (Bt,t >- 0) mouvement brownien réel issu de 0. On note :

gt = sup{s ~ t : Bs = 0} et At = t0 ds 1(Bs >0).

Remarquons que, pour t > 0 donné, on a :

g t t g 1 et A t t 

P. Lévy ([lla], [11b]) a montré que les variables gl et A1 suivent la loi

de l’arc sinus, c’est-à-dire :

(1.a) P(g e dt) = P(A 1 e dt) = 
dt 

) 
(0  t  1)

De nombreuses démonstrations de ces résultats ont maintenant été données

(voir, par exemple, Kac [13], Williams [12], Pitman-Yor [7], Karatzas-Shreve

[5], Rogers-Williams [8] section 53) ; P. Lévy [11a] et Pitman-Yor [7] uti-

lisent le fait que les variables suivantes :

(1.b) 
03C3 (loi) N2 (loi)cos203B8

N2+N2

suivent la loi de l’arc sinus, lorsque ce et u désignent deux copies indépen-

dantes du premier temps d’atteinte de 1 par 0), N et N sont deux

variables gaussiennes, centrées, réduites, indépendantes, et e est une va-

riable uniformément distribuée sur [0,2n[.

La démonstration de (1.b) repose sur les deux remarques suivantes :

(i) (o~,ô) (loi) 
, 

~2 
’ 

N2

* Ce travail a été réalisé avec l’aide partielle de NSF Grant DMS 88 - 01808
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(ii) a = arg(N+iN) est uniformément distribuée sur [0,2n[ (et, de plus,

indépendante de N2+N2).

( 1. 2) Décrivons maintenant l’extension du résultat (l.a) que nous avons

en vue . :

- commençons par remplacer le mouvement brownien réel par un processus de

Markov (Xt) ) à valeurs dans Ek, , l’union de k demi-droites concourantes

Ii(i = 1,2,...,k) du plan, dont on note 0 le point d’intersection. On sup-

pose que Xo = 0, et que (Xt) ) se comporte comme un mouvement brownien sur

chacune des demi-droites et, lorsqu’il arrive en 0, choisit avec probabilité

pi , la demi-droite I., la probabilité étant supposée donnée.

Cette description est seulement d’ordre heuristique, le point 0 étant

régulier pour lui-même, relativement au processus X. En fait, il n’est pas

difficile de décrire précisément un tel processus à l’aide de la théorie des

excursions : : en particulier, la mesure caractéristique des excursions hors de

k

0 du processus (Xt) ) est : : ~ p.n. où ni est obtenue (de manière
" i=l ~ 

évidente) à partir de la mesure d’Itô des excursions positives du mouvement

brownien réel.

Une description détaillée du processus de Markov (Xt) ) est faite dans notre

article [14] sur le processus de Walsh, également publié dans ce volume.

- plus généralement, le modèle que nous considérerons dans cette rédaction est

celui présenté ci-dessus, mais dans lequel on a remplacé le mouvement brownien

sur les demi-droites Ii par un processus de Bessel de dimension 3 e (0,2).

Nous nous proposons d’expliciter, dans ce cadre général, la loi du vecteur

(Ai(u) = uo ds 1(Xs~Ii) ; i ~ k)
pour u fixé.

Il est souvent commode de considérer, au lieu de la dimension 8,

l’indice p., lié à a par la formule . 8 = 2(1-~) ; ~ décrit donc l’inter-

valle (0,1). Nous utiliserons également la quantité v = 1/ . .
Nous appellerons ce processus de Markov à valeurs dans Ek processus de Walsh

d’indice jn, associé à la probabilité (p ) ~ , , et nous noterons ce processus

c’est en effet Walsh [10] qui a, le premier, introduit de

tels processus.
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Lorsque k = 2 et 8 = 1, le processus (Xt) ) peut être identifié au skew

Brownian motion tel que : :

(1.c) P(Xt > 0) = p1 ; P(Xt  0) = p2 ~ 1-p1.

Les skew Brownian motions, introduits par Itô-Mc Kean [4], ont été étudiés

ensuite par Walsh [10], Harrison-Shepp [3], Brooks-Chacon [1] ;ils intervien-

nent de.façon naturelle dans certains théorèmes limites pour les diffusions
réelles (voir Rosenkrantz [9], Le Gall [6], Franchi [2]). On peut présenter le

skew Brownian motion satisfaisant (l.c) comme la solution en loi de : :

(1,d) B + 1+a (a > 0)

où (Bt) ) désigne un mouvement brownien réel, ’ issu de 0, ’ et le temps
local symétrique de X en 0, a et pi étant liés par la formule : :

( 1. e) p1 °

cI.3> Nous présentons maintenant les deux résultats principaux de ce tra-

vail (Théorèmes 1 et 2 ci-dessous).

Précisons tout d’abord le choix du temps local >- 0) de X en 0 que

nous adopterons dans toute la suite.

Notons T(t) = > t~ l’inverse à droite de 0) ; ; en antici-

pant légèrement sur le paragraphe 2, le processus 0) est un proces-

sus stable unilatéral, d’indice p. Choisissons-le de façon que : :

E[exp - ~i(t)] - exp - t~~’ (~ >- 0),

et définissons (t ; u ~ 0) comme son inverse à droite.

Nous pouvons maintenant énoncer le

Théorème 1 : Soient (T. ; ; i ~ k) k variables positives stables, d’indice

p., indépendantes. Alors :

(i) pour tout u > 0,

1 l03BDu (Ai(u) ; i ~ k) (pvT ; i - k)

(ii) en conséquence
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(A.(1) ; e)(- ( ~ ; .

l (1) ; i ~ k ; i = 

k v ; i - k ; ,~ .

03A3 pjTjj=1

On obtient un résultat voisin pour le processus ; conditionné

à être en 0 au temps 1. On appellera ce processus pont de Walsh.

A l’aide des propriétés de scaling, le pont de Walsh peut être réalisé de

la manière suivante :

où g = sup{t ~ 1 : : Xt = 0~ ; ; en outre, il n’est pas difficile de montrer que

Y et g sont indépendants.

Notons Ui = du 1(Y u E I i ), et 03BB la valeur au temps 1 du temps local en

0 de Y, précisé par la formule :

( 1. f ) l03BD1 = g7lv

(pour une justification de cette formule, voir le paragraphe 2, remarque(ii)).

On a alors le

Théorème 2 : Soient (Ti; ; i ~ k) k variables positives, stables, d’indice

~., indépendantes. Alors :

i) Soit f : : ~k -~ ~ fonction borélienne. On a :
+ +

E f 1 ; ; i ~ k = ; i _ k) r(1+p) ,l
(03A3 p03BDiTi)i=1

ii) en conséquence, pour toute fonction f : : IRk+1 1 ~ IR , borélienne, on a : :
+ +

Ef(Ui ; ; i ~ k ; 1 ) _

E[f (p03BDiTi  ; i~ k ;  p03BDjTj) 0393(1+ ) ( p03BDiTi) ].
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(I.4) Lorsque p = 1/2 (c’est-à-dire dans le cas "brownien"), la formule

classique : P(2T e dt) = dt e-1/2t permet, avec les théorèmes 1 et~ (21it3)1/2
2, d’expliciter complètement les lois de (A.(l) ; i ~ k) et (U. ; i ~ k).

Ces calculs sont présentés au paragraphe 4.

Nous utilisons, au paragraphe 3, pour démontrer les théorèmes 1 et 2, la théo-

rie des excursions. Des calculs voisins, s’appuyant également sur la théorie
des excursions, permettent d’obtenir très simplement la transformée de Laplace
(en t) de :

E[exp - (03BEjAj(t)] (03BEj ~ 0)

et donc de retrouver, au moins théoriquement, une partie des résultats du

théorème 1. Ces compléments sont développés au paragraphe 4, dans lequel nous

présentons également des résultats asymptotiques déduits des Théorèmes 1 et 2

dans le cas p, - 1 (i s k), lorsque k -~ oo.

Enfin, il a semblé nécessaire, pour la commodité du lecteur, de faire, au pa-

ragraphe 2, avant toute démonstration, quelques rappels sur les processus de

Bessel de dimension à e (0,2).

(1.5) Les résultats qui figurent dans cet article représentent notre com-

préhension du sujet jusqu’en Septembre 1988, date à laquelle ils ont été expo-
sés aux Journées de Probabilités de Barcelone. Depuis, nous avons obtenu des

compléments importants aux Théorèmes 1 et 2, sous la forme d’identités en loi

entre processus ou familles d’excursions. Ces nouveaux résultats, rassemblés

en [15], feront l’objet d’une publication ultérieure.

2. Rappels sur les processus de Bessel.

Les résultats présentés dans ce paragraphe sont classiques ; le lecteur trou-

vera une discussion détaillée dans Kent [16] et Molchanov-Ostrovski [17], par

exemple.

(2.1) Notons (Rt,t >- 0) le processus de Bessel de dimension

à = 2(1-p) e (0,2), issu de 0, et admettant 0 pour barrière instantanément

réfléchissante.

Cette diffusion, à valeurs dans [O,oo[, admet pour fonction d’échelle
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s(x) = c/ = c x2p’, et pour mesure de vitesse m(dx) = m’(x)dx, où
a-2

x

m’(x) = c’xa 1 - c’x1 2p , c’ étant convenablement choisie en fonction de c.

Fixons provisoirement a > 0 ; il existe une famille bicontinue

;x ~ 0,1 2= 0) de temps locaux de R, définie au moyen de la formule :

(2.a) r ds f(R ) - dx x03B4-1 lxt f(x)

valable pour toute fonction ~ IR+ , borélienne.

Nous allons maintenant choisir a de façon à ce que les calculs que nous

ferons dans les démonstrations des théorèmes 1 et 2 soient aussi simples que

possible.

De la propriété de scaling, vérifiée par R :

pour c > 0, (R ; t > o) ( 1°-i ) (c R ; t >- 0)

on déduit l’identité :

(lxct ; 
x ~ 0, t ~ 0) 

( l oi) (c ; x ~ 0, t ~ 0).
En particulier, en notant simplement pour lot , on a : :

(2.b) 0) 0)

dont on déduit, pour le processus T(t) = > t} la propriété de

scaling :

(2.c) (T(t) ; t > 0) (cr(t/ ) ; ; t >_ 0).
c~

En conséquence, le processus 0), qui est à accroissements indépen-

dants, est un processus stable, unilatéral, d’indice p, c’est-à-dire qu’il
existe une constante y, dépendant de a, telle que :

E[exp - ~i(t)] - exp - (~ >- 0).

Pour simplifier les calculs qui suivent, nous prenons y = 1, et la détermina-

tion correspondante de a, constante que nous notons a , maintenant fixée

une fois pour toutes.

Pour être tout à fait précis, explicitons a :
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- de l’égalité : : E [f dt e ~s(t) - dis ’

0 0

et de la propriété de scaling (2.b), on déduit : :

~ = ~i~ = r~TT
- d’autre part, d’après (2.a) et la propriété de scaling vérifiée par R, on

a : :

03B1 03B2 x03B4-1 x0 2 10 du p1(0;x u)

où p i (0; y) - 28/2 2 r(8) ya 
1 

est la valeur du semi-groupe de R, issu de 0, pris au temps 1.

Finalement, on obtient : a - 
0393( ) 0393(1- ) 2 .

(2.2) Terminons ce paragraphe par deux remarques :

(i) on déduit des propriétés de scaling (2.b) et (2.c) l’identité :

(2.d) i(1) 

Cette identité (2.d) est bien en accord avec le résultat suivant tiré du

théorème 1, (ii)

(2. e) l-03BD1(loi) p03BDjTj

puisque le membre de droite de (2.e) a même loi que T., pour j donné.

(ii) L’égalité (l.f) l03BD1 = g ÀV provient de ce que, de même qu’en (2. a), on

définit la famille continue (ax ; ; x ~ 0) au moyen de la formule :

10 ds f(Ys) = 03B1 ~0 dx x03B4-1 03BBxf(x)

valable pour toute fonction f : !R ~ IR+ , borélienne.

(l.f) découle alors de la définition de Y = L- X (u ~ 1).
u 

~g ug
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3. Démonstration des théorèmes 1 et 2 :

(3. 1) Les assertions ( ii ) des théorèmes 1 et 2 découlent immédiatement

des assert i ons ( 1 ) .

( 3 . 2 ) Pour prouver l’assertion ( 1 ) du théorème 1 , il suff i t , grâce à la

propriété de scaling, de montrer que, si S est un temps exponentiel indé-

pendant de X, de paramètre 1, on a :

1 l03BDS( Ai ( S ) ; i ~ k ) 
(l o i) 

( p03BDiT i , i ~ k ) ,

ce qui équivaut à prouver :

(3. a) E [exp - A(S) l03BDS ] = exp - Î p. 03BE i)
k

où A ( t ) * £ £ . A . ( t ) ( £ . % 0 ) .
i=1 

~ ~ ~

Or, on a :

E[ exp - 
A(S) l03BDS] 

= E[

~0 

du exp - ( u + A(u) l03BDu)]

= E[ 03C4s03C4s- du exp - ( u + A(u) s03BD)]

= E[ 03A3 exp - ( 03C4s- + 
A(03C4s-) s03BD )(V0 

du exp - ( u + 
A(u) s03BD) 

03B803C4s-)]

= E[~ ds exp - (03C4s + A(03C4s) s03BD)] n(de) V du exp - (u + A(u) s03BD).(3. b)

Or, on a, en posant 03C4is = du 1Ii (Xu) :

E(exp - (1 + ~~~~~)] = ) E(exp - (1 + ~~)I~]E[ exp - (03C4s + s s03BD]] = E[ exp - [ 1 +

= exp - spi (1 + 03BEi s03BD)
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k

_exP_ ~ i=1 
1 1

D’ autre part, on a :

n(de) V0 du exp - (u + A(u) s03BD)

= pi ni(de) V0 du exp - (1 + 03BEi s03BD)u

i=1 
1 + i s

v
s

= pi(1 + 03BEi s03BD) -1 = ( pi(s03BD + 03BEi) -1)s03BD-1 ~ 03C6’ (s).

On a donc f inalement, d’ après (3. b) :

A(S) ~ rm , 

k I~E exp - v 
- ds exp - = exp - E 

c’est-à-dire (3.a).

(3.3) Pour prouver l’assertion (i) du théorème 2, il suffit de montrer,

avec les notations déjà utilisées en (3.2), l’identité suivante:

(3.c) E[ exp - A(gS) 03BD] 
= E[exp(-  03BEip03BDiTi) 0393(1+ )].

eS i=1 E PvT !~i=1 
i i

Or, en reprenant les mêmes arguments que ci-dessus, il vient:

E[exp - 

A(gS) l03BDS] 
= E[~0 du exp - ( u + A(gu) l03BDu)]
= E[03A3 03C4s du exp - (u + A(03C4s-) s03BD)]

s

= ~0 ds exp - s 
pi

(1 + 03BEi s03BD)i=1 
1 s
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= ~0 ds exp - pi(s03BD + 03BEi) .

Introduisons maintenant les variables Ti ; il vient :

E[ exp - A(gS) l03BDs] = ~0 ds  E[exp - p03BDi(s03BD + 03BEi)Ti]

d’où l’on déduit, sans difficulté, la formule (3.c).

4. Résultats complémentaires sur les lois décrites dans les Théorèmes 1 et 2.

(4.1) Le cas brownien p = 1/2.

Dans ce cas, on déduit de la formule :

P (2T. e dt) = 
~ (27rt’)~

(2Ti est le premier temps d’atteinte de 1 par un mouvement brownien

réel issu de 0) et des théorèmes 1 et 2 les résultats explicites

suivants.

Théorème 3 : Soit f, fonction borélienne, à valeurs dans ~ , définie
+

k
sur le simplexe Lk = {(u1,...,uk) : ui >- 0, u. 

= 1}. On a alors :

E[f(Ai(1) ; i ~ k)] - ck 1 pi 

E[f(Ui ; i ~ k)] = dk 03A3k du1...duk-1
avec ck 

= 0393(k 2)/03C0k/2 et dk = 0393(k+1 2)/03C0k/2.

En particulier, pour k = 2, on a (en posant p = p et q = p2) . :

E[f(A1(1))] - 1 03C0 10 du f(u) pq p2(1-u)+q2u 1 (u(1-u))
1/2
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E[f(U1)] 1 2 10 du f(u) pq (p2(1-u)+q2u)3/2.
Remarque : On retrouve bien les résultats de Paul Lévy dans le cas

p = q = 1/- , , c’ est-à-dire que A (1) suit la loi de l’arc sinus, , et U 
i 

la

loi uniforme sur [0,1]. a

Nous donnons maintenant une description, de nature moins calculatoire, de

la loi du vecteur ((A (l),i ~ k) ; ; ~).

Proposition 1 : : Soient x. 
= (x ,x ,...,x.) variable aléatoire distribuée

uniformément sur la sphère unité de IRk, et Zk/2 une variable aléatoire

indépendante, suivant ia ici gamma de paramètre k 2 , c’est-à-dire :

P(Z~~ ~ dr) = r~ ~-1 e ~ 
Alors : 

~ ((~(i).i . k) ; ’ ~) ~S~ [~’~~ . ’ i . k ; ~ /~ ]
E E 

j=i ~ ~ j=i ~ ~

2.) En conséquence :

~ f~ ~J~l"~ f~ 
et ces deux variables, à valeurs dans [0,1], suivent 2a loi 03B2(1 2 ,k-1 2), c’ est-

à-dire : 

0393(k 2) 03C0 0393(k-1 2) t- 1/2(1- t)
k-3 2 dt

~~ (x~ ~ k) ~s~ r~~ ~. kl

(A (1) = a ; ’ i ~ k),1 2 l21 a même ici que

(2a*) Zk/2, où a* = (p2j/aj)-1.
Démonstration : 1) La première assertion découle du Théorème 1 et des deux

remarques suivantes :

- d’une part, (2T. ; ’ i ~ k) (loi) 
(1/.-2 ; ’ i ~ k)
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où N def (N. ; i  k) est un vecteur aléatoire constitué de k variables
- k i

gaussiennes, centrées, réduites, indépendantes;
k

- d’autre part, on = les variables ( N2i)
1/2 

et xk

sont indépendantes; - x k est distribuée uniformément sur la sphère unité de

et ; |Nk|2 (loi) 2Z k/2 .

p2i/x2i
2) Si l’on pose yi 

= 

k , il est immédiat que:

03A3 (pj/xj)2

03A3 p2i/yi = 03A3 (pj/xj)2,i=1 j=1 J

2

et donc: = 

k 
pi/yi 

; cette remarque entraîne les égalités en loi qui
1 

E P2/Y . .
~=1 

J J

figurent en i) et ii), ainsi que iii).

3) Il reste à montrer que la variable H = E k (p /x )2 
_ 1 

suit la loi

~(1~k-1). 
~=1

2 2

(Le fait que H prenne ses valeurs dans [0,1] découle de l’inégalité de

Cauchy-Schwarz; en effet:

1 = pi (pi |xi|) (|xi| pi ) ~ H-/12 (03A3x2i)
1/2 

= H
-/12

).

1 2 .
Remarquons que, d’après 1), 2 1 l21 (1°-1) 2Z k/2 H, les variables Zk/2 et H

étant indépendantes.

o 
. 

1 t . 
1 2 (l0i) 2 (l0i) 2Z .. 

Z 
, 

t 1 l’Or, i 1 est bien connu que 2 ei - N1 - 2Z1/2, où Z1/2 smt la loi

gamma de paramètre 1/2. En conséquence, les moments de H sont ceux d’une

variable distribuée suivant 03B2(1 2,k-1 2), d’où le résultat. o

Remarques: 1) On peut noter que le Théorème 1 et la Proposition 1 jouent des

r6les inverses l’un de l’autre: dans le Théorème 1, c’est la division par ei
qui permet d’obtenir de façon simple la loi du vecteur k), alors

que dans la Proposition 1, on obtient la loi de ~i , conditionnellement à

(Ai(1),i ~ k).
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2) Au passage, nous avons identifié la loi de H = 03A3 (p./x )2 -1
Lj=i 1 J J

comme étant ~(1 ,k-1) ; en particulier, cette loi ne dépend pas de la proba-

bilité (pi)i~k.

Bien entendu, ce résultat peut être obtenu en dehors de toute considéra-

tion brownienne, et repose essentiellement sur les faits bien connus suivants:

d’une part, si T1,...,Tn sont n variables stables, d’indice 1/2, indépen-

dantes, T = ~ est également stable d’indice 1/2, et, d’autre part,
i=l 
~ 

2T 1/ N 2 , où N est une variable gaussienne, centrée, réduite.

(4.2) Transformées de Laplace.

Considérons à nouveau l’énoncé du théorème 1. L’idée de diviser le vecteur

(A.(u) ; i ~ k) par l03BDu , de façon à obtenir un résultat simple, nous est

venue tout à la fin de notre étude. Auparavant, nous avions simplement procédé

par transformation de Laplace, et obtenu les résultats suivants, qui conser-

vent néanmoins leur intérêt.

Théorème 4 : : Soient a > 0 et 03BEj ~ 0 (1 ~ j ~ k). Alors: :

(4.a) E [~0 dt exp - (03B1t +  
03BEjAj(t) )]  pj(03B1+03BEj) -1  pj(03B1+03BEj)

(4.b) E 

0o 

dt exp - at + ~ k = 
’

L ’o L ~ ~ " JJ 
p ( a+~ . ) !~

j=l ,~ J

Faisons quelques commentaires, avant de démontrer le théorème 4 :

a) Prenons, dans la formule (4.b), 03BEj = 03BE pour tout j ~ k.

On obtient alors, en choisissant de plus a = 1 :

Et dt exp - (t + 03BEgt)] = (1+03BE)- .

Si l’on note g  
= g(l) = sup{s ~ 1 : Xs = Oi, et S une variable exponen-

tielle de paramètre 1, indépendante de g , on peut réécrire, à l’aide de la
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propriété de scaling, l’identité précédente sous la forme :

(4.c) E[exp - çSg P ] = (1+03BE)-  = E[exp - 03BE03B3 ],

où P(03B3  ~ dt) = dt 0393( )e-t t -1.
Or, d’après les résultats classiques sur l’algèbre des variables béta et

gamma, on a : -

(4.d) Z 1~ ~ 
où, dans le membre de droite, Z . est une variable 
c’est-à-dire :

E dt) = dt 

indépendante de S.

On déduit maintenant des relations (4.c) et (4.d) l’identité :

(4.e) g 1~ Z 1~ ~ 1-I~

(le cas particulier ~ = 1/2 donne bien sûr le résultat (1.a) pour g, ’ dû à

Paul Lévy ; le résultat (4.e) dans le cas général est dû à Dynkin [18]).

b) La loi de gP ayant été déterminée, nous allons appliquer la proprié-
té de scaling pour transformer les membres de gauche de (4.a) et (4.b).

i) Tout d’abord, comme (A.(t) ; j  k) (tAj(1) ; j ~ k),
on a :

(4.a’) E[(03B1 + 03BEjAj(1))-1] =  pj(03B1+03BEj) -1  pj(03B1+03BEj)
ii) D’autre part, on a, pour t fixé :

(Aj(gt),j ~ k) (loi) tg (Uj ; j ~ k)

la variable g étant indépendante du vecteur k).

On déduit alors de (4.c) l’identité :

E[exp - (03BEjUj]03B3u] = ( pj(1+03BEj) )-1.
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la variable ~rp étant indépendante du vecteur k).

En utilisant à nouveau (4.c), on remarque que le membre de gauche de l’égalité

ci-dessus est égal à : :

E[(1 + 03BEjU j)- ]
et, finalement, en remplaçant 03BEj par 03BEj/03B1, on obtient : :

(4.b’) E[(03B1 + 03BEjUj)- ] = (pj(03B1+03BEj) )-1.
c) Lorsque l’on compare le théorème 1, resp : : 2, à l’identité (4.a’),

resp : : (4.b’), la question suivante se pose naturellement : : l’identité (4.a’)

(par exemple) détermine uniquement - même si l’on considère seulement a = 1 -

la loi du vecteur (A.(l),j =s k).
Peut-on montrer directement (et simplement...) que cette loi est celle de

[p03BDjTj  p03BDiTi : j ~ k]
i=1 

~ ~

comme cela est démontré dans le théorème 1 ?

Nous allons voir qu’il en est bien ainsi.

En effet, en posant a. = p03BDj et b. = p03BDj(1+03BEj), cette question se ramène

aisément à la démonstration de l’identité :

(4.f) E[ ajTj k] =  ajb -1j

~ b T ~ bpj=1 J
identité valable pour tout k-uple de couples (aj,bj) tels

que : 0 ~ bj.

Remarque : : A priori, on ne connaissait la validité de l’identité (4.f) que

pour des réels positifs a.(= p03BDj) satisfaisant la condition :
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k

a" = 1, mais, quitte à remplacer a ,) par a J ./a et b . J par où

a~ _ ~ a~, on voit que l’égalité (4.f) est toujours valable sous la seule

condition : ’ 
J J

Démonstration de (4.f) : : Posons

k k

T(a) =  ajTj , T(b) = bjTj,
03C6(s, t)=E[exp-(sT(a)+tT(b))] ; 03C8(t) = -~ ~s|s=0 03C6(s, t) = E[T(a)exp-tT(b)].

On a alors : E[T(a) T(b)] = ~0 dt 03C8(t).

Or, comme : :

k

~(s,t) = exp - ~ (sa. + tb.)~ , ,
J=l J J

on a : :

03C8(t) = exp(-t   b j)  ajt -1b -1j

= t -1{exp - t ( b j)}( aj b -1j ).

On en déduit : 

E[T(a) T(b)] = ~0 dt 03C8(t) = , c’est-à-dire (4.f). []

Nous donnons maintenant une démonstration du théorème 4, indépendante des
résultats obtenus dans le sous-paragraphe c) ci-dessus. Celle-ci repose uni-

quement sur le lemme suivant (classique en théorie des excursions), dont la

démonstration utilise les arguments du paragraphe 3 (aussi, nous ne donnons

pas les détails de cette démonstration).

Lemme : : Soit processus de Harkov à trajectoires continues, admettant

0 pour point régulier pour lui-même, et n(de) une détermination de la
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mesure caractéristique des excursions de X hors de 0.

Notons gt 
= sup{s ~ t : 1 Xs = Oi.

Soit 0) fonctionnelle additive continue, croissante, de X,

telle que, p.s., dA s ne charge pas : X = Oi. On a alors les formules :

( 4. g) E [~0 dt exp - ( 03B1t + At)] = n(de) V0 dt exp - (03B1t + At) n(de) (1 - exp - (03B1V + AV))
(4.h) E[~0 dt exp - (03B1t + Agt)] = n(de) (1 - e03B1V) n(de) [1 - e-03B1V-AV]
où V désigne la durée de vie de l’excursion générique (e(u),u ~ V).

Pour démontrer le théorème 4, il suffit d’appliquer le lemme à la fonction-

k
nelle At = E Alors, si l’on note n une détermination, fixée une

~ ~

fois pour toutes, de la mesure des excursions hors de 0 du processus de

Bessel de dimension 8 = 2(1-p), on a, par exemple :

n(de) V0 dt exp - (03B1t + At) =  pj n (de) V0 dt exp - (03B1 + 03BEj)t

= 

pj 1 (03B1+03BEj) n (de)[ 1-e-(03B1+03BEj)V ]

=c   pj(03B1+03BEj) -1,
pour une certaine constante c . .

Les formules (4.a) et (4.b) découlent alors aisément de ce type de calculs.

(4.3) Un résultat asymptotique.

Nous considérons maintenant uniquement le processus de Walsh ~ 

et le pont de Walsh correspondant, lorsque la probabilité (p. ; ; i ~ k) est

uniforme, c’est-à-dire : ~ p. - 1 (i ~ k), et nous déduisons des Théorèmes 1 et

2 le résultat asymptotique suivant, lorsque k -~ oo.
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Théorème 5 : Soit p entier fixé, et ~(Ti ; i ~ p) ; T~~ un ensemble de

(p+1) variables positives stables, d’indice p,, indépendantes. Alors:

(i) {(k03BDAi(1) ; i ~ p) ; l03BD1} (loi) k~~ {Ti T* (i ~ p) ; 1 T*}
pour toute fonction f : ~ IR, continue, bornée,

E[ f((k03BDUi(1) ; i ~ p) ; 03BB03BD1)] E[ f( (Ti T* ; i ~ p) ; 1 T*) 0393(1+ ) T *]
Démonstration : Ces deux assertions découlent des Théorèmes 1 et 2 lorsque

l’on a remarqué que le vecteur:

, 1 
k

(4.i) (Ti ; ; 1 ~ p) ; v ~ T .]]1 k j=1 
J

converge en loi vers: ((Ti ; i - p) ; T*) ;

en d’autres termes: lorsque k ~ oo, la variable : 1 03BD ( Tj) est

k j=1 
J

asymptotiquement indépendante de (Ti; i ~ p), résultat qui découle, par

exemple, de la convergence de la transformée de Laplace du vecteur (4.i) vers

le produit des transformées de Laplace des (p+1) variables et T*.

Remarque: Le théorème 5 est à rapprocher du lemme de Poincaré selon lequel,

si x - (x(1),...,x(k)) est une variable uniformément distribuée sur la

sphère unité de IRk, alors pour p ~ IN fixé,

k(x(1)k,...,x(p)k)(loi) (k~~) (N1,...,Np),
les variables Ni, i ~ p, étant gaussiennes, centrées, réduites, indépendantes.

A cet effet, remarquons que l’on déduit du Théorème 1 et de la loi des

grands nombres que:

v

~1 k 
1 (loi) 1 

k 
1 (P) 1 

- +

k i=1 i i=1 i i

En conséquence, on peut réécrire l’assertion (i) du Théorème 5 sous la forme:
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(4. j) {[201420142014 ’ ’ ’" ’ ~~, k A.(1) 1E 
k 

j=l J

converge en loi, lorsque k --~ oo, vers :

(4. k) T i r v+1 ’ 1 ‘’ p ’ = T~ r(v+1) .
Or, d’après la proposition 1, dans le cas brownien (v = 2), le terme qui

figure à gauche en (4.j) a même loi que :

k((x(1)k)2,...,(x(p)k)2)
alors que le terme correspondant en (4.k) a même loi que :

p).

La relation avec le lemme de Poincaré est donc établie.
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