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A PROPOS DES DISTRIBUTIONS
SUR L'ESPACE DE WIENER

par P.A. MEYER et J.A. YAN

I. INTRODUCTION

Nous désignons par (Bt) le mouvement brownien linéaire issu de
0, réalisé de maniére canonique sur l'espace de Wiener ((:,,%,P), ol
Q est l'espace de toutes les trajectoires continues nulles en O .
Tout élément £ de L2(P) admet un développement sulvant les chaos
de Wiener, noté f:Zn fn 3 £ est la constante E[f], et pour n>0

o}
fn est une intégrale stochastique multiple
(1) £ =3 () =1/ $ (51,.00,5.)dB_ ...dB
n n-n S1<e - 0<s n*-1’ o 51 Sn
n
étendue au n-&dre croissant C  de Rf . Le ® indique que l'on réalise

une sorte d'analyse harmonique de la v.a. f , et la fonction %n sera
appelée le coefficient de f dans le n-idme chaos. Rappelons que les
chaos sont orthogonaux, et que

2 2 2
2 f = f .
@) EN e E Y

Pour n=0, on convient que CO est réduit 3 un point, muni de son uni-
que loi de probabilité. Nous préférerons écrire le développement

sous la forme

~ _ ~ _L ~
(3) £, = 3 (E) = 7In(FL) = 53 /, fn(sl,..,sn)stl...dBSn,
ol la fonction fn a maintenant été prolongée par symétrie & Rf , et
les diagonales sont omises dans 1'intégration. Soit de méme un second

1 ~ 2
g:ZnEIn(gn) GL(P) 3 on a

) <f,g>, =ZI, ﬁ% < fn,én >RE .
I1 existe plusieurs théories des distributions sur ltespace de Wie-
ner ( cf. les références aux travaux de P. Krée ). La plus connue actuel-
lement est celle de S. Watanabe, qui part de 1l'espace suivant de fonc-
tions-test : ce sont premidrement des fonctions f:Zn fn pour lesquel-

les la suite des normes ||:f:‘n||2 est & décroissance rapide, de sorte

que pour tout k , on peut définir 1'élément de LE(P)



(5) (Tsm)5e = 5 (1) F, (keV )

Parmi ces fonctions, les fonctions-test sont celles qui satisfont aux
conditions

(6) Pour tout p<co et tout kelN, || £ ”p = (I+N)k/2f” p<® -

Les semi-normes |.| D,k forment une famille filtrante de semi-normes,
munissant l'espace des fonctions-test d'une topologie localement
convexe, et les distributions de S.Watanabe sont les formes linéaires
continues sur cet espace. Toute distribution T satisfait donc & une
inégalité

N [<r,£>] < Clf] pour un k et un p (2gp<w ) .

p,2k

Le point fort de cette théorie est la richesse de l'espace des fonc-
tions-test : il contient toutes les v.a. Xt , o X est solution d'une
équation différentielle stochastique 3 coefficients tréds réguliers. Le
point faible est le fait que la structure de l'espace de Wiener n'est
Pas pleinement utilisée : si J est un isomorphisme ( modulo les ensem-
bles négligeables ) de l'espace mesuré (Q,%,P), qui respecte les chaos
de Wiener ( donc les espaces IP et 1'opérateur N ), j opdre sur les
fonctions test et les distributions. Il est facile de définir de tels
isomorphismes & partir d'isomorphismes de (E+,dt) ne respectant ni
1'ordre, ni la continuité.

Au cours de l'année 1985-86 4 Strasbourg, nous avons étudié dans un
séminaire la théorie des distributions due & T. Hida et ses associés
(H.H. Kuo en particulier ). Nous présentons ici cette théorie dans le
langage usuel des probabilistes, assez différent de celui de Hida ( qui
est le langage des distributions aléatoires de Gelfand ). Nous ne présen-
tons presque aucun résultat qui ne figure déja chez Hida, mais on pourra
constater que nous avons considérablement modifié ( simplifié, croyons
nous ) l'exposé et les démonstrations. Nous espérons ainsi faire mieux
connaitre une théorie qui nous a paru trés intéressante.

II. QUELQUES IDEES GENERALES

1. Pour présenter la partie formelle des travaux de Hida, il est avanta-
geux de travailller sur un espace de fonctions-test aussi petit que
possible. Un tel espace est formé des sommes

(8) f=1z n,I (f )

ne comportant qu'un nombre fini de termes non nuls, et ol f est une
fonction symétrique appartenant & & —Coo(]O oo[ ) ( nous lalssons 1tin-
tervalle ouvert en 0, pour éviter le caractére singulier de ce point ).
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Désignons par ﬂhs l'espace de ces fonctions symétriques : l'espace

des fonctions-test peut donc st'identifier 4 la somme directe &, ﬁns

( ﬁOS=R ) 3 si 1'on y tient, on peut le munir de la topologie somme
directe localement convexe, et il est alors nucléaire ( en tant que

somme directe dénombrable d'espaces nucléaires ). Son dusl s'identifie
au produit TTn ns ? qui est aussi nuclealre. Une distribution T sur
l'espace de Wiener est donc une suite (T ) de distributions symétriques

sur les ouverts ]O,oo[n. Nous écrirons symbollquement
(9 T=z I (R)
la valeur de la distribution (9) sur la fonction-test (8) étant donnée
par
(10) <T,f>=3z <T,f >.

n nl n’"n
COMMENTAIRES. 1) L'idée de considérer des sommes formelles du type (9)
est due & K.R. Parthasarathy [1]. C'est la lecture de cet article qui
nous a amenés & nous intéresser 3 la théorie de Hida.

Les espaces considérés par Hida sont plus larges pour les fonctions-—
test, et plus restreints pour les distributions. Par exemple, dans la
représentation (8), Hida permet que les %h appartiennent aux espaces
de Sobolev H(n+1)/2, et dualement, impose aux @n de (9) d'appartenir
H"(n+1)/2. Le choix de ces espaces tient au lemme de plonge-
ment de Sobolev : la condition fneH n+l)/2 assure que fn admet un

aux espaces

représentant continu. Ces restrictions ne jouant qu'un réle trés acces-
soire, nous préférons les oublier.

2) Comme en théorie classique des distributions, on utilise la notion de
distribution comme une sorte de gros sac oll 1'on peut tout fourrer, mais
en fait étant donnée une distribution concrdte T , on cherche & définir
<T,f> sur un espace de fonctions f aussi large que possible .

Soulignons que l'on ne dispose, pour faire cette extension, que d'un
seul moyen : la formule (10). Il faut que chaque fn soilt dans le do-

maine de la distribution T et que la série converge.

n 9
2.Pour toute fonction h de L2(R+), nous pouvons définir le vecteur

exponentiel

~ 1 ~

(11) e(h) = exp(h - 5<h,b>) od h = /hdB .
Ces vecteurs appartiennent 3 tous les P (p<w ). Le développement de
e(h) suivant les chaos de Wiener est
(12) e(n) = 5, oI (8% .

En particulier, prenons §eC (]JO,00[) - la lettre § sera réservée A
cet usage j; pour toute dlstrlbutlon T= Zn a7 I (T ), g®9> a un sens.
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Si la série

(13) Up(8) = 5 ap< B, 8% >

converge pour tout & , nous appellerons sa somme la fonction caracté-
ristique de la distribution T . Hida utilise le nom peu suggestif de
<< U-functional >>, rappelé par notre notation. Nous pensons que le mot
de fonction caractéristique ne peut créer de confusion avec les notions
élémentaires désignées d'habitude par ce terme.

Montrons que Uqp caractérise T : tout d'abord, la série

Up(t8) = o, g; 4,6
convergeant pour tout t, sa somme représente une fonction entidre de t.
On a alors

~ at

(14) < B, e = 5 Up(68) 4 -
Par polarisation, on en déduit <§n,§lo...o§n> ( produit symétrique ),
qui vaut aussi < Tn,§18L.®;n > puisque Tn ESt une distribution symé-
trique. Il est bien cgnnu que les valeurs de Tn sur les fonctions de
ce type déterminent T, et donc T.

La fonction caractéristique joue dans cette théorie le rble d'une

sorte de transformée de Fourier-Laplace. On pourrait songer 3 une sorte
de transformée de Fourier, la <<rt-functional>> de Hida

(8 = < T, e > = exp(|E[%/2)u(i8) (€ réelle).

Bn pratique, c'est la fonction caractéristique qui est la notion la plus
utile.

Les distributions les plus simples sont celles qui correspondent aux
fonctions g appartenant & 1%, dont la valeur sur une fonction-test f
est simplement E[gf], et la fonction caractéristique vaut E[ge(g)].

En particulier, la fonction caractéristique associée & la distribution
T=£(h) ( vecteur exponentiel ) est

(15) Up(§) = < &(h),e(5) > = eBs5>

tandis que le coefficient @n du développement de T suivant les chsos
de Wiener est la fonction hH%® .

3. Les physiciens utilisent parfois une << multiplication >> des varia-
bles aléatoires sur l'espace de Wiener, appelée produit de Wick, et
notée :XY: ( nous préférerons souvent 1'écrire X:Y, & la manildre
usuelle de 1l'algébre ). Le produit de Wick de deux intégrales stochas-
tiques multiples Im(fm):In(gn) est égal & Im+n(fmogn), ol fmog;n
est le produit tensoriel symétrique de ces deux fonctions. De méme, le
produit de Wick &(f):e(g) de deux vecteurs exponentiels vaut e(f+g)
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( tandis que le produit ordinaire vaut 6(f+g)e<f’g> )e Tout cela sug-
gére de prendre comme expression du produit de Wick de deux distribu-

. 1 1 a . . . o
tions R:Zn ETIn(Rn)’ S:Zn ETIn(Sn) la distribution 'I‘:Zn ﬁ%In(Tn), ol

1 ~ ~
(16) Tn = Iy noo Egir RyoS, ( produit tensoriel symétrique
° de distributions ) .
I1 est alors facile de voir que si R et S admettent des fonctions carac-

téristiques, il en est de méme de T :
(16") Un(8) = Up(8)Ug(8) .

L'analogie entre fonction caractéristique et transformée de Fourier
montre que 1l'on doit penser au produit de Wick comme & une sorte de con-
volution plutdt qu'd une multiplication. L'opération : est associative
et commutative.

Soient F(z) wune fonction entidre, et T une distribution complexe.
Posons T=c+S, ol ¢ est une constante et S a un coefficient nul
dans le chaos de Wiener d'ordre O ; soit G(z):F(c+z)=Zn gnzn . Comme le

S:Il

développement de Wiener de ne commence gqu'au n-iéme chaos, la série

R = En gnS:n
représente une distribution, et nous poserons R=G(:S)=F(:T) ( la nota-
tion usuelle est :G(S):, :F(T):). Si T admet une fonction caractéris-
tique, on a UR(8)=GoUg(E)=FoUn(8).

III. QUELQUES EXEMPLES

La plus grande partie de l'exposé va maintenant &tre consacrée 3 une
liste d'exemples, empruntés d Hida pour la plupart. Pour comprendre cer-
tains d'entre eux, il est bon de rappeler qu'en théorie classique des
distributions, il est fréquent qu'une distribution apparaisse comme la
densité formelle d'une mesure qui n'est pas absolument continue par rap-
port & la mesure de Lebesgue ( c'est le cas de la << fonction delta >>,
qui est la densité formelle de la masse unité en O par rapport a4 la me-
sure dx ). Cette situation va se présente%?gh dimension infinie, les
mesures usuelles étant tréds fréquemment singulidres par rapport 3 la me-
sure de Wiener. Ajoutons en passant que 1'idée familiére qui identifie
les distributions positives aux mesures positives est liée 3 la compacité
locale, et n'a plus cours en dimension infinie.

1. Distributions au sens de S. Watanabe. Par définition, une telle dis-

tribution est une forme linéaire continue T sur l'espace des fonc-
tions-test de Watanabe. Or un élément £ = ﬁ%ln(%n) du n-iéme chaos de
Wiener est une fonction-test de Watanabe, satisfaisant pour p>2 & 1'iné-

galité ”ﬁn”p < (p—l)n/2||fn||2 ( th. d'hypercontractivité de Nelson ).
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Définissons alors une forme linéaire sur L (E ) par la formule

l\

f =n! < T,f > .

L'inégalité |<T,f>[ < CHf”P ok bour k,p assez grands (pz2) exprime la
continuité de T 3 elle entraine

|<t_,%>| = ni|<0,t >l s niol(en)®e Il < Cnl(1+n)*(p-1)
= C/nl(1+n) (p—l)n/eﬂfnug

~
'Y

donc T appartient & LZ(Rf), avec une norme Iﬁnnz < o/niu™ ( ou cu®
si 1'on se restreint au n-&dre croissant Cn )e Ces inégalités ne suffl—
I (T )

2
22z 1,

sent certainement pas & caractériser les formes linéaires T = Y
continues au sens de Watanabe.

On voit donc que les distributions de Watanabe se développent suivant
les chaos de Wiener comme des v.a. ( i.e. ont des coefficients dans I° )y
mais la série de Wiener ne converge qu'en un sens faible. Les vecteurs
exponentiels 6(h) étant des fonctions-test au sens de Watanabe, et la
série ¢€(h) = I —TI (h ) convergeant pour la topologie des fonctions-
test, la fonctlon caracterlstique de la distribution de Watanabe T est

égale 3 UT(Q) =< T,e(g) > .

2. Exemple plus spécial : distributions f(Bt)

L'un des résultats les plus remarquables de Watanabe concerne la
composition d'une distribution tempérée T sur B" avec un vecteur de
fonctions-test, satisfaisant 3 une condition convenable de non-dégénéres-
cence. Nous allons traiter ici un cas trés particulier, ol n=1 et la
fonction-test appartient au premier chaos.

Nous allons poser h—fh dB , avec heL (R ). Le cas le plus important
est celui ol h=T ;O ,5]° et h‘Bt' Soit d'abord une fonction f apparte-
nant & l'espace de Schwartz. Quels sont la fonction caracterlsthue,
le développement suivant les chaos de Wiener, de la v.a. foh ?

Soit F(u) = /eluxf(x)dx la transformee de Fourler de f . On a

foh = ?Fj e_luh F(uw)du = ZF Je(-iun)e™ ™ <h’h>/2F(u)du
iu<h, &>

Comme la fonction caractéristique de &(- iuh) est e et le
développement suivant les chaos z, %,I ((~iun) ), on a
foh = T n,I (h ), a = dn/( ~iu)e -<h, h>u /2F(u)du
Up 7(8) = Z [exp(~iu<h, &- uT<h,h>)F(u)du
= 4)(<h9 §>)

ol ¢=f%Y, convolution de £ avec la densité gaussienne de variance
<h,h>.
Supposons maintenant que T soit une distribution tempérée, que
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nous approchons ( au sens des distributions tempérées classiques ) par
une suite (fg) dtéléments de . E'aprés les résultats de Watanabe,
les Ve.ae. fn°h convergent vers Toh au sens des distributions de Wata-
nabe. En particulier, les coefficients des développements suivant les
chaos, et les fonctions caractéristiques, convergent aussi. Nous avons
donc encore N a 2
Toh = I_ E%In(hgn), ay=/ (-iu)e™™ <h’h>/2F(u)%% = D1, v

Up 5(8) = ¢(<h, &), =Txv ,

Y étant comme plus haut la densité gaussienne de variance <h,h>.

Les deux cas les plgg intéressants sont
- Dtabord 1le cas ol h=B + et la distribution T vaut &(x-a). Alors
é(B ~a) est la fonction delta de Donsker souvent citée par Hida. For-
mellement le temps local L vaut g 6(B -a)ds, donc cette distribution
sur l'espace de Wiener represente la dérivée du temps local en t. Sa
fonction caractéristique est Y(ﬂ)ésds -a), ol Y est la densité gaus-

sienne Py de variance t . On trouve sans difficulté
B -2aB
(18) 8(B-a) = py(a) texp(- —mrt )

7

- Ensuite, le cas ol la distribution T vaut v.p.(%) ( transformée de
Fourier F(u)=misgnu ). En effet, le processus [ ds/Bs ( dont 1la dé-
rivée formelle est l/Bt ), défini en valeur priné}pale et étudié par
Yamada et Yor, est un exemple de processus de Dirichlet & variation
non bornée, mais & variation quadrathue nulle, qui 1nterv1ent naturel
lement dans beaucoup de problémes 1liés & 1'étude fine du m brownien.

On voit sur la premidre formule (17) que les coefficients a, associés

-

34 PF(u)=1l et & F(u)=sgnu sont en quelque sorte complémentaires.

REMARQUE. Soit f =1/2n sur [a-1/n,a+l/n] , £ =0 hors de cet interval-
le. La suite (fn) converge au sens des distributions tempérées vers
8(x-a), donc fnoBt converge ( au sens des distributions de Watanabe )
vers &(B -a). E[fn°Bt] tend vers pt(a), et la loi de densité

noB /E[f ,oBi] converge étroitement vers la loi du pont brownien entre
(O O) et (t,a). On voit donc que la distribution 6(B a)/pt(a) est la
densité formelle de la loi du pont brownien par rapport 4 la mesure de
Wiener.

3. La << valeur en O >> . Cet exemple n'est pas une distribution de
Watanabe, et ne figure pas non plus chez Hida.
L'espace CM des fonctions de Cameron-Martin E(t) = [ h(s)ds, h par-
o

courant L2(E+), est de mesure nulle dans 1l'espace de Wiener, mais en
un sens il doit &tre considéré comme << portant >> la mesure, le gros
espace de Wiener ) étant une sorte de complétion de CM destinée &
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rendre complé@tement additive la mesure gaussienne canonique de l'espace
CM ( muni de la structure hilbertienne de L2(R+)). Nous allons tenter
de définir une masse unité en en tout point B de CM , en tant que
distribution sur (2 , dont nous cherchons le développement suivant les
chaos de Wiener.

Une masse unité est une forme linéaire multiplicative pour le pro-
dult ordinaire des fonctions-test ( e(fg)=e(f)e(g) ), et par conséquent
satisfait 4 1'identité e(ef)=e8(f). D'autre part, il est naturel de
demander que eh(/gsst) soit égal & <h,&> . La distribution T:eh
doit donc avoir pour fonction caractéristique ~

(19) UT(é) =< sh,e(i) > = exp(<h,§> - %<§,§>)

Nous allons calculer les distributions Tn correspondantes. Pour cela,
nous avons besoin d'une définition. Pour tout entier k<n/2, appelons
. n
k-diagonale dans R+ un ensemble de la forme
=s. }
L 3
ol il,jl,...,ik,jk sont des indices tous distincts. Nous désignerons

D= {sil=sjl,...,s

par Ak l'ensemble des k-diagonales ( le nombre des k diagonales est
n!/2 k'(n—2k)' . Nous paramétrons la k-diagonale D ci-dessus par
les coordonnées S seceySy et les n-2k coordonnées restant libres
1

Sy seeesSy , et munissons D de la mesure image
1 n-2k
(20) dp(h,D) = h(s, )...h(s )ds, ..ds; ds, ..ds
’ 5 S R R Y
sur Ry , portée par D . Enfin, appelons p,(h) la somme I, p(h,D)
étendue 3 toutes les k-diagonales, qui est une mesure symétrique sur
B . Sih=0, p, (0) est nul pour k#n/2 .
Ces définitions étant données, calculons d'abord la distribution
R:so . Nous avons
2 n
t
nr
~ ~ ®2 .'
donc Rn=0 pour n=2k+l, et pour n=2k <Rek,§ k> = (-1)k L%—13'2—<.’§,§>k.
On en déduit 27k

exp( —%—<§,§> ) = z, < ﬁn,§®n

iy k

(21) Rop = (-1)"p, (0)
( le coefficient (2k)’/2kk' étant le nombre des k-diagonales de B
Comme (21) n'est pas un élément de L (R ), on voit que €y n'est pas
une distribution au sens de Watanabe.

Nous passons ensuite & T= Eh » qui est la translatée par h de
R=eq » On a Up(§)=exp(<h, &)UR(E) = U g(8)UL(8) d'aprés (19), od 8
est la dlstrlbutlon €(h). Donc T=S: R, et 1'on peut calculer T par

2k)
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(16)-(16'). Le résultat est

Py

(22) B = B e (DM

COMMENTAIRES. Cet exemple appelle d'assez nombreuses remarques ( qui
stappliqueront aussi aux exemples ultérieurs ).

a) Les distributions in n'appartiennent pas & L2, mais sont assez

peu singulidres : ce sont des mesures ( et plus précisément, absolu-
ment continues sur des sous-variétés de dimension >n/2 ). Jusqu'd main-
tenant, l'analyse de Wiener n'a jamals vraiment utilisé de coefficients
plus singuliers que des mesures. Mais alors, au lieu d'écrire T sous
la forme T=%

n n!
revenir 3 la premlére forme (1), T=%, J (T ), ol T est une mesure

I (T ), ol T est une mesure symétrique, on peut

sur le n-8dre O ={s;<...gs;} dans ]O, aa[ , avec
<T,f>=12 < T »f, >C .
n
Cela simplifie les probldmes combinatoires. Par exemple, dans le cas

de €g Uzk ne contient plus qu'une seule k-diagonale, qui es?t

{81=8s+ ++ 80 150y} -

b) La remarque faite plus haut, suivant laquelle translater une distribu-
tion de h revient & faire le produit de Wick avec €(h), est un fait

général. En effet, soit T wune distribution, et soit T* ga translatée

par h ( <T',f>=<T ,£(«+h)> ; attention, si T est associée & une

fonctlon g, T' n'est pas associée & g(--h), mais & g(--h)e(h) ) s

a8 Upy(8) = e PUn(8) = Upipy, () -

¢) Introduisons les polyndmes d'Hermite Hn(x,u) par leur fonction

génératrice >
tx-ut~/2 1
(23) (=] = 211 Eﬂn(x,u)

( les polyndmes d'Hermite usuels sont Hn(x)zﬂn(x,l), et Hn(x,u) vaut
w25 _(x/J8)). Alors la distribution f, satisfait a
<@ 8% > = H (<h,&,<5,8) ( cf. (19)).

d) Soit Y 1la loi normale centrée réduite sur B. Les polyndmes d'Her-
mite classiques

k_n-2 nl

(&) Hy(x) = Eygnyp (1) ) 2Kt (n-2k)!

forment une base orthogonale de 12 (v), avec [H, Ig= = n! . Désignons

par T(x)=I, Can(X)/vr_ la densité formelle de la masse unité e, par

rapport & v , de sorte que si f= Zn an(x)/J—T est une combinaison
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linéaire finie de polyndmes d'Hermite, on a formellement

=ZI, ac, = £(0) z, aan(O)

<eo,f> = <f,'r>.Y

d'od en utilisant (24)
k (2k)¢
27k!

02k+1=o 9 02k = (—l)
L'analogie avec (21) est claire.

e) On peut en fait définir une distribution e, sur l'espace de Wiener

pour toute distribution r sur ]JO,c0[ ( ce qui montre gqu'en un sens,
et conformément aux idées de Hida, le véritable espace de trajectoires
utilisé est l'espace de toutes les distributions ). Il suffit de la
définir par sa fonction caractéristique

UT(EZ,) = exp(<T,&> - %<§,§>) ( 7 est la dérivée de 1)

Pour 1=h , on a <%,§>=<h,§> comme 1l convient. Bien entendu, les coef-
ficients de cette distribution n'ont plus de raison d'8tre des mesures.

4. Mesures gaussiennes. Un autre exemple de distribution donnasnt une

densité formelle de mesure singulidre par rapport & la mesure de Wie-
ner nous est fourni par les lois gaussiennes des mouvements browniens
(oBt) y Og&w . T1 est tréds facile de calculer la fonction caractéris-
tique de cette distribution T

1 2
(25) UT(é) = E[exp(o /ESdBS - §<§,§>)] = exp(—§<§,§>) avec a=1l-0".
Pour ¢=0 on retombe sur €, » et pour o=1 on trouve la constante 1 .

Le développement de T suivant les chaos de Wiener ressemble beaucoup
4 celui de €,

5 A 2 . \k
(26) Toee1© > Top = (F-1)5u (0) .

Ayant fait cela pour o positif, rien ne nous empéche de définir une
distribution ( complexe ) par cette méme formule, en prenant 02€¢ .

En particulier, nous verrons un Peu plus loin que le cas o2=-i corres-—
pond & 1'intégrale de Feynman ( traité par Hida et Streit e

5. Le bruit blanc et ses fonctionnelles. Nous touchons ici & 1l'essen-
tiel de la théorie de Hida, qui occupe le plus grand volume dans

ses articles ( ce qui les rend aussi difficiles 4 lire pour les proba-

bilistes, plus familiers avec le mouvement brownien qu'avec le bruit

blanc ). Il s'agit qe définir le bruit blanc Bt » et certains polyndmes

"renormalisés" en Bt - Nous rappelons deux résultats classiques de

calcul stochastique.

1) Sur l'intervalle fermé [O,0 ], soit (Ut) une semimartingale conti-

nue, nulle en O, de variation quadratique <U>t et de partie & variation




18

finie At . Alors on a

/ dU_ ...dU. = =H (U_,<U> )
IS} s n! n*t ow? @
sl<s2..<sn 1 n
B[/ au_ ...4dU0_ ] = E[J da . ...dA
sl<...<sn 51 Sn sl..<s S1 Sn:I

1 !
= SHEH A, ,0] = HE[AL] -

2) Prenons U, = —/ I[T’T+£](s)st , sous la loi €(§)P. Alors
! 1 T+E 1
I>p=F Aa)— € { 8(s)ds U = E(BT+8—BT) :

Tout cela nous donne la fonction caractéristique

1 1 " T+E

<n L, B, D), e(s) > = (1™ e(edas )
et il est naturel de définir une distribution Hn(BT, &)= B par
sa fonction caractéristique

< :é?: , €(8) > = g(m)"

Cette distribution appartient au n-idme chaos de Wiener, ﬁn étant une
masse unité au point (7,...,7) de la diagonale. Le coefficient est donc
encore une mesure, mais plus singulilre que celles qui ont été rencon-
trées plus haut. Tout naturellement, on définira une distribution
-B ...Bs : par sa fonction caractéristique §(sl) .. 8(s ), que les
51 n
points 8,055, soient distincts ou non. La distribution
én h(Sl)...h(Sn) :leoocBS H dsl-..dsn

+ n
ol h est par exemple bornée & support compact, admet comme fonction
caractéristique <h,§>n 3 elle est donc égale & 1'intégrale multiple
/h(sl)...h(s )aB, ...dB du type (3).

Il
. I1 serait fa011e maintenant d'expliciter des distributions dont les

coefflclents ne sont pas des mesures : par exemple, la dérivée seconde
BT , de fonction caractéristique E(T)

6. Calcul de certaines exponentielles. Si f est un élément du premier

chaos, ef appartient & L2, mais il n'en est pas nécessairement de
méme si f appartient au second chaos. Nous allons présenter rapidement
( mais avec une démonstration presque compldte ) le calcul que donne
Hida de la fonction caractéristique de ef en tant que distribution.

Nous partons de la formule classique suivante, ol X est une v.a.
normale centrée réduite

2
(28) E[exp(cX2/2 +aX)] = e? /2(1_c)/di-c (R(c)<1)
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Cette intégrale peut &tre prolongée analytiquement au plan complexe
privé de la demi-droite [l,m[ de 1l'axe réel.
Considérons un élément du deuxiéme chaos

1
f = EIF(S,t)dBSdBt

od F(s,t) est un noyau symétrique appartenant & Lz(mi), donc définis-
sant un opérateur de Hilbert-Schmidt. Celui-ci admet une base o.n. de

vecteurs propres en€L2(R+), et 1'on peut écrire

2
F(s,t) = z cnen(s)en(t) avec I ¢, <00

et 1'on a alors

f = zzn cn(en-l) avec gn = /en(s)dBS .

Les vea. En sont g%uss1ennes centréeg réduites indépendantes. On

peut affirmer que e appartient & 1% si l'ona ¢ <1/2 pour tout

n . Calculons dans ce cas la fonction caractéristique U(§)_E[e e(8)]

de ef : désignant par a =<§ e les coefficients du développement de
la Vea. efe(é) est un produit de facteurs indépendants

exp( EC (e -1) + a en - %ai )

§ selon les e,

d'ol en appliquant (28) - /2
1. °n 2
(29) U(E) = dexp( 5T, T:E; <€,e > ) avec A = T—T 7~:€——

Le produit infini A converge du fait que Zn ci < . Quand au second
facteur, c'est la fonction caractéristique de la distribution :eg:, oll

g est 1'élément du second chaos
= $/G(s,t)dB_dB, e, (s)e (%) .

Maintenant, il est facile d'étendre la formule (29), par prolongement

’ G(S’t) = Zn 1 C

analytique, & des cas ol ef n'appartient plus & L2 : il suffit en
somme que F appartienne 3 Lz(mf) et n'admette pas la valeur propre 1,
et qu'il y ait une raison naturelle de choisir une détermination des
racines JT:EH figurant dans A .

Hida aborde de cette manidre la définition des intégrales de Feynman.
Nous préférons l'aborder directement.

IV. L'INTEGRALE DE FEYNMAN EN TANT QUE DISTRIBUTION

1. Nous rappelons d'abord la méthode heuristique de Feynman pour cons-

truire la solution d'une équation de Schrddinger
-itH/%
U.f = = =L & =
t e f, H—HO+H1,HO—?ma§2,H1_V
ol V est un potentiel. On connait les deux groupes unitaires Uj =

. t
eXP(-ltHj/n) pour j=0,1 : prenant H=m=1
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Ule(x) = e M Eeexy , 008(x) = (-1 Pexpa (x-y)2/26)2 (7)dy
(dy=dy/J2m). On va utiliser une <<formu1e de Trotter-Kato >>
Yot

U.f = 11m (U

t t/n t/n
Cette expression se calcule explicitement, et vaut
137 Zexp(RRa(x j=x;_1 )P )exp(-188V(x gy IE(x, Ix, o - i

avec X, =X , la sommation I allant de 1 & n . Pour faire un passage 3

n

la limite, comme il n'y a pas de mesure plate en dimension infinie, on
fait apparaitre une densité gaussienne, et on écrit cela comme une espé-

. 2 T
rance brownienne ( on a posé tjzgt ) b=5, ABj:Btj_Btj_l )
.\-n/2 1-i 1 2 .
(30)  (-1)7? B [exp(5E $2(eB,) Jexp(-10T(By  ))2(E,)]

Les intégrales qui apparaissent dans ces formules ne sont pas nécessai-
rement absolument convergentes, car pour V=0, f=1 on retrouve (28) avec
c=l-i, qui est juste sur le bord du domaine de convergence absolue. Il
ne faut donc pas s'étonner que les intégrales de Feynman en dimension
infinie soient définies comme valeurs au bord de fonctions analytiques:
clest déj3d le cas en dimension finie ! .

En revanche, et contrairement & ce qui est souvent affirmé, nous
n'aurons 3 faire aucune renormalisation multiplicative : celle~ci est

déjad réalisée par le changement de mesure de base en (30).

2. Nous allons nous intéresser d'abord au cas ol V=0 dans la formule
(30). Quitte & remplacer f par f(x+:), nous pouvons remplacer E-
par E . En fait, nous laisserons pour l'instant £ de cdté, et étudie-

rons la fonction caractéristique de la distribution

(31) 10/2 exp(%l %E(ABJ.)Z )

( nous disons distribution, et non v.a., car cette v.a. n'est pas inté-
grable : en tant que distribution, elle est définie par prolongement

analytique ). Multiplier (31) par &(§) et intégrer revient i calcu-
ler 1'espérance de (31), non pas sur le mouvement brownien, mais sur le

processus +[ g, ds ( the de Cameron—Martln-Glrsanov ), ou encore &
0

remplacer ABj par ABj + Aj , avec —/ J g€ ds . Pour alléger la

notation, posons l-i=c , AszXjJK , oﬁ 3—1 Xj est normale centrée
réduite. La fonction caractéristique vaut alors

in/gT—T E[exp( ZX + ck /J— + CAZ /2A)]

Lt'espérance se calcule par (28), et vaut
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-C A

2 e”
exp(ckj/2A) e

" p . .n/2
Remplagant c¢ par 1-i , on voit apparaltre au dénominateur un 1n/

qui s'élimine avec celui qui est en téte, et il reste simplement

T;T exp( _lgizn A?/A)
qui tend vers exp(-xgiétéids ) . Posons étgids = <§, 8 .
DEFINITION. On appelle distribution de Feynman ( resp. distr. de Feyn-

man sur [0,t] ) la distribution de fonction caractéristique

(32) UF(é) = exp(—l§i<§,§> ) ( resp. <§,8>, )

Cette distribution est du type étudié en (25)-(26) avec 02=-i, dtol
le développement de F suilvant les chaos

(33) Foa=0 5 Fop = (<1)M(1+2)%p,(0) .

3. Revenons & la formule (30), en y remettant la fonction f : si l'on

traite le cas ot f(x)=e ™™™, on saura aussi ( par intégration en u )
traiter le cas de toutes les fonctions suffisamment réguliéres - par
exemple, des transformées de Fourier de mesures bornées, qui forment
ici une classe naturelle. Mais insérer eiu(x+Bt) dans l'intégrale

] 2
iux-tu /26(iul

revient & y insérer e [0 t])’ et 1'on retombe sur le
9

probléme qui vient d'&tre étudié : la limite de 1l'expression (30) avec
V=0, f(x)=e™™®, est égale 2 exp(i(ux+tu2/2)), qui vaut bien e~1tHo ¢,
4, La mesure Brownienne permet de résoudre l'équation de la chaleur
. p 1.2
ft(x) = EX[foBt] est solution de f,.= 3D Ty
T
et la formule de Kac -/ V(Bs)ds
(34) £.(x) = E¥[e © foB, ]

fournit une solution de 1l'équation ft = (%—-D2--V)ft . De la méme maniére
la <<mesure>> de Feynman permet de résoudre l'équation de Schrddinger

libre 2

_ . s _ i s
ft(x) = E?[foBt] est solution de fy = ED ft ..—1H0ft

et la formule de Feynman ( antér%eure 4 la formule de Kac ! )
(35) £,(x) = Bale M, V(Bg)ds £ ]

devrait nous permettre de résoudre 1l'équation ft= -i(Ho+V)ft . Seule-
ment, alors que la formule (34) ne pose aucun probléme d'interpréta-
tion ( il s'agit seulement d'examiner si une ve.ae. positive est intégra-
ble par rapport 3 une mesure positive ), la formule (35) demande que
1'on calcule la valeur d'une distribution sur une fonctionnelle de
Wiener gui n'est pas une fonction-test.
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La définition des distributions nous ouvre une seule possibilité
pour donner un sens a cette expression : développer en chaos de Wiener
la v.a. sur l'espace de Wiener

(36) h}t{ = e"ié V(X+BS(Q) )ds f(X-C-Bt(O))) = z:n L"[In.(f.l'}.'f.cl)

n!
"~
X
job

Ensuite, examiner si les fonctions ok ont des traces sur les k-diago-

nales, et poser .

37 Gﬁ(z) = I 2Z i! £l<52-..<sk<t h}gk(sl,sl,...sk,sk)dsl...dsk
oll la somme sur toutes les k-diagonales a été réduite & l'unique k-dia-
gonale du 2k-&dre croissant C,,. En principe, pour z=02 cette série
devrait représenter l'espérance de (36) sous la loi brownienne de para-
métre @ , et pour z=-i 1l'intégrale de Feynman.

Nous ne nous proposons pas de faire ici une théorie rigoureuse de
l'intégrale de Feymman : ceci a été fait par de nombreux auteurs. Nous
nous proposons plutdt de traiter une question probabiliste, celle du
développement de la v.a. (36) suivent les chaos de Wiener. Nous ne don-
nerons d'ailleurs pas une démonstration complédte, mais seulement une in-
dication de méthode. Posons

(38) Qt(x,f) = E[exp(-iétV(x+BS)ds)f(x+Bt)]

Ceci est un excellent semi-groupe de noyaux complexes de masse §l ’
pourvu seulement que l'intégrale é |V(x+BS)|ds soit p.s. finie. Son
générateur est formellement D"~ iV , et nous allons supposer que le
semi-groupe est suffisamment régulier pour que la fonction Qt(x,f)
soit dérivable en x 3§ cette dérivée sera notée Rt(x,f).

I1 sera parfois commode de travailler sur l'espace de ‘toutes les
trajectoires continues, sans la restriction By=0 j alors au lieu de
x+B, en (36) nous pouvons écrire Bt , en intégrant par rapport & la

t
loi P* du mouvement brownien issu de x . Nous poserons alors

T
M, = exp(—lé V(Bs)ds ), H = Mtf(Bt) .
Le coefficient de H, dans le chaos d'ordre O est EX[Ht]=Qt(x,f).
Introduisons ensuite la martingale u

BE[H, %] = Q (x,) + 4 3B (u<t)

Par ailleurs, soit Ou 1'opérateur de tramslation (Bs°gu=Bs+u) 3 on a

Hy = MMy 00,-£(By_00)
donc EX[Ht|9u] = Mu'Qt—uf°Bu . Le cdté gauche est une martingale, du
cdté droit (Mu) est un processus & variation finie qui ne s'annule
jamais, donc (Q,t_ufoBu) est une semimartingale. Admettant que nous
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pouvons lui appliquer la formule d'Ito, nous avons
d(Qt—uf°Bu)=(Rt—uf°Bu)dBu + termes 4 variation finie .
et par conséquent

d(M,Q;_,TeB,) = MR, foB dB + termes & variation finie

-

Mais en fait le c8té gauche est une martingale, donc ces termes & varia-
tion finie sont nuls. On a donc sous la loi P*

(39) Hy = M f(By) = Q.(x,f) + / Mu o £(BAB,

Lorsqu'on connalt le développement d'une v.a. en intégrale stochastique
prévisible ©
= E[H] + é T‘SdBS

Le premier terme du développement en chaos de Wiener est égal &

oo}
6 E[qs]st . Pour continuer, onsdéveloppe en i.s. prévisible
ng = Blngl + / Tus®By

et le terme dans le second chaos est alors [ E[n,]dB 4B . Pour avoir
u<s
le terme dans le troisilme chaos, on développe Mug » €btc. Appliquant

ici cette recette, on obtient pour les deux premiers coefficients
rX

(40) By = Q(x,£) ,  By(s) = EX[M_R,_ feB ] = Q (x,R,__T) .

Pour continuer, il faut développer en intégrale stochastique

S
MR, _ Sf(B ) = Qg x,R bosT) * é MusdBg

Mais ce probldme est identique 3 celui que nous avons traité déja,

s remplagant t , et R tes f remplagant f . D'od le second coefficient

(41) h2(u s) = Q,(x,R f)

On a des formules analogues bour tous les coefficients. Nous n'en dirons
pas plus sur ce sujet.

s-u t -S

REMARQUE. Soit P, .la loi gaussienne du processus (GB ). L'intégrale
—1/ V(B_)ds
E5le o TBs)48 £(p 3] = Q¥x,1)

existe sous des conditions tréds faibles sur V , et définit un semi-~
groupe de mesures complexes de masse <l. A quelles conditions Qt(x,f)
preut il &tre interprété comme la valeur de la distribution P sur la
fonction exp(- 1/ V(x+B )ds)f(x+Bt) ht ? Ce probléme est etr01tement

1ié au probléme de la définition de 1'intégrale de Feynman par prolon-
gement analytique de Qt(x f) hors de l'axe réel.
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