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DE
McSHANE D'UNE DIFFUSION SUR UNLE VARIETE COMPACTE

Monique PONTIER Jacques SIPIRGLAS
Dépantement Institut National
Mathématiques & Informatique des
Univensité d'Onléans TéLécommunications
B.P. 6759 9, nue Chanles Fournien
45067 ORLEANS Cédex 2 91011 EVRY CEDEX

On montre dans ce papier que les approximations au sens de McSHANE d'une
diffusion & valeurs dans une variété riemannienne compacte convergent vers celle-
ci en moyenne quadratique et unifcrmément en probabilité sur un intervalle de
temps compact. On donne de plus l'ordre de grandeur de cette convergence, & savoir
le pas de la discrétisation.

La motivation initiale de ce travail s'est trouvée dans l'étude du filtrage
de processus observés sur une variété [12],[13] et plus particuliérement celle
du filtrage approché, tel celui traité dans le cas vectoriel par de nombreux au-
teurs (par exemple [5]ou [9]).

Les deux références principales sont J.M. BISMUT [ 1] et K.D. ELWORTHY [4].
Curieusement, le caractére quadratique et l'ordre de grandeur de la convergence
des approximations géodésiques de diffusions sur les variétés n'y figurent pas.
Les raisons en sont sans doute multiples. Ces deux auteurs étaient avant tout
intéressés par la convergence des flots, c'est-a-dire des solutions des équa-
tions différentielles associées aux conditions initiales. La méthode de BISMUT
consiste & montrer que la famille des lois des approximations est tendue, et ne
peut donc conduire & 1'évaluation des ordres de grandeur de convergence. En
revanche, la méthode d'ELWORTHY développée sur &" conduit i la convergence quadra-
tique et donne la vitesse de convergence & condition d'expliciter, & chaque

étape du calcul, les bornes en fonction du pas de discrétisation.

Soit donc M une variété riemannienne compacte de classe C3, de dimension n,
et d la distance déduite de la structure riemannienne. On considére sur M (m+1)
champs de vecteurs de classe C2 : xo,xl,...xm. Soit (R, é, Et' P) un espace de
probabilité filtré satisfaisant aux conditions usuelles [ 3] sur lequel est défini
un mouvement Brownien standard W & valeurs dans Rm. On considére alors les solu-

tions, uniques au sens de 1'unicité trajectorielle [ 7], des équations suivantes :
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J

(1) dxt = xo(xt)dt + xj (xt) ] dwt ; x(o) = X i

h h hoedy g o h o
(2) dxt (xo(xt) + xj(xt)wt)dt ; X (o) = X

ol j=1...n, t€[0,T] ; h est le pas de discrétisation d'une partition de

l'intervalle Zini [0,7] : t_=0,t =k h, 5 =T, et h.wz =W W)= Awi
T K+l %
sur I = [tk, t_+1[. On note gue l'entier N =5t de l'crdre T/h.
K .
) o o
Pour simplifier 1'écriture, on pose par convzntion wt =t et Wt =1,

Les éguations (1) et (2) deviennent :

(3) ax, = X (x,) o dwz ,%x(0) =x_, 3 =0....m
h h, °j h .
(4) dxg = X (x) wi dt , x'(0) =x_, j =0....m

L'équation (2) et (4) est une équation Zifférentielle ordinaire : c'est
1'aporoximation de Mc SHANE ([10 ] chap. VI.3).

Le résultat de ce papier est le suivant :

. . 3 .
Théoréme 1 : Soit M une variété riemannienne compacte de classe C~, d la distance

2
induite, X, , 1 = 0,...,m, (m1) champs de vecteurs sur M de classe C et W un

mouvenent Brownien standard de Rm. Alors les solutions des équations (1) et (2)

vérifient :
2 h
sup E(d (xt,xt)) = 0(h)
Oft:'l‘
(5)

h
v&>0, P {sup d(xt , xt)>6} = 0(h)
O<t<T

(On note que, par définition, O(h)aest tel gque O(h)/h est borné quand h tend vers
zéro).

La démonstration repose sur deux lemmes : le premier établit un résultat
analogue a (5), mais sur Rp, dans lequel est plongée la variété M grace au théoréme
de WEITNEY [6] ; le second permet de comparer la distance d sur M 3 la distance
euclidienne sur Rp.

Le théorére de Wnitney donne l'existence d'un plongement de classe C3,f,de
M dans Rp (p < 2n+1) ; en particulier, f et sa différentielle (f*)x pour tout x
sont injecﬁzves. Le plongement f permet de transporter sur R° les équations (1)
et (2) de la fagon suivante : f*(xi) Géfinit a priori un champ de vecteurs sur
£ (M), compact de Rp. D'aprés-([8] 1.p. 273), on peut é=endre f*(xi) en un chanmp
Yi, défini sur tout Rp, de classe C2 et 3 surport corsact. Les équations suivantes
sont bien définies et admettent des solutions, unigues au sens de l'unicité tra-

jectorielle :
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= J = i = € .
(6) dYt Yj(yt) o dwt A f(xo) . 3 O0...m, t€ [ 0,T]);
h h,'j h .
= = = 0...m, t€ ,T1.
(7) dy, vj (yt)wt dt, Y, f(xo) , J =0...m [o,T]

La variété M est compacte, donc les solutions de (1) et (2) n'explosent pas
(voir par exemple [2a ])et d'aprés [1] ou [4] :
h h
(8) Y, = f(xt) ety = f(xt) , t€ [o,T].
el

On montre pour les solutions de (6) et (7) sur R* 1l'équivalent de la premiére

partie de (5) :

Lemme 2. Soit sur K& des champs (Yj, j = 0...m) de classe C2 d support compact

. m
et W un mouvement brownien stancdard sur R . Alors les solutions des équations

(6) et (7) vérifient :
h
9) sup E ”yt-yt”2 = 0(h)
o<t<T

Démonstration : C'est celle de ([4] p. 102 et sq) oi 1'on explicite les majorations

de tous les termes. On pose :

h
(10) N(E) = suwp E |ly_ - y_[P
Ofsft
On montre : N
t
(11) N(t) < Oo(h) + K ﬁ) N(s)ds,

et le lemme de Gronwall permet de conclure.

Pour simplifier, on appelle u le processus yh et on note pour tout k :

(12) Yy = y(tk) et u = yh(tk)

De maniére générale, pour tout processus z on note z le processus étagé défini par :

= i € .

(13) z z(tk) sis Ik
Il est connu que si z est une diffusion & coefficients bornés son approximation
étagée z vérifie :

T
(14) s ez, -z |Pas et sup Eflz_-z]|F =om

o s 8 0<s<T

Dans un premier temps, on évalue la différence (yi - ui). La formule de

Taylor avec reste intégral permet d'exprimer :

1

" 2
(15) LYPRE M u'(ti).h + C)(l -s) u (ti + sh)h™ ds
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De (7) on tire

J

(16) u'(ti).h = Yj(ui)ﬁw

pa

i 2.2
(17) u"(t, + sh) = Y_(Y,)(u(t, + sh))AW? AW./h° , s €[o0,1[ ,
i J - i i i

d'ou il vient :
1

(18) U mu =Y. ()W 4 S (- s) YL (Y
i+1 i j i i ° I g

) (u(t, + sh))awlaw? as.
1 1 1

Par sommation sur i de O & k - 1, on obtient :

(19) w - flx) =A + £ Y,(ui)sz + %-Yj(YQ)(ui)szAwf
i=0,k-1
avec
Co 1
(20) = 8WIBW S (1-5) (Y, (¥)) (ult, + sh)) - Y (¥,) (u,))ds
i=o,k-1 T 1 o J 1 J 1

L'équation (6) exprimée sous forme d'intégrale de It5 donne :
t )
k Jo, 1 .30
- = + = d
(21) ¥y f(xo) C) Yj(ys)dwS 2 § Yj(Yz)(ys) s

avec 630 1 si 3 =% 4#0; 0 sinon.

Par différence de (19) et (21), on obtient :

(22) L Ak + Sk + Jk + Tk
avec :
t . .
(23) s, = f K g -y wonad + 263ty v )G - v (v ))ras)
k ° j s j s s 2 j L s j L s
(24) T, = 2z Ly w ) (u,) (wsw? - ajﬂh)
k . j 2 i i1
i=0,k~-1
* 5 yyawd + L g3t
(25) Jk = ﬁ ((Yj(us) - Yj(ys))dws + 5'5 (Yj(yl)(us) - Yj(YE)(YS))dS)

On remarque que l'expression Tk peut s'écrire sous forme d'intégrales de It6 :
t
k _ I .
S (Y ) (3 (8 waw? + & wlawh)
o J 2 s s s s

(26) T =
s

1

k 2
ol les processus ASWJ sont définis sur Ii par w: - wi .
i

On majore chacun des termes en utilisant au mieux le caractére borné et

lipschitzien des Y et Y(Y) et 1'inégalité de Doob pour les termes martingales.
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1. Majoration de Ak. On obtient e utilisant (20) et (7)

;-] L 3
(27) HAkH Sk I . IL.~1|] Awil il ult, + sh)—uiII <K I Il Awi” .
D'ou l'on tire

2 6
(28) sup la b cxn = flawll

et par conséquent :

2
(29) E (sup HAkH ) =0(n)
k

3
car N<T/h + 1, et E || Awill = oid).

2. Majoration de Sk. Par 1'inégalité de Doob d'une part et la propriété de
Lipschitz des Y et Y(Y) on obtient :
2 T _ 2
(30) E (swplls |l) <x s Elly_-vy_|l as
K k - ° s s

qui est un O(h) d'aprés (14).
3. Majoration de Tk. Elle se fait toujours par l'inégalité de Doob

2 g 2
(31) E (sup “Tk‘l)f K [ E||Asw|[ ds
k ]

2
Or, sur tout intervalle Ii' EllAsW! = m(s-ti) dont l'intégrale sur [ 0,T] est
encore un O(h).

4. Majoration de Jk. Comme pour sk il vient :
2 + - - 2
(32) E(§UP||31||) SKJE 'Ius - Ys” ds t €1
1fk

- _ 2
Il est clair que pour touts, E“ u - ys|| est majoré par N(s).

Donc, si l'on rassemble les quatre majorations, il vient :
2 t
(33) E(sup || u, - yiH ) <0(h) +K / N(s) ds
i<k o
On traite maintenant la différence ys - uS :

2 _ .2 - 2 - 2
(34) ly, - u I < 3clly, - 0w, -5l + N5, - u D

Donc, si t est dans l'intervalle Ik' on obtient :

; 2 2 -
(35) N(t) <3(supE ||y -v ) +EGup ||y, -u ) +supEfu_-ui)
- s<t S s i:k 1 1 sft S s
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Le troisiéme terme de cette majoration s'exprime a l'aide de 1'équation de

définition (7), si SEIi :
o2 ; 2
(36) R N A

dont l'espérance est ah pour tout i. Le premier terme est un O(h) par (14) et

avec (33) il vient

t
(37) N(t) <O(h) + K J N(s)ds
o
ce qui conclut la démonstration par le lemme de GRONWALL.

On obtiendra en corollaire l'analogue de la deuxiéme partie de (5) sur Rp

4 l'aide du lemme classique suivant :

Lemme 3. Soit z une diffusion vectorielle solution de

dz

+ b € =z,
N c(zt)dwt (z)dt, t [o,T], z =z

On suppose que 0 et b sont bornés et que 0 est lipschitzien

(38) vé>o P { sup |z, -z > 8} = 0o(h).

I
o:t:T t t

Démonstration : On explicite z, - Et quand t€ Ik
t t

(39) z,_ -2z =/ (0(z) - o(z ))dW + o(z. ) (W - ) + / bz )ds
t t kh s s s kh t kh kh s

On utilise le caractére borné de o et b pour obtenir :

2
+ K'h2

- 2 t - 2
(40) Iz, - z |l <3| ){h (o(z)) - oz ))aw_[|+ Hwt - wkh”

L'espérance du sup du premier terme du second membre de (40), noté B(t,k), est

majoré par la somme en k :
t _ 2
(41) E(sup sup B(t,k) < T E( sup |/ (0(z) - otz Naw_[|)

€ =
k t Ik k=0,N ﬁEIk kh

On applique 1'inégalité de Doob & chaque terme, puis on utilise le caractére

lipschitzien de 0 , et on somme en k :
T _ 2
(42) E(sup sup B(t,k)) <K [E|z -2z | as
- s s
k t€1 o
k
qui est un O(h) d'aprés (14).

Le deuxiéme terme n'est majoré qu'en probabilité :

(43) P{ sup Hwt - kh” >c{ < I pP{sup |w

-w |l > e}
K,t€1, k=O,N t€T t kb
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Or, pour tout k, chacun de ces sup suit la loi de la fonction maximale Hw;“. La
probabilité de l‘événement{” wh* > c } est majorée dans [2 bl en dimension 1, d'ou

1l'on déduit facilement en dimensicn d :

exp(—u2/2h)du

(44) P{”W’}:”>C): 44 f
c/Ya /2mh

Dans l'intégrale majorante, on fzit le changement de variables u2 = c2h/s

= dh
. 2 -
(45) el || W}:H >els< /2acs s 32 xp(-c2/2s)ds
[¢)
L'étude de l'intégrande montre qu'elle est croissante jusqu'en s = 3/c2 qui dépasse
dh dés que h est assez petit

1/2

(46) e { | W;H >c} o< -"%dc(dh)' exp (-c>/2dh)

En particulier, la somme (43) des N + 1 termes (N € T/h + 1) égaux &
P { ||w;H >c} est un O(h)

(47) p{ suwp | W= W ll>c}<om),
O<t<T -

ce qui montre le lemme avec (40) et (42).

Corollaire du-lemme 2 : Sous les hypothéses du lemme 2, on a :

(48) v6§>0, P { sup Hyt - yh||> § } =0().
o<t<T t

Démonstration. Dans la majoration (34) on peut appliquer l'inégalité de Bienaymé
Tchébhichev, puis (33), (10) et (9) :
(49) P {sup ||y, - u.li>8/3} =o)

. i i

i<N

On applique le lemme 3 au premier terme : y est bien une diffusion a coefficients
bornés et lipschitziens :
(50) p{ swp [y -vll>631=0m.
o<t<T
on reprend (36) pour traiter le troisiéme terme qui est majoré par

sup H W donc auss:i par sup|lwt - ﬁt“ et (47) permet d'obtenir :
k t

(x+1) /b wkh“ '

(51) P { sup || u, - Gt1 > §/3} = o(h).
Oft:T
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Les résultats du lemme 2 et de son corollaire pourront se transposer a la
variété M grdce au lemme 4 qui établit que, sur £(M), la distance euclidienne et

la distance induite par d sont éguivalentes :

ces s . 3 .
Lemme 4. Soit M une variété riemannienne compacte de classe C°, 4 la distance

3 P
déduite de la structure riemannienne ; f un plongement de classe C de M dans R .

Alors il existe deux constantes C1 EE.Cz strictement positives telles que :

(52) vx, yEM, c dx,y) < [ £ - £ < ¢, d(x,y)

Démonstration. Les inégalités (52) sont trivialement vérifiées quand x = y. On
ne considérera donc dans la suite que des couples (x,y) avec x # y. Soit par
ailleurs a le "rayon d'injectivité" de la variété M que l'on peut grossiérement
définir comme le plus grand réel tel que, pour tout x, exp;1 restreint a la
boule B(x,a) est un difféomorphisme dans TxM. On peut montrer (voir par exemple
[8] 2 p. 96 et sq) que si M est compacte alors a est strictement positif.
Soit alors x fixé dans M ; le couple (B(x, a), exp ) constitue une carte

au voisinage de x ; on note f la lecture de f et y les coordonnées locales de y

dans cette carte.
(53) ¥=fo exp;let ; = exp;ly , YEB(x,a).

N
On déduit du fait que f est de classe C3 a support compact que f admet des dérivées

secondes bornées. On lui applique la formule de Taylor-Mac Laurin.
Y oA ~

(54) Il £) - £0) - y.of@ | < x|yl

Soit encore en utilisant (53) :

2 " 2
(55) Il¥0f@ | - x I} < £ - €0l < | V.of@ | + x [I3]

- . . . . . v
Par définition de l'exponentielle et de la distance d sur M, la norme de y dans

TxM est exactement d(x,y) ; puisque x # y on peut poser :

(56) Glx,y) =llfty) - £x) || / ax,y)

et on obtient l'encadrement
N

N
(57) I _L, pEO - IVl < 6y < L ofo)) + x|yl
y Yi

Y "
Le vecteur y / Ilyllest un vecteur de norme 1 dans TxM ; cette sphére unité de
T M peut étre engendrée par l'ensexble des u(e) ol e est un vecteur unitaire fixe
n
de R et u un repére orthonormé quelconque de T M. Par ailleurs, la différentielle

Df(O) est l'expression en coordonnées locales de la différentielle de f en x,

(f*)x :
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"
(58) L p¥o) = (£,) (ule))
[yl

On définit ainsi une application sur O(M), fibré des repéres orthonormés de M,

a valeurs dans Rp :
(59) (x,u) > (£)) (u(e))
* X

Cette application est continue sur O(M), qui est compact comme M ; de plus, f

étant un plongement, f*

encadré par des constantes strictement positives. Il existe donc € dans] 0,al,

est injective en tout point et || (f*)x(u(e))” est

Kl et K2 strictement positives, tels que

(60) ¥x et yYEM, x # y, d(x,y) < €= K1 < Glx,y) < K2

Le nombre € étant maintenant fixé, on considére le sous-ensemble compact de M x M :
(61) Fa {(x,y) €EMxM / dx,y) > €}

La fonction G est évidemment continue et strictement positive sur F ; il existe

donc deux constantes Ki et Ki strictement positives telles que :

(62) vx et YEM, d(x,y) > Ki < Gx,y) < Ké

Les encadrements (60) et (62) montrent le lemme.

La démonstration du théoréme 1 est alors simple :

Démonstration du théoréme 1. Le lemme 4 montre

h
(63) vt€[o,T] alx.,x) < ¢ Hf(xt) —f(xt)"

Le lemme 2 montre alors :

2 2
(64) sipp E || £(x) - f(x:) I =sw Ely, - y:|l = 0o(h),
Oo<t<T O<t<T
et son cofollaire : w60

h
65) P {sup | f(xt) - f(x:“ > &} = P{ sup ] Y, - yt" > 8} = o(h)
o<t<T o<t<T

ce qui, avec (63), montre les deux résultats du théoréme.

on note en conclusion que ces approximations xh de Mc Shane sont des
polygones géodésiques dans le cas ol les champs de vecteurs (Xj,j = O...m)
vérifient la condition pour tout i,j,k :
i
X :
R PR e

3 rkl xj (o]

En particulier, 1'approximation géodésique du brownien ([1] , [11]) vérifie ces

hypothéses et donc admet les propriétés (5) sur une variété riemannienne compacte.
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Que les Professeurs Elworthy et Baxendale soient ici remerciés des utiles

suggestions qu'ils ont bien voulu nous faire.
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