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EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES MULTIVOQUES

UNIDIMENSIONNELLES

par D.Lépingle et C.Marois

Dans [2], P.Krée introduit la notion d'équation différentielle stochastique
multivoque associée 3 un opérateur maximal monotone, il montre un théoréme global
d'unicité, puis un théorme d'existence lorsque la composante brownienne et la com-
posante multivoque agissent dans des directions séparées. Un cas tré&s fréquent
d'opérateur maximal monotone multivoque est constitué par la sous-dérivée d'une
fonction convexe; quand cette fonction vaut 0 dans un fermé convexe, +» au-dehors,
il s'agit simplement d'un probléme de réflexion au bord d'un domaine convexe, et
les équations stochastiques correspondantes ont déja &té &tudides notamment par
H.Tanaka (5] et J.L.Menaldi [4]. Comme ce dernier, nous utiliserons une méthode de
pénalisation pour donner un th8orgme d'existence et d'unicité dans le cas unidimen-
sionnel avec un opérateur maximal monotonme multivoque quelconque, dont on sait que
dans ce cas il provient nécessairement de la sous-dérivée d'une fonction convexe.
Cela nous permettra de traiter aussi bien de problémes avec réflexion que de problé-
mes ol la dérive est la somme d'une fonction linéaire et d'une fonction décroissante

quelconques.

1. ENONCE DU PROBLEME ET DU RESULTAT.

Soit h une fonction convexe, semi-continue inférieurement, définie sur R et

3 valeurs dans ]—w,+«ﬂ. Nous dirons qu'elle est propre si
Domh = { x €R : h(x)<+»o }

a un intérieur non vide. On lui associe 1'opérateur multivoque dh par la définition

suivante:

(x,y) € Gr(dh) &> ¥ z€R, h(z) > h(x) + y(z-x) .
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On a alors
Dom 3h ¢ Dom h ¢ Dom h = Dom 3h s
d'oll de chaque c6té de 1'axe réel quatre types de situations:
- cas I : pas de bord, Dom 3h s'étend jusqu'3d 1'infini;

- cas IT : le bord d€Dom 3h ;

cas III : le bord d #Dom 3h , mais deDom h ;

- cas IV : le bord df¢Dom h .

cas II cas ITI cas IV

Dans tout ce qui suit, on travaillera sur un espace probabilisé filtré

fixé (Q,(G't) ,P), la filtration &tant continue 3 droite et &, contenant tous les

0
ensembles négligeables des 4t

Nous pouvons énoncer maintenant le résultat 3 obtenir.

THEOREME. On se donne

- un mouvement brownien réel W défini sur 1'espace probabilisé donné;

. une fonction h convexe, propre, semi-continue inférieurement;

. deux applications lipschitziennes ¢ et g de R dans lui-méme, de coefficient de

Lipschitz a;

. une variable aléatoire 7 ¢§o-~mesur::1b1e, 3 valeurs dans Dom h.

Il existe alors un unique couple de processus continus adaptés (Yt’Kt) tels

que

. Yt ait ses valeurs dans Dom h avec Y0=n H

. Kt soit & variation localement finie avec K0=0 5

. dYt = G(Yt)dwt + g(Yt)dt - th H

. pour tout couple (at,Bt) de processus optionnels tels que (at,Bt)eGr(ah), la

mesure (Yt—qt) (th-Btdt) soit p.s. positive sur R, .
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On dira que ce couple (Y,K) est solution du probléme (h,0,g,n).

2. DEMONSTRATION DE L'UNICITE.

Soient (Yl,Kl) et (Y2,K2) deux couples solutions du probléme (h,0,g,n)
sur le méme espace probabilisé&, et avec le méme mouvement brownien W . Montrons
d'abord que (Yl-Yi)(dKi—dKﬁ) est p.s. une mesure positive sur R,. Pour e>0 arbi-

traire, posons
Yl + Yi
o, =——r-=71]

+b 1
t 2 1,42
{Yt>Yt+e}

1 .2
{y, <Y +e}
ot b€ Dom ph, et soit Bt un processus optionnel tel que (at,Bt) eGr(dh). Si 1'on
note k_ et k+ respectivement les dérivées 3 gauche et 3 droite de h, d&finies sur

Dom h , et finies sur son intérieur, on pourra prendre par exemple pour processus
1,2
Y, +Y

_ t ot
B, = k(5O 1

t + cl

+
1.2 1,2 ’
{Yt>Yt+e} {YtsYt+e}
ot (b,c) € Gr(dh). Alors,

1_ 1
(Y, -o )(th—Btdt) 20

1
{Y{ >Y§+e} tt
(-0, ) (k% dt) > 0
t %t t 't ’

1
{Yl >Y§+e}
puis

1420 a0l
1 (Y =YY (dK.~B dt) > O
(rboy2eey FeTe (B0

2 1 2
1 Y'-Y )(dK -g . dt) > O
{Y%>Y€+e} ( c t)( t Bt ) ’

d'ol

2

1
O Y

1 .2
1 (dK -dK) >0 .
trl>v2ee) ) (K mdkY)
‘ . 1,2 1 2 1.2 .
Comme € est arbitraire, on a donc (Yt—Yt)(th—th)>0 sur {Yt>Yt}, puis par

symétrie sur {Yi>Yl}, et de mahiére &vidente sur {Yl=Yi}.
Posons
T = inf {t>0: |Y1|+|Y2|2p} pour péN*
P t t

1 2
Zt Yt Yt .
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Alors,

tAT tAT
P 1 2 1.2 p 1y _ 2 1_,2
2 _ (0¥ -0 (Y )) (Y -Y )dW, +/0 (8(¥y) g(Ys))(YS Y))ds
0
1 [T, 2,.2 EAT, 120 1 2
+3f0 (0(¥)-0(Y)) ds - o (Y,-Y) (dK_-dK )

leae
tAT
2 A p)

.2 [taT
a‘ Pol_v2y2
s (a+2 )i (Ys Ys) ds + Mtl\Tp s

ol M est la martingale locale

t
1 2 1,2
Mt =/0 (()‘(Ys)—(.'f(Ys))(YS--YS)dWs s

qui vérifie E(M )=0 . D'oli

t/\Tp
1 2 a2 [t 2
5 E[(ZCATP) IS (- )/(; E[(ZS'\TP) las

puis par Gronwall E[(ZtAT )2]=0 , et donc Z=0.
P

3. PROPRIETES DES FONCTIONS CONVEXES DECROISSANTES.

LEMME. Soit h une fonction convexe, propre, semi-continue inférieurement et

décroissante. Il existe alors une suite (kn,nzl) de fonctions numériques sur R,

négatives, croissantes, lipschitziennes de rapport n, vérifiant kn+l(x)<kn(x)

pour tout x réel, telles que

. pour x € Dom d3h , 11mn_mkn(x) = k+(x) 3
. pour x ¢Dom dh , 1imn_mkn(x) — .

DEMONSTRATION. Pour n%l, on définit 1'opérateur kn de R dans R par son graphe
1
{(x+;y,y) ol (x,y) €Gr(3h)} .

Pour tout un réel, la droite d'équation u=x+ly coupe Gr(3h) en un point et un seul,
n
ce qui prouve que kn est une application numérique sur R. Si deux couples (x,y)

et (x',y') sont damns Gr(gh), on a (x-x"')(y-y')30 , donc
2 2 ]
G-y ¢ n [(X—X')+1;(y~y')]2 s

ce qui montre que kn est lipschitzienne de rapport n.
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Comme (x,y) € Gr(@h) et que h est décroissante, on a y<0 et kn est négative.
Puisque
l ] 1 ] 1 ] ] 1 |l 2
[z =(x"+2y D] (r-y") =Gxx") (r-y D +=(3-y") " 20,
la fonction kn est croissante.

Si, toujours pour (x,y) et (x',y') dans Gr(dh), on a x+éy=x'+5%iy' , alors

0§ (xx")(y-y") ;(—jlm(ny'-ny—y) (y-y")

___l___lz_ —
- n+1(y v n(n+1)
PP P
et ainsi y'gy, donc pour tout u réel, kn+1(u)skn(u) .
Soit (u,v) € Gr(dh). Si u=x+%y avec (x,y) € Gr(dh), de (u-x)(v-y)20 on tire
y(v-y)30, d'ol v§y , ce qui montre que kn(u)ZV, et en particulier pour tout

u €Dom(dh), kn(u)>k+(u). Si maintenant u'<u, alors de (u'—%kn(u'),kn(u'))e Gr(dh)

on déduit
(umu'+ iy (u)) vy (0)) 20

Si lim k,(u')>~> , alors lim  (u-u') (v-k,(u'))>0, d'ol lim k. (u")sv , ce qui
n>e n-»0 Do I
prouve 1i.mn_’Oo kn(u')SR_(u)sk+(u). La continuité 3 droite de k_ permet de conclure

que 1imn+m kn(u')=k+(u') si u'e€ Dom 3h , ou = si u'¢ Dom Oh .

4, EXISTENCE. CAS DECROISSANT.

On se propose dans ce paragraphe de montrer 1'existence d'une solution
lorsque les hypoth&ses du théoréme sont vérifiées et que de plus h est décroissante.
Soit alors (kn,nzl) la suite de fonctions du lemme. On consid&re les équations

différentielles stochastiques

n _ n n _ n
ary = (Y)W + g(¥D)de - k (¥D)de
n -
=N .

Le caract&re lipschitzien de o,g et kn montre 1'existence pour tout n2l d'une solu-

n+l

tion unique ", Comparons maintenant Y et Y au moyen de la méthode employée par

Le Gall [3]. Grice 3 la formule de densité des temps d'occupation,
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t n n+l, 2
(0(¥)-o(¥s 7))
—— e S Ll
/i‘-f Lo (Y- vy - T ds g a’t <,
0o (s~ ¥s )

n+l . Ut
et la continuité en z&ro du temps local montre que L (Yn -Y" )=0. Si x =max(x,0),

la formule de Tanaka montre que
-yt * —/1 gty [(8 (¥ ~ky (Y1)~ (g (Y2 )=k, (¥1+1)) T qu
0

/1{ n, ] [o(Y“) 0(Yn+1)]dwu

U l.l

n+l n+l

)=k (V7)) Jdu

") n o+l [c(Y )- o(Y“”
0 {Yu>Yu

fl [<g<Y )=k (Y))= (g (Y0
0
+ )}dwu s

d'ol

n+l

B[ sup(r®-v2H"?) ¢ ZE[(supfl o ontl, [EED -2y~ (7D -k_ (™) aw?]
o {y >y '}

s<t s<t u ‘u

+8 E%‘KI{Yn>Yn+1 [o(x)- G(Y“”)l du]

u -u

(z(a+n)2t+8a2)EE[((Y n+l)+)2d] )

. . n+
Ainsi, p.s., on a Y:SYt ! pour tout t et tout n>1 .

Choisissons maintenant un couple (b,c) arbitraire dans Gr(dh) et considé-
rons 1l'équation suivante relative aux processus Z et L
. ZO = max(n,b)
. Zt est continu adapté 3 valeurs dans [b,+m[
. Lt est continu adapté nul en zéro et décroissant
. dZt = c(Zt)th + g(Zt)dt - cdt - st

. la mesure (Zt_b)st est nulle.

D'aprés [l], le couple (Z,-L) est exactement la solution unique du probléme de

réflexion en b avec les coefficients 0(x) et b(x)=g(x)-c . Comparons maintenant
n

Y et Z. Pour chaque n, le temps local en z&ro de Y'-Z est nul, pour les mémes

raisons que ci-dessus. Egalement,
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'S
E[(sup(Y _z )+)2] 2 E[(sup/0 (2} [(g(Y )-kn(Yz))—(g(Zu)—C)]du)zl

s<t sgt
+ 8 E{l [G(Y )-0(Z )] du] .
{Yu u

Sur {YE>Zu}, on a Y2>b, donc kn(YZ)zc, et ainsi

+.2 t n 2
E[(sup(¥3-2) ")) < 2 E[(/O I{Y:>Zs}(g(Ys)—g(Zs))dS) ]

st

t
+ 8a2 E[/ (Y -2) ds]
o {y >Z}

< 2a%(t+4) f e[(*"-2 )*?]as .
0 S S

n
Donc p.s. Yt(Zt pour tout n et pour tout t .
Posons maintenant

lim ™
t —q t

t t
e = Yt +n +/(; cr(Ys)dws +/0 g(Ys)ds .

. 1 .
On a bien p.s. —«KYtsYtsZt<+w . I1 faut montrer que (Y,K) est solution du probléme.

<
"

~
]

Continuité 3 gauche.

Le processus Yt est prévisible, presque toutes ses trajectoires sont des
fonctions semi-continues inférieurement, et il en va de méme pour —Kt. Comme
/O‘to(Y:)dWs tend vers ‘/O‘tc(Ys)dWs uniformément en probabilité sur les compacts de
R+, il existe un ensemble négligeable et une sous-suite (np,pzl) tels qu'en dehors
de cet ensemble il y ait convergence de j{tknp(sz)du vers Kt_Ks pour Ogs<t<e

s

~

Donc, p.s., K est un processus décroissant, continu & gauche puisque semi-continu

supérieurement.
L'extérieur.

Montrons que p.s. Yt reste dans Dom oh. Soit d la frontié&re de Dom dh, sup-
posée non vide, et supposons qu'il existe t>0 et b<d tels que Yt(w)<b. I1 existe-

rait alors sé€ ]0 t[ tel que Yn(w)sb pour s<ust et pour tout n, et on aurait

K (w)—K (w) = 11m ].k (Y p)du € (t=-s)lim kn (b) ==
P> p

ce qui est impossible.
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L'intérieur.

Lorsque Yt(w) appartient 3 1'inté@rieur de Dom dh, pour tout €>0 tel que

Yt(w)-e soit encore dans cet intérieur, il existe §>0 et un entier q tels que
sz(w) > Yt(w) - € pour tgust+d et p2q .

Ainsi, pour 0<y<6,
t+y
k
o f ¢ )

ce qui prouve la continuité 3 droite de Kt et Y

Kt+Y(m) - Kt(w) » lim (Yt(w)—e)du ='yk+(Yt(w)—€) > Yk_(Yt(w)) ,

., Si [s, t] est un intervalle tel

que Yu(w) reste dans un intervalle [a,b] inclus dans 1'intérieur de Dom oh pour tout

u dans [s,t] , on a de méme
(t-s) k_(a) Kt(w) - Ks(w) § (t=s) k (b) ,

et cela montre que sur tout intervalle oll Y(w) ne rencontre pas la frontidre de
Dom dh, la trajectoire K(w) est absolument continue par rapport 3 la mesure de Lebes-

gue, avec une densité comprise entre k_(Y(w)) et k+CY(w)).

Le bord.,
Montrons maintenant que lorsque Yt(w)=d, il n'y a pas non plus de sauts 3

droite. Pour e>d, on pose
T = inf {t30: ¥_-Y_ > e-d}
ty 't
et supposons P(T<w)>0. Sur {T<w}, YT=d, Y;sd, et si

. n
Tn = inf{t>T: Yt>e} ,

on a lim T =T . Sur l'espace filtré ({T<w},%® n{T<m},E£;f£If:22) , le processus
e B T P (T<w)

w;=wt+T—wT est encore un mouvement brownien et les processus Yén=Y2+T sont solutions

de

mo_ i ' m - (2
dYt O‘(Yt )dwt + g(Yt )dt kn(Yt )dt

.} n
Yo YT .

Pour d<f<e, soit X" 1a solution de
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n
dXt
n

n

n f n _ n
c(xt)dwt + g(xt)dt kn(Xt)dt

%

f

et un théoréme de comparaison &lémentaire montre que p.s. sur {TI<w}, Xﬁ}Yt':n. Si
. n PP . .
1'on pose X = 1im X , comme X =f est dans l'intérieur de Dom gh, on vient de voir
t —m» t 0
que X est continu 3 droite pour t=0, et ainsi, pour

. n,
= > .
S inf {t>0 : Xt>e} s

on a lim S >0 p.s. sur {T<o}, Comme T >T+S_, on ne peut avoir lim T =T p.s.
oo I n n n
sur {T<=}, d'ol la continuité 3 droite de Yt sur le bord.

Etudions d'un peu plus pré&s ce qui se passe lorsque Yt rencontre le bord.

Si d ¢ Dom dh (cas III et cas IV), alors kn(d)—)—w et
K = lim k, (Y_P)ds < lim 1ry _nk. (d)ds ,
t pre o p s pr® {Ys—d} np

d'ol [tl _1ds =0 .
o (¥g=d}
Si d€Dom oh (cas II), alors kn(d)-»k+(d)>—~°° . Choisissant pour fonction

j(x)=1 pour x=d et j(x)=0 pour x#d, on montre grice &‘la formule

/Rj(a)L:(Y)da - /ot j(Ys)o‘Z(Ys)ds

t t
que O‘Z(d)/ l{Y =d}ds=0 , donc 2 nouveau [ l{Y =d}ds=0 si 0(d)#0. Si o(d)=0, la
0 s 0 s

méme formule avec j(x)= pour x>d et 0 pour x<d montre par continuité@ du temps

(x-d)?
local en d que Li(Y)=0, d'ol

t t

Y=n+ftl o(Y_)aw +f1 g(Y)ds—/l K,

t 0 {Ys>d} s’ s Jy (Y >d}" s b (¥ >d} s
ce qui montre que

f‘t t

1 =dK=g(d)fl —q1ds

o {Ys d} s o {yg d}
Or, pour tout e>d tel que l'on ait Y(w)<e dans un intervalle [u,v] , on a

K (W) - K W ¢ (v-u) k (e),

et par conséquent pour tout s30 tel que Ys(w)=d , on a

. { K, (w) =K, ()
lim sup
0

s |v-ul<r, 05u$s<v} < k+(d) .
v-u
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On vient de voir que si {s:sst,Ys(w)=d} est de mesure de Lebesgue non nulle, la
densité de K sur cet ensemble doit valoir p.p. g(d) ; cela nécessite donc g(d)<k+(d),

autrement dit (d,g(d)) € Gr(dh) .

Conclusion.

I1 reste 3 montrer que pour tous processus optionnels at et Bt tels que
(at’Bt) € Gr(dh) , la mesure (Yt—at)(th—Btdt) est positive. C'est clair par monotonie
de %h sur 1'ensemble des (s,w) tels que Ys(w) soit dans 1'intérieur de Dom dh, car
alors Ks a une densité comprise entre ijs) et k+(Ys) . Enfin, si la mesure I{Ys=d}ds
n'est pas nulle, on a nécessairement (d,g(d)) € Gr(dh) et

- = - -8B )ds > 0
I{Ys=d}(YS—as)(sz B ds) l{Ys=d}( us)(g(d) Bs) s s
tandis que si cette mesure est nulle,
}(d—as)sz 2 0.

l{Ys=d}(Ys—as’(sz—Bsds) = 1{Ys=d

5. EXISTENCE. CAS GENERAL.

Passons au cas général d'une fonction h convexe, propre, semi-continue infé-

rieurement, et choisissons b et ¢ dans 1'intérieur de Dom oh, avec b<c. Posons
h’(x) = h(x) pour x<c
= h(c) + (x~c)k_(c) pour x>c

h?(x)

h(x) pour x2b

h(b) + (x-b)k,(b) pour x<b .
Les fonctions

W@ = R (x) - (x-c)k_(c)

h'2(x) = h2(-x) + (x+b)k_ (b)

sont convexes, propres, semi-continues inférieurement et décroissantes. On obtient

aisément une solution (Y!,K!) au probléme (h',q,g,n') en considérant d'aprés le para-
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graphe précédent la solution (Y'',K'Y) du probléme (h'l,o,g~k_(c),nl) et en posant

1 - Y'l
Yt t
K= KM+ k (o)t

(on a choisi n! arbitrairement qa—mesurable 3 valeurs dans Dom on'). Pour le problé-
me (h%,0,g,n?), on considére d'abord la solution (Y'%,K'?) du probléme (h'%,0',g',

-n2), ol

o' (x)

u

- o(-x)

n

g'(x) = - g(-x) + k() ,

et 1'on trouve la solution cherchée en posant

2 _ o yr2
Yt Yt
2 _ g2
Kt Kt + k+(b)t.

Notons alors (Y!’!,K!’!) 1la solution du probléme (h!,o0,g,n) et posons

S1 = inf {t>0 : Y;’1= el .

P(.(\{Sl<°°})

1 ") muni du brownien W'=W -W, , on pose
P (S, <) tt

+S, 'S

Sur ({sl<w},§t+sln{sl<w}, s

(Y}?2,k!’2) 1a solution du probléme (h?,0,g,c), puis

= 34 . 1s2 _ .
Sy inf {t>Sl : Yt—S] b} H

de méme, sur {52<”}s on pose (Y!’%,k**3) 1la solution du probléme (h',0,g,b), et

ainsi de suite.
Egalement notons (Y2°!,K2’!) la solution du probléme (h%,0,g,n) et posons

= i . 291
T, = inf {t>0 : vi b}

puis

-3 . v293 _
Tz inf {t>Tl H YtlTl c}

et ainsi de suite. Il est facile de vérifier que les deux suites (Sp,pzl) et
(Tp,pzl) tendent vers 1'infini p.s. On trouvera la solution du probléme (h,0,g8,N)

en posant
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(e}

+1
Y = 1 (Yl,ll + 5 Yl’p 1 )
t {neb}* 't {t<s,} pml t sp {Sp<t$Sp+l}
+1
+ 1 (y2! + § v22P )
{n>b} 't {tch} t= ’l‘ {Tp<t<Tp+l}
0
+1
K = 1 (K4 +§ Ki:P 1 )
t {n<b} A tAS -s_ {s st}
" p=l K pr) 5 15
0

2,p*1

+ 1 (R2° 4+ 3 K o 1 ) .
{n>b} tat om1 (EAT ) T {Tpst}

6. QUELQUES PRECISIONS.

La démonstration d'existence nous a permis de décrire le comportement de la

solution (Y,K). Nous allons donner quelques détails supplémentaires.

Soit b dans 1'intérieur de Dom h. Lorsque Yt vaut b, K admet en t une densi-
té par rapport 2 la mesure de Lebesgue sur R . Si 1'ensemble {t: Yt=b} a une mesu-
re de Lebesgue non nulle, K a sur cet ensemble la densité g(b), et de fait Y reste
en b d&s qu'il a atteint ce point. Sinon, k+(Yt) et k_(Yt) sont &gaux p.p. sur lR+,

donc égaux 3 la densité de Kt’ du moins tant que Yt reste 3 1l'intérieur de Dom h.

Soit maintenant d un point de la fronti&re de Dom h (cas II,III ou IV). De
la méme fagon, si 0(d)=0 et (d,g(d)) est dans le graphe de dh (nous sommes néces-
sairement dans le cas II), Y s'arréte dés qu'il a atteint le point d.

Sinon, la mesure de Lebesgue de 1'ensemble {t: Yt=d} est nulle et la formule de

Tanaka appliquée au cas oll d est frontiére 3 gauche donne

t t
= - 1.d
Y =n +[ iy >q}9 (¥ ) dW, +f iy »q)8(Y,)ds fl{Y sapdk + 3 Lo
0 s 0 s 0 s

ce qui montre que

LS' si d est fronti&re i droite ) .

~
+
N —

t
[0 My -y =2t
s

Si d n'est pas dans Dom h (cas IV), on peut voir que LS=0 (respectivement

d_ . ‘o
Lt =0). En effet, en se plagant pour simplifier dans le cas oii h est décroissante,

on a
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t n_p t
K, = lim / k, (¥ )dss[ K (Y) ds
pro Jo b s 0 s

. .d .
si Lt>0’ on aurait

t 15
2 _ a - -
/(; [of (YS) k+(Ys) ds = J; k+(a) Lt da = ,

2 ~ N .
et comme O (YS) est borné sur [O,t], cela entrainerait Kt=-°° . De plus, lorsque
2h(z) N P . o .
o(d)#0 et exp gz—ai—)— dz = + ® (méme condition avec d- si d est frontid&re 3 droite),
+
alors p.s. le processus Y n'arrive jamais en d. En effet, supposons encore h
décroissante, et soient b et ¢ tels que d<b<c et 0(x)#0 pour dsx<c ; soit enfin "

1'approximation de Y de condition initiale Y8=b 5 si 1'on pose

T = inf {t>0 : Y°= d ou c},
n t

alors

n

f [ zj’zgm)—kn(u)
A exp |- X -—Oz—z-u—)—— du] dz
c

P(YT =d) = 2
n
-2 | &8(W-kn(u) gu] 4
[ - | 2[ oy e
d p, 0 (u
. . 2h(z) _
et cette expression tend vers O quand n’= si exp ———=dz = + @ .,
d+ 0% (d)

Pour conclure, notons que Y est une diffusion de générateur infinitésimal

A défini par

P(A) = {feCé(Dom on) : af 03la frontAiére de Dom dh}
dx
2
A = 5 0?20 L@ + @ )
dx? dx

oll h' est toute fonction sur l'intérieur de Dom dh telle que (x,h'(x)) € Gr(dh)
avec la seule condition: lorsque g(x)=0 et qu'en méme temps (x,g(x)) € Gr(dh),

alors on doit choisir h'(x)=g(x).
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