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SUR LA METHODE DE PICARD (EDO et EDS)

Denis FEYEL'")

On sait que la solution d'une équation différentielle ordinaire lipschitzienne
est & croissance au plus exponentielle. Cela conduit 2 remplacer la norme uniforme
par une norme équivalente pour laquelle on pourra appliquer le théordme du point
fixe de Banach. Une méthode analogue permet de traiter le cas des équations diffé-
rentielles stochastiques.

Considérons 1'équation différentielle ordinaire :

dxt = F(t,xt)dt 3oXg =X

ol F est borélienne sur [o,a] x B, B est un espace de Banach (norme |.

), et
F vérifie la condition de Lipschitz uniforme :

|F(t,x) - F(t,y)| <K |x-y| , pour x et y €B
a
et [ |F(t,o)| dt < «
o
Si x est une fonction sur [o0,a] 2 valeurs dans B , posons
== SWoctca [OPI-CIX|
PROPOSITION. L'application =~ a définie par
- t
T, = X* IO F(s,xs) ds

est contractante pour ¢ > K .

Démonstration. On a pour tout t € [o0,a] :

t
exp(-ct) lyt~ - Xt~| <K ( exp(-c.(t-s)) exp(-cs) |ys—xs] ds < K/c || y-x ||
[e]
puis Iy™ =" Nl < ®e [y |
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Remarques. 1) En posant x(t,to,x) =¥ + J F(s,x(s,to,x)) ds , on trouve la méme
o

majoration, de sorte que la suite de Picard converge uniformément par rapport a

(t,t,,x) € AxB , avec A= {(t,t)/0 <t <tga} .
2) En désignant par X" une suite de Picard, on trouve 1'inégalité :
|x-x°| <A explct) | x - ||

pour t < a, obl A est une constante ne dépendant que de K/c , de sorte que si
F(t,0) est a croissance au plus exponentielle, alors x
sance au plus exponentielle.

+ elle-méme est A crois-

CAS DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCEASTIQUES

Considérons 1' EDS :

d)(t = 1=(t,>(t)dwt + G(t,Xt)dt ;o X, =X

ol Wt est un mouvement brownien & valeurs dans un espace euclidien B de dimen-

sion finie m et de norme

, par rapport a un systéme (Q,E_t,P) vérifiant
les corditions habituelles.

Disons pour simplifier qu'un processus est euclidien si :

- il est a valeurs dans B ,

- il est prévisible,

- il est de carré intégrable.

On supposera que ¥ € L2 (_F_‘O,B) , et que F et G ont les propriétés suivantes :

a) pour tout t € [o,al , F(t,.) et G(t,.) sont des applications définies
. 2 2
sur Lz(f_'t ,B) & valeurs respectivement dans L (g_t, End B) et L (_Iit,B) . (Rappe-
lons que End B est euclidien pour la norme de la trace).

b) ona: N, (F(t,A) = F(t,n)) < KNy(-p)
N, (G(t,A) = G(t,u) < K Ny(A-u)

pour tout (,u) € Lz(gt,s) }
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c) pour tout processus euclidien Y F(t,Yt) et G(t,Yt) ont des modifica-

t ’
tions en processus prévisibles.

a 2 2
d) E [ (|F(t,0) | + |G(t,0) |“)dt < = .

o
On introduit la norme suivante pour un processus prévisible Xt :
1% = supy ., exp(-ct) N, (x,*)

%]

* =
avec X £ SupS <t s

THEOREME. L'application X » X~ définie par

t
Xt =% + [0 F(s,XS)dWs + G(S’Xs)ds

est contractante pour ¢ > Sup(2K, 8K2) .
Démontrons d'abord le :

LEMME. Sotent H et Ve définis par :

t t
th[fdeS,Vtzf gsds
o o
ou ft (resp. gt) sont des processus prévisibles d valeurs dans End B

(resp. B) . On a les majorations :
, ~
lalls /e Qirll, IHviicielqll
Démonstration. On écrit :
t
2 2
E(JH %) =E fo [£.]° as

t
exp(—2ct)E(|Ht|2) 5[ exp(-2c(t-s) )E(exp(-2cs) [fS|2 ds
o]
exp(—2ct)E(|Ht|2) < 1/2c (1-exp(-2ct)) || £ ||2

En utilisant 1'inégalité de Doob et en prenant le Supt <a ¢ On obtient la premitre
inégalité. -
On a maintenant
t
2
la |” as

t t
Vr2<2 | [V | lg|ds<r | |v|?
il B sl lagl ds < [V % as + 1/
o

o o
pour tout A > O , ce qui est une manitére d'écrire 1'inégalité de Cauchy~-Schwarz.

On en déduit :

Elep(-208) [V*|%) < vze [V P+ 1/2¢ || g P
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En prenant le Inf)\ puis le Sup ., » O obtient la deuxiéme inégalité.

Démonstration du théordme. Si X et Y sont deux processus euclidiens, on a par

le lemme :
I 7=l < v/er (%Y ||
avec c'=c¢/(1+ (20)1/2)
donc 1l'application est contractante pour c > Sup(2K,8K2) .

COROLLAIRES.
1) On retrouwve évidemment le fait que la suite de Picard définie par Xto =X
converge uniformément sur l[o,al pour presque toute trajectoire.

2) Supposons que les processus F(t,o) et G(t,o) sotent uniformément bornés

par une constante M . Le lemme entraine la majoration indépendante de a :

12 -2 | < wer

Pour c¢' > K, et st X est le point fixe, on a donc :
|| x - x || < K/e'-K) M/c' = KM/c'(c'-K) < M(c'-K)

Il s'ensuit que pour tout t € [o,+°[ , on a :

NZ(Xt - x) < Mexp(ct)/(c'-K)

St l'on fait tendre t vers 0 , il est loisible de prendre par exemple c=1/t,

ce qui donne

1/2

Wy(x, - x) < 4 Me £/%/01-axe? )

On trouve évidemment que X, tend vers X quand t tend vers 0 , mais ce qui
est intéressant, c'est que la majoration est uniforme par rapport d X .

[efoXofooNoR ot ogeo o]

MAJORATIONS DANS IP . On suppose p> 2 .
‘qs . 2
L'espace B est toujours euclidien, mais on remplace L  par P  notamment
dans les hypotheses a), b), c), d) .

On introduit la norme suivante, pour un processus prévisible :

% |l= Supy oo exp(-ct) Np(Xt)

THEOREME. L'application X - X~ définie comme plus haut est contractante pour
c > Sup(ZK,4ApK2) , ou Ag = p/2 (p/p—z))p .
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I1 faut modifier le lemme.
EwE. ona  H <A s,
et toujours ||V || < 1/¢c | g || -

Démonstration. D'apreés la formule d'Ito :
t

|l—It|p = martingale + p(p-1)/2 f |fs[2 |HS[p_2 ds

o
On applique 1'inégalité de HOlder :
’ o [t 5 (t
|Ht|p < martingale + p(p-1)/2 [BA f |fS|p ds + oA I |Hs|p ds]
o o
+
pour tout X €ER , a = (p-2)/p,8 = p/2 .
On en déduit successivement :

exp(-pet) E(|H|P) < p(p-1)/2pc [ 0% £ [P+ ax™® || 1 P
exp(-pet)EH.P) < p(o-1)/2pc (/=12 (82" || £ P+ oa™® || 1 |P)
d'aprés 1'inégalité de Doob. En prenant le Inf N et le Supt <a ' o0 obtient :

2 2 2
a7 <a7e | £ |
On a maintenant
t

lgg|P as + a? f v |P as]

t t
v *|P 2Vp-1d )\ot
Ve 1P <p | Hggl” |vg] s<p B

(o] o)

o

1]

pour tout A €R' , o = (e-1)/p , B
D'ol came ci-dessus :

P .

exp(-pet) EV,*P) < p (1Y g [P+ ™ || v [Py
et en prenant le Inf)\ et le SuptSal :

Ivizciellall

Démonstration du théordme. Si X et Y sont deux processus p-euclidiens, on a

par le lemme :

X7 - Y7 || < ®re' [ %y |

1/2

avec cette fois : c'=¢c/(1 + ApC )

donc 1'application est contractante pour c > Sup(2K,4Ap2 KZ) .



