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Représentation du champ de fluctuation

de diffusions indépendantes par le drap brownien

J.D. unschel
Mathematik Department
E.T.H. Zentrum

CH-8092 ziirich (Suisse)

1. Introduction

Le champ de fluctuation de diffusions indépendantes est décrit
par K. Itd /3/ (voir aussi /4/ et /5/) & l'aide d'une équation
stochastique différentielle (ESD) par rapport 3 un processus
de Wiener a valeur distributionnelle. Le but de cette note est
de donner une représentation de ce processus par le drap brow-
nien, ce qui permet de dériver 1'ESD partielle satisfaite par

le champ de fluctuation dans les coordonnées temps-espace.

2. Théoréme limite centrale pour des diffusions indépendantes

Rappelons tout d'abord un résultat de K. Itd /3/.
Soit { Xt,ﬁio,keN} une famille dénombrable de diffusions indé-
pendantes dans Rl, solutions des ESD

t= ko Gk k

(2.1) dx £ ' %07%g

k k
b(Xt)dt+s(Xt)dW

ol {Wt,tﬁo,keN} est un systéme de browniens indépendants.

- Supposons que b et s soient suffisamment réguliers afin que
pour t>0 la densité de la probabilité de transition pt(x,y)
existe, qu'elle soit lisse en x et y et strictement positive.
Prenons comme mesure initiale la mesure produit NI p ol y

est Lz—bornée et notons par keN

p, (y)=fp_(x,y)u(dx)
la densité de la loi de Xt.

]
Pour neN, considérons le processus {Yén),fho} 3 valeur dans §

(1'espace des distributions tempérées de Rl) défini par
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n
(n) L -Yy2 k, _ k
(2.2) Y " (f):=n kzl{f(xt) E(f(Xt))} fe $.

Soient L et D les opérateurs sur § donnés par

LEf(x):= b(x)f'(x)+v252(x)f"(x)
Df(x):= s(x)f"'(x).

Avec la formule 4'Itd on a

(n)
0

ol {Mén)(Df),tEO} est la martingale

(n)

ty_(n)
S S

(2.3) Yén)(f)= v (™) (£)4 s (Lf)ds+0fth (Df)

n
(n) - Y2 t k, ..k
M ' (Df):= n kzlof Df(XS)dWs.

Par le théoréme limite centrale multi-dimensionnel on obtient

le résultat suivant (c.f. Itd /3/).

Proposition (2.4) Le processus {Yén),tﬁo} converge en loi vers
un processus gaussien centré {Yt,EEO} a valeur dans f' dont la
covariance est donnée par

cov (Y, (£),¥_(g))= cov(f(X}),g(x)) £,9¢ §

Ce processus est solution de 1'ESD & valeur dans §'
_ t t
(2.5) Yt(f)—Yo(f)+OI Ys(Lf)ds+0I dB_ (Df) fe 3

ol {Bt,tEO} est un processus de Wiener & valeur dans %' dont

la variation quadratique est telle que

t X t .2
(2.6) <B(£)> = I E(fz(xs))ds=0f /I p_(v)dyds fe .

3. La représentation par rapport au drap brownien

Nous adoptons ici la notation de Cairoli et Walsh / 1/.
En utilisant la complétion de Bt(f) en L2(P), nous définissons
un processus a deux paramétres M={Mz,z=(t,x)sR+xR} par

B x20

t(I[O,x))

B ) x<0

t(I(x,O]

. +
Soit F = {Fz,zeR xR} la filtration générée par {M ,z€R+xR}.
z
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Lemme (3.2) Le processus M est une martingale forte & deux in-
. . . . . +
dices, continue dont la variation quadratique <M>={<M>Z,ch xR}

est donnée par
<M>2= Rifps(y)dyds

Démonstration Par (2.6) nous voyons que M(z.,z.], les accrois-

sements de Mz sur des rectangles disjoints (zj,Ej],j=l,...,n
5 1:= M. - =y +
M(zj'zj] My Mg Me k. M.
J J 3 J3J J

sont centrés et indépendants, ce qui implique la premiére partie

de 1'énoncé. Comme M est un processus gaussien
E((M(z,i])2p5=cpE((M(z,§])2)p=cpK(surface(z,z])p

d'odl nous déduisons la continuité de M par le critére de Kol-

mogorov. D'autre part, pour z<Z on a
EMZ-u2 |F_)=E (7 (z, 2147 ((£,0), (E,%) 1+4° ((0,%) , (£, %) 1|F )
—E (M2 (2,3])+E (M2 ((£,0), (E,%) 1) +E M2 ((0,%), (£,%) 1)

= {fps(y)dyds - Rffps(y)dyds . ®
z z

Proposition (3.3) Il existe deux draps browniens indépendants
+ + + + - - + - -
W ={Wz,zeR xR } et W ={Wz,zeR xR } par rapport a {Fz] tels que

y2 + + +
Rifps (y)dWsy zeR xR
M = -
y2 - +
z
Rifps (y)dWSy zeR xR

+ _+
Démonstration I1 suffit de voir que pour zeR XR ,

Y
est un drap brownien(c.f. /6/Prop.5.5). il

+._ -2
W,iepl Ry ()M

+ . s . .
Soit W={Wz,zeR xR} le processus de Wiener & deux indices donné par
+ +  +
\ zeR xR
. z
: - + -
z W zeR xR
z
alors par L2(P)—complétion on peut montrer que

y2
(3.4) B, (f)= [ f(y)p. (y)aw
t [0,t)xR s sy
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ainsi 1'ESD (2.5) se transforme en une ESD par rapport a w

2
(3.5) ¥ (=Y (O)+ Y @Hasr IS £ (s pliiy)an
[0,t) xR

y

. <M> 1 iati drati de la martin-
Remarque (3.6) <M 2 est la variation quadratique
gale M sur le rectangle RZ :

2
<M>z= lim z (M(Aén))) P-p.s.

|A(n) |+0 4,7 J

ol A(n),n=1,2,..., sont des partitions de Rz. Par (2.5) on peut

définir une fonction positive mesurable a telle que pour z=(t,x)

d<Mm>
p, (x)=—3 Z = a(Y) (2)

ce qui nous donne une ESD indépendante de pt(x) pour Y (c.f. /3/).

4. L'équation stochastique différentielle partielle

+
Soit {Yz,zeR xR} le processus & deux indices défini (en L2(P)—

complétion) par

YtX:= Yt(I(—w,x])
Les accroissements du processus Y : YtX—Yty décrivent la fluc-
tuation des diffusions Xk,k=l,2,... au temps t sur l'intervalle

(y,x]. Y est un processus gaussien, centré dont la variance est

donnée par

2. k
(4.1) E((¥_ )% =var(1 (X)) -

(_le]
Comme pour la martingale M, on peut vérifier la continuité de Y.

Soit pt(x,y) le noyau défini par
- _ - _ b
(4.2) pt(xly)-- ByPt(y,X) ay(_wf pt(y,z)dz).

Pour tout y fixé, pt(x,y) est la solution de l'équation diffé-

rentielle partielle

9,b, (x,y) = i@ (x,y)
(4.3) tht t

lim B, (x,y) = §

t>0 °© X7y

oli L est l'opérateur



432

LB, (x,¥) = (-b(x)+s' (x)s(x))d B, (x,y)+¥2s° (x) 028, (x,) -

Proposition (4.4) Le processus Y={th,(t,x)eR+xR} peut s'écrire
de la forme

= D - D 1/2
Yox RfYO,ypt(x,y)dy JIB g (xy)s(y)p (y)dw_

[0,t) xR

ot Y0={Y0x,st} est le processus gaussien centré tel que

E(YOXY )= U (o, xy]-u(-e,xlu(-=,yl.

Oy
Démonstration Fixons t et x, soit F(s,y) la fonction lisse en

s ety

F(s,y):=E(I __ (X)) X =y)=P___(y/,x).

$X]

Alors par la formule 4'Itd on a

k, _ k, _ k t k k k
I(_m,x](Xt)—F(t,Xt)—F(O,X0)+OI ayF(s,xs)s(xs)dws

_ k _ ot k k k

—Pt(xo,x) Of pt—s(x’xs)s(xs)dws .
Par la proposition (2.4) et (3.4) nous obtenons
- y2

Y =Y (P (,x))~ S/ P __(&x,¥)s(y)p. (y)aw

tx 0"t [0,t) xR t-s s sy

ol les intégrales sont bien définies puisque
k., _ k t - k ky,2
>var(I(_m,X](Xt))—varu(Pt(XO,x))+0f E((pt—s(x'xs)s(xs)) )ds.
Il suffit alors de montrer par intégration partielle que

RfYolyPt(x,y)dy = Yo(Pt( /X)) .

Ccomme les deux processus sont gaussiens centrés, il faut véri-

fier que les covariances sont identiques :

cov (Y ﬁt(x,y)dy,RIYolypt(i,i)d§)= STE(Y

Y )P, (x,y)P (il?)dyd?
R0,y RxR oy’ *t t

oy
= ff{u(—w,xAil-u(-w,x]u(-w.i]}ﬁt(x,y)ﬁt(§,§)dyd?
RxR
=RfPt(z,x)Pt(z,i)u(dz)~RfPt(z,X)u(dZ)RIPt(z,X)u(dZ)

= cov(Yo(Pt( :X),YO(Pt( /X))). @

+ .
Corollaire (4.5) Le processus Y={Y _,(t,x)eR xR} est solution

de 1'ESD partielle linéaire

_ _ y2
Bth'x = LYt,x s(x)pt (x)dwtx
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c.a.d. pour tout fe I, <Yt,f>:=Rfthf(x)dx satisfait 1'équation

<Y > = <Y0,f>+0ft<Y ,L*f>ds-  [f f(x)s(x)p‘s’z(x)dwSx
S [0,t)xR

Démonstration L'équation ci-dessus est vérifiée par une ré&gle

de Fubini pour 1l'intégrale stochastique (c.f./5/). p

En conclusion nous voyons que 1'ESD a valeur dans §' (2.5) peut
étre remplacée par une ESD partielle par rapport au drap brow-
nien, ce qui nous donne une représentation du champ de fluctua-
tion avec les coordonnées temps-espace (t,x)eR+xR. Dans des

dimensions supérieures : R+de, ceci n'est pas toujours possi-

ble comme le montre un exemple de Walsh /5/.

Remarque (4.6) Une étude détaillée (existence, unicité, proprié-
tés) des ESD partielles est décrite dans le cours de Walsh (voir
aussi /2/ et /4/ Chap. 3 ).
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