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SUR L'EQUIVALENT DU MODULE DE CONTINUITE DES

PROCESSUS DE DIFFUSION

P. Baldi, M. Chaleyat-Maurel

Le résultat classique suivant, sur le module de continuité des
trajectoires du Mouvement Brownien réel, est di a P. Lévy ([15], P-

168)

B -B_|
—_— t s

P{ lim sup ——7-1}—1
e>0 [t-s|<e V2elog ¢

t,se(0,1]
et ce n'est que trés récemment que M. Csdrgd et P. Revesz ont remaréué
qu'on peut remplacer la 1lim par une vraie limite.

Dans cet article, nous étudions 1l'extension de ce résultat aux
processus de diffusion. Plus précisement, nous voulons déterminer 1'é-
quivalent en zéro du module de continuité des trajectoires d'un pro-
cessus de diffusion sur une variété, évalué par rapport a une distance
naturellement associée au processus.

Nous donnons un résultat précis pour les diffusions elliptiques
et pour certaines diffusions hypoelliptiques, canoniquement liées
3 la structure des groupes nilpotents gradués. En particulier, notre
résultat s'applique aux diffusions associées 3 1l'opérateur de Laplace-
Beltrami d'une variété riemannienne.

En toute généralité, nous prouvons qgue ce résultat est valable
dés que l'on sait démontrer une estimation de type grandes déviations
((0.1) ci-dessous). Cette estimation mesure la probabilité qu'une dif-

fusion dépendante d'unpetit paramétre t, se trouve dans un ensemble
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dépendant du petit paramdtre.

Dans le § 1 nous rappelons la notion de métrique de Carnot-Cara-
théodory associée a un processus de diffusion.

Nous démontrons dans le § 2 que le résultat est une conséquen-

ce de l'estimation suivante

& 9 1 a 2
log Pa(x,X ) ¥n\2t log ¢ }=-n

(0.1) lim
t+0 1log Y

pour tout n>0. Le preuve est calquée sur la démonstration originale
de P.Lévy, telle qu'elle est exposée dans K.Ito et H.P.McKean D3]
p. 36, avec 1l'amélioration de M. C80rgd et P. Revesz. Nous montrons
qu'a l'aide de changements de temps et d'arguments de scaling, la
preuve de (0.1) est immédiate pour le Mouvement Brownien dans I{n
ainsi que pour certaines diffusions invariantes hypoelliptiques sur
les groupes de Lie nilpotents simplement connexes gradués.

Enfin dans le § 3 nous prouvons que (0.1) est vérifiée pour tou-
te diffusion elliptique sur une variété. L'estimation (0.1) est obte-
nue grice aux résultats de S. Molchammr[17] sur 1'équivalent en temps
petit de la densité de transition d'une diffusion elliptique sur une

variété.

1. Métriques de Carnot-Carathéodory.

. . 1
Scit M une variété C de dimension finie et désignons par

TxM , T; M 1les espaces tangent et cotangent en x a M.

Soit x-*aX un choix continu de formes quadratiques positives
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sur T; M et a; la famille des formes quadratiques duales définie

par
a;(v) = sup (<€,v>)2 pour tout xeM , veT M
EeT*M:a (&)1 X
X X
Si a n'est pas définie-positive, a; peut prendre la valeur
+

On définit alors une notion de longueur: si Y:(y(t); 0gtg)

est un chemin absolument continu jbignant X a y en temps 1, sa

longueur est donnée par:

1

* z
£(v) \/aY(s) (v(s))ds

0

La distance associée sur M est la fonction d : MxM + IR tel~

le que:
(1.1) d(x,y) = inf  2(y)
s A
Y X,y
ol Ax v désigne 1l'ensemble de tous les chemins y:[0,1] +M , absolu-
I

ment continus et tels que y(0)=x , y(1)=y.

Ces métriques (a;)XEM ont été introduites par A. Bellaiche
[3] et portent le nom de métriquesde Carnot-Carathéodory (en abrégé
métrique de C-C); d est sa distance (de C-C) associée. Lorsque les
ax sont définies positives, d est une distance riemannienne. (Pour
ces questions on pourra consulter M. Gromov [12]).

Soit L un opérateur semi-elliptique du second ordre sur M qui

s'écrit dans toute carte locale:
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1 n
(1.2) L = 2 . Z: aij(x) __I__; +

Son symbole principal est défini dans toute carte locale par:

n
a (€) = ) a (& E, , EETEM
X .= ij i 73 X
i, j=1
Si L est un opérateur semi-elliptique a coefficients locale-
ment lipschitziens, on associe a a, par le procédé ci dessus une mé-

trique de C-C (a;) Si L est strictement elliptique, la mé-

xeM’
trique de C-C correspondante est riemannienne.

Si X = (xt)tzo est un processus de diffusion sur M de géné-

rateur différentiel 1L, la construction précédente fournit une distan-
ce naturellement associée a& X. De nombreux auteurs (S. Varadhan [22],
S. Molchanov [17], B. Gaveau [11], R. Azencott [1], J.M. Bismut [4],
P. Baldi [2], R. Léandre [14], J. Zabczyk [23]) ont déja remarqué que
cette distance apparait souvent dans 1'étude de la diffusion X (com-
portement de la densité de transition en temps petit, loi du logarithme
itéré, stabilité,....).

Dans ces questions, il est naturel de considérer 1'énergie d'un
chemin vy de A :

1
(Y(s))ds

N|=

*
o L Y(s)

et l'action S : MxM »RR associée, définie par:

(1.3) S(x,y) = inf I(y)

YEA
X,y
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Nous aurons besoin du résultat suivant (dans le cas riemannien, on pour-

ra consulter J. Milnor [16]).

Proposition 1.1.

1

S(x,y) = 3 dz(x,y)

Preuve. L'inégalité de Schwarz donne % [2(y)sI(Y) avec égalité seule-
ment si s-*a;(s)(Y(s)) est constante. Si £(Y) = + «, pour tout Yy dans

A(x,y), il n'y a rien a prouver; sinon soit t+g(t) 1l'inverse continu

a4 droite de la fonction croissante

t
1 Var o Gen
k> * ds
T 0 STORA
On a alors cl(g(t)) =t , t 6[0,1] car ¢ est continue. De plus

g est différentiable presque partout et en tout point de différentia-

bilité s0 on a

' -1_ v =
g (so) TS \/a*Y(g(SO))(Y(g(so)) 1

il

Donc, si on prend V¥ Yo g , Yy est absolument continue et on

a p.p

. 2
(P (t)) (g'(B)v(g(t))) = £(y)

= *
2% (t) Y (g (L))

ce qui entraine £(y) = £(y) et, t>a ((t)) étant constante,

*
¥(t)
1,2 _

3 27 (y) = I(y)

Ceci prouve que, pour tout 7y de Ax y il existe ¢ dans
4

Ax v tel que £(y) = £(¥) avec £(¥) = /2I(y) d'ol

d(x,y) » ¥ 25(x,y)
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ce qui termine la preuve.

2. Le module de continuité.

. 1 . . L .
Sur une variété C ,M de dimension finie,considérons un opéra—

teur L comme dans (1.1). Nous ferons 1l'hypothd&se suivante:

(H1) L est un opérateur semi-elliptique A coefficients localement

lipschitziens.

Soit (@, (F))

e eso P) un espace de probabilité usuel et

X = (xt)t)o le processus de diffusién sur M associé a L (voir
P. Priouret {19]). Notons que le temps de vie de X peut &tre fini.
Soit d la distance de C-C associde 3 L par le procédé dé-
crit dans le paragraphe 1.
Pour tout fermé FcM, soit TF le temps de sortie de F et
on pose pour tout >0
wF(e) = sup da(x ,X.)
s t

|t-s|<e
0$S$t$1ATF

F
w est donc le module de continuité des trajectoires de X mesuré
par rapport a la distance d jusqu'a la sortie de F. (Nous écrirons
a M
w plutdt que w ).
Dans ce paragraphe, nous allons prouver que si pour tout n>0,
l'estimation cruciale (2.1) ci dessous est valable uniformément pour
x variant dans un compact de M, alors la loi de Lévy est vraie (pour

d).
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X 1 _ 2
log P {d(x,Xt) > n)y2t log T b= -

(2.1) lim
t+0 1log *

Théorgdme 2.1. - Sous L'hypothlse (H1) et 54 (2.1) est vénigfiée undiforn—

mément pour x dans un compact KcM, alohrs:

K
px{ lim —v (&) 1)

>0 \/2€log %

o
pour tout xgK

Avant de donner la preuve du théoréme 2.1, énoncons le résultat

principal de ce paragraphe.

Corollaire 2.2.-Sous £'hypothése (H1), 84 (2.1) est vérifiée uni-

§ormément pourn x dans tout compact de M et 44 Le temps de vie de

X est Aingini, on a

wi(e) 1 }

X .
p { lim =
€0 \/2€1og %

poun tout x dans M.

Preuve du Corollaire. - Soit (Kn)n - une suite croissante de com-
o
pacts telle que UKn = M et soient
n
K

v w " (€)

g ={weR : lin —=—=— =1}

n e>0 \/2€log -l-

v . w(e

Q={w'eQ:llm————() =1}

e+0 \/ 2elog _l_
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n n
alors, Qnr\{TK >1} = Q n{TKn>1}

. Le théoréme 2.1 entraine que pour
n
X
tout xgM , P (5n) = 1 , donc on a

PX(?z') > PX(TK > 1)
n

X a
Ce qui donne le résultat car P (TK > 1) croit vers 1.
n
Les deux lemmes suivants seront utiles pour la preuve du théoreé-

1
me 2.1. Pour simplifier les notations, on pose y(eg) = VZelog .

Lemma 2.3. - Pour tout §, 0<8<1 , x dans ﬁ, a>0 et n assek

grand, si [x] désigne La partie entiinre de x

ax®EDy , x &) [an]
X n n 1
P { max < 1-8 , % ¥ a}< (1— ——*-——)

ksan (D) (1-%) 2

Preuve. La propriété de Markov montre que pour tout 1sms[a11]

k-1 k
d(X(T) ,X(B‘) )

(2.2) P* { max 1 ¢ 1=8 >0}
kgm Y (=)
n
- k-1 k - 1 m-1
= E [ max d(X( - ),X(n)) < (1 6)w(n) , TK> n
kgm=-1
x (B ) 1 1 1
P { d(x(O),x(;))sm—a)w;) Pty >’H}]

Gréce a (2.1), pour n assez grand ,
y 1 1 1 §,2
P {d(y,X(;))$(1-6)¢(;),TK> ;} $1-~exp[—(1—-5) log n]

uniformément pour y dans K. Le second membre de (2.2) est donc majo-
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ré par:

(1- 32

By (1732,

P*{ max ax(E),xE) <=0 1
n n n

Kz
kgm-1

ce qui, par récurrence sur m, donne le résultat.

. v . . +
Lemme 2.4. - Sodent @, o, deux fonctions croissantes sur TR et ne
s'annulant qu'en 0; so0it {an}ne N 4ne suite décrnoissante de rnéels
positigs Zendant vens 0. Supposons qu'il existe deux constantes posi-

tives A et B telles que

. o(a ) . ®(a))
lim n+1 s A ot lim n > B
n $(an) z n g(an) ”
lim & (t)
H —_— 2
On a alons t>0 F(t) ”

Preuve. Si A ou B est nul, 1'énoncé est évident. Sinon pour tout

€ assez petit, soit n, tel que

3 $a) » (a-€) $(a_ )
¢(an) > (B-¢) ¢(an) et (an > (A-¢ an+1

pour tout n>no.

i <tg ; al
Soit t tel que 0<t$ano et supposons an+1 t an ; alors

3( )
an+1

v
g(an) > (B-¢€) (A-€) @ (t)

BY
o(t)3(a_, )>(B-e)$(a )2 (Bc)d(t)

ce qui, e étant arbitraire, termine la preuve.

Démonstration du théoréme 2.1.
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a) Montrons que pour tout § > 0 et x dans K

Xy lim W' (€)

20 T(o) > 1 = 8}=1

(2.3)

o
Le lemme 2.3 entraine facilement que pour tout xeK , a > 0

s x d(x(k—;l),x(g))
Z P{max 3 <1-68 , Tkza}<+°°
n=1 k<an w(;)

d'du, a 1l'aide du lemme de Borel-Cantelli, Px- p.s., ou bien TK<a , ou

bien il existe N0= No(m) tel que, pour tout n>NO(w)

ax(=h x))
(2.3)" max 3 >1 -6
kgan \P(;)

En se limitant aux a rationnels on trouve que Px—p.s. pour tout
a€eQ ou bien TK< a ou bien (2.3)' est vraie. Si xelz on a
Px-p.s. 'cK>0. On peut donc choisir aeQ tel que 0<a<TK.

Enfin le lemme 2.4 appliqué avec ¢(t) = wK(t), f(})’(t) = P(t),

a = % (ce qui donne A = B = 1) entraine alors (2.3).

n

b) Montrons que pour x €K,

K
(2.4) P Tim =L gy -y
csp V(e T

On estime d'abord la quantité
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ax; 2™ ,x.,27M)
(2.5) * 1 2
. P { . max ns - 1 -n >1+36 }
3=3,73,€2 vE2™ 13,27 )
. n 2 K
1<32\<2

0<3

qui est majorée par:

(2.6) > P lamG 2T xG,2T >(1+38)v(32 N}
3=3,73,€2 {3,271}
2 K
0¢j.<j.¢2"
1°72¢

La propriété de Markov et l'estimation (2.1) entrainent que

Px{d(X(j12—n),X(j22_n))1 >(1438)v(52 ™ }

. oD _ B
- Ex[1 p*G1% Naw,x2™1 >(1+38) ¥ (52 n)}]
{

. . n
j. 2 gt} {32 sTK}

n n
X 2 2
< E [ L exp [~ (1+26) “ log 5—]]5 exp[—(1+25)210g %—]
“
La somme dans (2.6) est donc majorée par

n
8 2 2

2" 2" exp[-(1+26) log ———] <
2n6

n[1+6—(1+26)2+6(1+26)2] -n$
2 <2 pour & assez petit

La probabilité en (2.5) est donc sommable et par le lemme de Borel-
Cantelli, pour ® en dehors d'un ensemble négligeable N, il existe

N1= N1(w) tel que

(2.7) d(X(j12_n),X(j22_n))1 < (1+38)y (327
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. n . ng
pour tout 0<j1<j2$2 , 3:32—31s2 , n3N

Démontrons enfin la propriété suivante
Pour tout w € NC, il existe E=E(w) tel que si 0<t1<t251ATK et

t=t2—t1<€ , alors

(2.8) d(X(t2),X(t1))s(1+116)¢(t)

ce qui terminera la preuve de (2.4).

On peut choisir N1 assez grand pour que

(N1+1)6—1
(2.9) 2 > 2
AN (1-8) | -1
(2.10) 2 ! <e
- (N, +1) (1-8)
(2.11) Yove™ <sy )
m2N

1
En effet, (2.9) et (2.10) sont évidentes alors que (2.11) décou-

le des majorations suivantes

m+n
-m -n -m 1 2 -n ~m m+
Yoy Mepe™ L el Ly § g
m2n m>0 log 2 m3 0
<MY Vot mengcv2Me 5 p27 BN O=8),
m»0
pour n assez grand.
o =N () (1-8)
Fixons maintenant t=t(w) = 2 L et t1,t2 avec
0$t1<t2<1 ATK , t=t2—t1<t .
Soit n>N1(w) tel que
(2.12) 2-(n+1)(1—d) <t<2—n(1—6)

et considérons les développements:
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-n_ "™ M2
t1= J1 2 -2 -2 - ... ...>n2>n1>n
-m -m
. -n 1 2
t,= 3, 2+ 2 +2 + ... ...>m2>m1>n
(2.9 et (2.12) entrainent que
n-n n-n n-m n-m
AU T 1_ 2 1 2
J'JZ 31 2t 2 2 cee = 2 -2 - eee
- -8 -
s 2™ (n+1) (1 )_2 - 2(n+1)6 1_ 250
et gréce a (2.7) et (2.11), on a
-y -n_ "M " -n ™M -
axe) x5, 2 MeY a2 2 -2 Fxg 22 a2 KT
1 1 1 1
k=0
_k - -
< (1438 Y w2 X (1438 sy (27 (WD 1178,

k2n

Donc

. o7 . ,-N . ,-n R
d(X(t1),X(tz))sd(X(t1),X(]12 ))+d(X(J12 ),X(322 ))+d(X(]22 ),X(tz))

-(n+1) (1-9)

< (1+38) [289(2 y+p(32 ]

En utilisant le fait que j2—nst , 0<t<é grdce a (2.10) et
- -5
2 (n+1) (1 )st grace a (2.12), la croissance de V¥ sur [0,%] entrai-

ne que

d(X(t1),X(t2))$¢(t)(1+36)(26+1)<(1+115)¢(t)

pour § assez petit. Ceci prouve (2.4) et termine la preuve du théoréme

Montrons maintenant que (2.1) estvérifiée dans les deux cas sui-

vants:
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n . n
(i) Soit M=IR  , X un mouvement brownien sur R ; d est alors la

cas n
distance euclidienne sur R .

Par scaling et invariance par translation on obtient

X 1 r 1
P {d(x,Xt)>n\/2t log N }= P1|Z| )T“/2 log E'}

n
ol Z est une variable N(0,I) (I est la matrice identité de R );

ceci permet de vérifier facilement (2.1).

(ii) Ce genre d'argument s'applique également 3 une famille de diffu-
sions hypoelliptiques que nous décrivons bridvement ci dessous. (Pour
plus de détails on pourra consulter P. Baldi [2] § 4).

Une algébre de Lie nilpotente G se dit graduéé si elle admet la
décomposition G = H1 6...06 Hh, ol les Hi sont des sous-espaces de G

tels que, pour tout i,j [Hi,HjJCIHi+j, avec la convention H ,={0} si

h<f. Tout ge G peut se décomposer de facon unique en
= U H
g Zgi ou 9; &%
et pour tout aelR la transformation linéaire (dilatation)
i
Dag = Za gl

est un endomorphisme de 1l'algébre de Lie G.

Soit G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe; on peut
l'identifier 3 son algébre de Lie G a 1'aide de l'application expo-
nentielle et le produit dans G est 1ié au crochet dans G par la

formule de Campbell-Hausdorff

g-h = g+h+%[g,h] + ...
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On dira gue G est gradué si G 1l'est; dans ce cas les dilata-
tions Da sont des automorphismes de G.

Soient VoV A r+1 vecteurs de G et V_,V ,...,Vr

10 0’1

les champs de vecteurs invariants a gauche correspondants. On considére

sur G 1l'opérateur différentiel
r
1 2
(2.13) L=V, + 2_;; vy

On peut montrer que la diffusion X associée a un opérateur L
sur G est invariante 3 gauche pour l'action du groupe si et seulement
si L est de la forme (2.13). On dit que la diffusion X est princi-

pale si V0=0 et si V .,Vr sont dans H,. X est hypoelliptique

100 1

si V1""’Vr engendrent H1.
I1 est facile de voir que si X est une diffusion principale,
0
D, X¢ est équivalent en loi a X , sous P (0 désigne 1'élément neu-
to

tre de G dans son identification avec G6).
Si d désigne la distance de C-C associée a une diffusion prin-
cipale hypoelliptique (d est alors finie partout grice au théoreme

de H. Sussmann [21]) on a les relations
d(x,y) = d(g-x , g-y) pour tout geG
a(.x , D) = ad (x,y)

De ces propriétés, on déduit que (2.1) est vérifide pour toute

diffusion principale hypoelliptique, uniformément en x. En effet,

X, 1 50 1 _
(2.14) P{alx,X )N y2t log _} = P{d(O,Xt)zn\/Zt log ¢} =

1/

0 1.-1/2
= P{(2t log 1) a(0,x,) »n}
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= Po{d(o,o 1 -1/2 ¥ )= Po{d(O,X IELN
(2tlogE) (21og€)

Or, une estimation standard sur les diffusions hypoelliptiques
(R. Azencott [1] p. 160 corollaire 6.5) jointe & la proposition 1.1

donne

N =

(2.15) lim s log po{d(o,xs)zn}
s>0

ce qui, avec (2.14) permet de déduire (2.1).

Les deux exemples ci-dessus montrent qu'il est facile de prouver
(2.1) quand, par scaling et invariance par translation, on peut se ra-
mener a des expressions analogues a (2.15) que l'on sait traiter par
la théorie des grandes déviations. Dans le prochain paragraphe on ob-
tiendra (2.1) dans le cas ol les diffusions considérées ne jouissent

pas de ces propriétés d'invariance.

3. Les diffusions elliptiques sur les variétés.

Dans ce paragraphe, nous établissons 1l'estimation (2.1) pour les
diffusions elliptiques sur une variété. Comme nous 1'avons déja remar-
qué, (2.1) est une estimation de grandes déviations pour un ensemble
dépendant d'un petit paramdtre et, pour les diffusions elliptiques,
peut étre obtenue en raffinant les méthodes usuelles (c'est & dire pour
un ensemble fixe) telles qu'elles sont exposées dans R. Azencott [1]
et P. Priouret [20]. Nous allons montrer comment déduire plus rapide-
ment cette estimation des résultats, beaucoup plus fins, de S. Molcha-

nov [17] sur l'équivalent en temps petit de la densité de transition
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d'une diffusion elliptique sur une variété.
Soit M wune variété de dimension m, Xt une diffusion sur M

de générateur L. Nous ferons les hypothéses suivantes

(A1) M est de classe CS.

4
(A2) L est elliptique et ses coefficients sont C .

Soit d 1la distance riemannienne sur M associée 3 L comme on
1'a vu au paragraphe 1 et soit = le volume riemannien correspondant.
Soit p(t,x,y) 1la densité de transition de xt par rapport a m. Le
théordme suivant est di 3 S. Molchanov ([17] § 2) (voir aussi L. Elie

[7] théoréme 1.1).

Théoréme 3.1. - Pour tout compact K de M, if existe >0 el que

54 on note K6 = {(x,y) eRxK , d(x,y)<8} , alors, on a, uniformément

poun (X’Y)EKS , t tendant vers zéro,

-m/2 = dz(x )
p(t,x,y) ~v (27mt) H(x,y) exp|[- —_EELX_]
o H est une fonction sun K  telle que,
0<H1$ﬁ(x,y)$H2<+ © pour fout (x,y)z:K‘5

Le résultat principal de ce paragraphe s'énonce ainsi

Théordme 3.2. - Sous Les hypotheses (A1) et (A2) , poun tout compact

K de M, on a

. 1 X 1 - 2
lim —— 1log P {d(x,xt)zn\/2t log ¢ } n

t+0 log *

uniformément pour x dans K.
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7
Preuve. On pose toujours Y (t) = \/2t log g

a) Minoration: Soit xe€K.
On a pour tout €>0 , c>»1 , grdce au théoréme 3.1, pour t assez

petit (tel que cny(t)gs)

P{d(x, X ) 3 ()} = p(t,x,y)m(dy) >
d(x,y) >n¥ (t)

v

P(t:xly)“(dy) ;
ny(t)gd(x,y) geny (t)

2
by (1—€)H1(2Wt)-m/2 exp- g—lgézl m(dy)

ny(t) «d(x,y) gcny (t)

Posons V(c,n,t) = {y:n¥(t)gd(x,y)gcny(t)}
On a donc

22 2
cnyt) -
— 1(2mt)

m/

(3.1) Px{d(x,xt)ZnW(t)} > (1-e)H1 exp|[- 2n(V(c,n,t))

L'estimation du volume riemannien d'une couronne sphérique dont 1le

rayon tend vers zéro donne
m m m
T(V(c,n,t)) v(c =1)n ¢ (t) D

Zm étant le volume de la boule unité de Hlm; donc

x C1 2 2
log P {d(x,Xt)ZHw(t)} b 7 - C n
log ¢ log ry
m/2
+ p log [log E]
log Y

D'ol, c¢c»1 étant arbitraire,



422

lim 1
>0

2

(3.2) log P*{d(x,X )3 (t)} > = n

log %

b) Majoration: Soit xeK.
On prend § comme dans le théoréme 3.1. Soit alors T le temps de

sortie du processus Xt de la boule B de centre x et de rayon %
X X x
PT{a(x,X ) 3np (D)} < P {d(x,X) 30 (£) , ot P (gt

Des estimations de grandes déviations classiques (R. Azencott [1]

p. 160) donnent:

2
X d (X,aB) - 6_
log P {Tst}«,— — o " "
Donc
lim 1 log P {Tst} = - ®
l —_
t->0 log t
D'autre part,
X N
A=P {d(x,xt)znw(t),r>t} = p (t,x,y)m(dy)

yeB,nY (t) «d(x,y)

ou g(t,x,y) est la densité de transition de la diffusion X arrétée
32 la sortie de B; on a ;(t,x,y)ép(t,x,y).
Donc

P {d(x,X, ) 30y (), Tt ]< p(t,x,y) nldy)

yEB,nY (t) <a(x,y)

< plt,x,y) n(dy) + pl(t,x,y) m(dy)

yeB,d(x,y) >cny (t) V(c,n,t)

avec c21.
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Le théoreéme 3.1 entraine alors pour t tendant vers zéro:

2.2 2
-m/2 cn t -m/2
a¢(1+e) (2m ™ H, exp[- —%Jt /20(p)
2.2
- t
+(1+€) (2m) m/2H2 expfq—iaé~l]ﬂ(V(C,n,t))
= I1(t)+I2(t)
Oor
C2 2 2 m
] log I1(t)< 77 ¢n +3
log Yy log *
Donc
v 2 2 m
(3.4) lim ] log I1(t)s -cn” o+ 3
t+0 log —
t
De plus, c ) 1 .
3 n
- 1og 1,(t)¢ = 7 log[log ¢]
log * log T log y
Donc,
— 2
(3.5) lim ] log I2(t)g -n
t>0 log t
Compte tenu de (3.5), (3.4), on a
N 2 22
lim 1 log p* d(x,X )2ny(t)} € max (- n°, L n’)
1 t 2

t»0 log y

I1 suffit alors de choisir c¢ assez grand pour obtenir avec
(3.2) 1l'estimation cherchée pour x dans K, uniformément pour B.
Un raisonnement classique de compacité donne 1'uniformité sur K.

Remarque.

La méthode utilisée dans la preuve du Théordme 3.2 est en réali-
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té applicable aussi dans certains cas hypoelliptiques (J.M. Bismut

[ 4]) pour lesquels les égquivalents du Théoréme 3.1 sont aussi vrais.
Remarquons aussi que pour bbtenir (2.1) on n'a pas réellement

besoin d'un développement aussi précis. Une analyse plus attentive de

la preuve du Théoréme 3.2 montre qu'un encadrement de la forme

C
(3.6) _% exp[- Ja_]< p(t, x,y)< _;. p[- d_ﬁay_]
t

est suffisant pour obtenir (2.1) (ici les exposants A et B pour-
raient méme dépendre des points x,y, & condition d'étre localement
bornés et minorés par m/2). Jusqu'a maintenant seul le résultat plus
faible suivant a été démontré (S. Kusuoka-D. Strook [24], D.S. Jeri-

son-A.Sanchez-Calle [25])

C1 d2(x ) C2 d (x
(3.7) = exp[-k1 ——EELX—]s plt,x,y)< ;E exp[- k, -————Lz—]

avec k12 1 2 k2' lNlotons néammoins que la technique introduite dans

ce papier permet de déduire de (3.7) les estimations

W(€)>k lim '?p!_

-0

€)
k P - p.s.
) €5 P

Ce remarques amdnent a conjecturer que la loi de Lévy, telle
qu'elle est énoncée dans le Théordme 2.1,est vraie au moins dans le
cas d'une diffusion hypoelliptique
Remarque.

Récemment, A. de Acosta [6] et C. Mueller [18] ont prouvé une

forme fonctionnelle de la loi de Lévy pour le mouvement brownien, et
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en relation avec la loi fonctionnelle du logarithme itéré. Il serait
intéressant d'explorer ce probléme dans le cas des diffusions 3 la lu-
miére du travail de P. Baldi [21.
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