
SÉMINAIRE DE PROBABILITÉS (STRASBOURG)

PAOLO BALDI

MIREILLE CHALEYAT-MAUREL
Sur l’équivalent du module de continuité des
processus de diffusion
Séminaire de probabilités (Strasbourg), tome 21 (1987), p. 404-427
<http://www.numdam.org/item?id=SPS_1987__21__404_0>

© Springer-Verlag, Berlin Heidelberg New York, 1987, tous droits réservés.

L’accès aux archives du séminaire de probabilités (Strasbourg) (http://portail.
mathdoc.fr/SemProba/) implique l’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou im-
pression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=SPS_1987__21__404_0
http://portail.mathdoc.fr/SemProba/
http://portail.mathdoc.fr/SemProba/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


SUR L’EQUIVALENT DU MODULE DE CONTINUITE DES

PROCESSUS DE DIFFUSION

P. Baldi, M. Chaleyat-Maurel

Le résultat classique suivant, sur le module de continuité des

trajectoires du Mouvement Brownien réel, est dû à P. Lévy ([15], p.

168)

P{lim sup |Bt-Bs| 2~log 1 ~ = 1 } - 1

et ce n’est que très récemment que M. Csôrgô et P. Reve.sz ont remarqué

qu’on peùt remplacer la lim par une vraie limite.

Dans cet article, nous étudions l’extension de ce résultat aux

processus de diffusion. Plus précisement, nous voulons déterminer l’é-

quivalent en zéro du module de continuité des trajectoires d’un pro-

cessus de diffusion sur une variété, évalué par rapport à une distance

naturellement associée au processus.

Nous donnons un résultat précis pour les diffusions elliptiques

et pour certaines diffusions hypoelliptiques, canoniquement liées

à la structure des groupes nilpotents gradués. En particulier, notre

résultat s’applique aux diffusions associées à l’opérateur de Laplace-

Beltrami d’une variété riemannienne.

En toute généralité, nous prouvons que ce résultat est valable

dès que l’on sait démontrer une estimation 
de type grandes déviations

((0.1) ci-dessous). Cette estimation mesure la probabilité qu’une dif-

fusion dépendante d’un petit paramètre t, se trouve dans un ensemble
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dépendant du petit paramètre.

Dans le § 1 nous rappelons la notion de métrique de Carnot-Cara-

théodory associée à un processus de diffusion.

Nous démontrons dans le § 2 que le résultat est une conséquen-

ce de l’estimation suivante

lim 1 1 1 _ - r~2
t+0 log t 

~ Y t ~

pour tout r~~0. Le preuve est calquée sur la démonstration originale

de P.Lévy, telle qu’elle est exposée dans K.Ito et H.P.McKean ~13~

p. 36, avec l’amélioration de M. Csorgo et P. Revesz. Nous montrons

qu’à l’aide de changements de temps et d’arguments de scaling, la

preuve de (0.1) est immédiate pour le Mouvement Brownien dans IR n

ainsi que pour certaines diffusions invariantes hypoelliptiques sur

les groupes de Lie nilpotents simplement connexes gradués.

Enfin dans le § 3 nous prouvons que (0.1) est vérifiée pour tou-

te diffusion elliptique sur une variété. L’estimation (0.1) est obte-

nue grâce aux résultats de S. Molchanov [17] sur l’équivalent en temps
petit de la densité de transition d’une diffusion elliptique sur une

variété.

1. Métriques de Carnot-Carathéodory.

Soit M une variété C1 de dimension finie et désignons par

TM, les espaces tangent et cotangent en x à M.

Soit un choix continu de formes quadratiques positives
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sur T* x M et a* x la famille des formes quadratiques duales définie

par

a*(v) = sup (~,v>)2 pour tout veT M
~ 

(~)~1 
~

x x

Si ax n’est pas définie-positive, a* x peut prendre la valeur

+ oo ~

On définit alors une notion de longueur: si y: (y (t) ; 0t1 )

est un chemin absolument continu joignant x à y en temps 1, sa

longueur est donnée par:

l(03B3) = 10 a*03B3(s) ((s))ds
La distance associée sur M est la fonction d : M x M tel-

le que:

(1.1) d(x,y) = inf l(y)
ys A

x,y

où A désigne l’ensemble de tous les chemins 03B3:[0,1] + M , absolu-
x,y

ment continus et tels que y(0)=x , y(1)=y.

Ces métriques (a*) x ont été introduites par A. Bellaiche

[3] et portent le nom de métriques de Carnot-Carathéodory (en abrégé

métrique de C-C); d est sa distance (de C-C) associée. Lorsque les

a sont définies positives, d est une distance riemannienne. (Pour

ces questions on pourra consulter M. Gromov [12]).

Soit L un opérateur semi-elliptique du second ordre sur M qui

s’écrit dans toute carte locale:
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1 
n a2 n 

â
(1 .2) L - - ~ a.. Ix) 

a ax 
+ L b, (x) a

Son symbole principal est défini dans toute carte locale par:

n

a (03BE) =  aij(x)03BEi 03BEj , 03BE~T*x M

Si L est un opérateur semi-elliptique à coefficients local.e-

ment lipschitziens, on associe à a par le procédé ci dessus une mé-
x

trique de C-C (a*) . Si L est strictement elliptique, la mé-
x xsM

trique de C-C correspondante est riemannienne.

Si X - (X ) 
0 

est un processus de diffusion sur M de géné-t t>0

rateur différentiel L, la construction précédente fournit une distan-

ce naturellement associée à X. De nombreux auteurs (S. Varadhan ~22~,

S. Molchanov [17], B. Gaveau [11], R. Azencott [1], J.M. Bismut [4],

P. Baldi [2], R. Léandre [14], J. Zabczyk [23]) ont déjà remarqué que

cette distance apparait souvent dans l’étude de la diffusion X (com-

portement de la densité de transition en temp-s petit, loi du logarithme

itéré, stabilité,....).

Dans ces questions, il est naturel de considérer l’énergie d’un

chemin Y de A :

x,y

_1 1(Y) = 

2 
0 a*’Y (s1 (Y (S) ) ds

et l’ action S : M X M -~~t associée, déf inie par:

( 1.3) S (x,y) - inf I (Y)
Y£ A

x,y
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Nous aurons besoin du résultat suivant (dans le cas riemannien, on pour-

ra consulter J. Milnor [16]) .

Proposition l,1.

~ ~~~~’~~
Preuve. L’inégalité de Schwarz donne 1 2 l2(03B3) I(03B3) avec égalité seule-

ment si s + (? (s)) est constante. Si t (y) = + ce , pour tout y dans

A(x,y), il n’y a rien à prouver; sinon soit t+g(t) l’inverse continu

à droite de la fonction croissante

c:t ~ l(03B3) t0 a*03B3(s) ((s))ds
.

on a alors c (g (t)) * t , t e [0,1] car c est continue. De plus

g est différentiable presque partout et en tout point de différentia-

sa on a

~ ~ ~~’~’~ ~~~ ~’~~~~~~~~~ = ~

Donc, si on prend &#x26; =y o g , &#x26; est absolument continue et on

a P.P

~$(t) ~~~~~~ ~ ~~Î(g(t)) ~~~ ~~~’~~~~~~~ ~ ~~~~’~ ~

ce qui £ (Y) * t (&#x26;) et, t ~ a*03C8(t) (03C8(t)) étant constante,

1 2 l2(03C8) = 
°

Ceci prouve que, !Jour tout y de A , il existe &#x26; dans
’ X,Y

A tei que £ y) = £ &#x26;) avec £ (&#x26;) * Q d’OÙ
X,y

~
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ce qui termine la preuve.

2. Le module de continuité.

Sur une variété de dimension finie,considérons un opéra-

teur L comme dans (1.1). Nous ferons l’hypothèse suivante:

(H1) L est un opérateur semi-elliptique à coefficients localement

lipschitziens.

Soit (~’(Ft)t~0 ’ , P) un espace de probabilité usuel " et

X = processus de diffusion sur M associé à L (voir

P. Priouret [19]). Notons que le temps de vie de X peut être fini.

Soit d la distance de C-C associée à L par le procédé dé-

crit dans le paragraphe 1.

Pour tout fermé F c M, soit TF le temps de sortie de F et

on pose pour tout e>0

W (E) = sup d(X ,X )
S t

F
w est donc le module de continuité des trajectoires de X mesuré

par rapport à la distance d jusqu’à la sortie de F. (Nous écrirons

w plutôt que w).

Dans ce paragraphe, nous allons prouver que si pour tout 

l’estimation cruciale (2.1) ci dessous est valable uniformément pour

x variant dans un compact de M, alors la loi de Lévy est vraie (pour

d) .
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2.i> lim 1 log 1 t iog  ~2t log 1 t} = - ~2

Théorème 2,1. - Sous l’hypothèse (Hl) et ôÀ (2,1) eôt vérifiée unifor-

mément pour x dans un compact K~M, atonà.:

Px{lim wK(~) 
= ij = i

e+0 

pour tout xeK .

Avant de donner la preuve du théorème 2,1, énonçons le résultat

principal de ce paragraphe.

corollaire 2.2 . - Sous l’hypothèse (Hl), ôÀ (2,1) eôt vérifiée unÀ-

formément pour x dans tout compact de M et ôÀ te temps de uÀe de

X est infini, on a

Ô = ~ ~ = ~

s+O 2~log e

pour to ut x dans M .

Preuve du Corollaire. - Soit une suite croissante de ~°’~

pacts telle que UK = M et soient
n

n

K

i = jw.eù : lim 
w n(~) 2~log 1 ~ 

= i j

’V S1 = { w’s Q : lim 
w(s) 

= 1 }
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K > 1 } - S~ n { T K > 1 } . Le théorème 2.1 1 entraine que pourn n

tout Px ( S~ ) - 1 , donc on a
n

P () >, P (T > 1)
K
n

Ce qui donne le résultat car Px(T > 1) croît vers 1.
K
n

Les deux lemmes suivants seront utiles pour la preuve du théorè-

me 2.1. Pour simplifier les notations, on pose 03C8(~) = 2~log 1 ~ .

Lemma 2 .3 . - Pouh tout ô, 003B41 , x dans K, , a>O et n 

gnand, si [x J désigne ta partie entière de x

P x { max 1 

1) ,X(k) ) n > 

 

. 

1-b , , ’rK >, a}  1- 
1 

S 2 

an

Preuve. La propriété de Markov montre que pour tout 

d(X(k 1) ~X(k) )
n n

( 2 . 2 ) > Px { max i ~ 1- ô , T >, m l
km 03C8 (-) . 

K n J

- EX [ max d (X (k 1 ) ,X  ( 1-03B4) 03C8 ( 1 n) , T >, 
m 1 

;

pX (m-1 n ) ( d ( X ( 0 ) , X ( 1 n ) ) % ( l - à ) ljJ 
n 1 n ) , 

K 
>, 

n 

1 n
) ]

Grâce à (2.1), pour n assez grand,

(1-~)~(~) ,T > ~ 1 i -. exp~-(1- ~ ) n

uniformément pour y dans K. Le second membre de (2.2) est donc majo-
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ré par:

P { max d(X(k-1 n),X(k n))(1-03B4)03C8(1 n),03C4K m-1 n} (1-n-(1-03B4 2)2)
k‘m-1 

n n n K n

ce qui, par récurrence sur m, donne le résultat.

Lemme 2.4. - 03A6, , deux fonctions croissantes sur 3R + et ne

9; ~a~,~ {a 
n 

} une de 

positifs tendant vers 0. qu’il existe deux posi-

A et B telles que

Iim (an+1) (an) ) lim 

On a alors: lim t~0 03A6(t) (t)  AB

Preuve. Si A ou B est nul, l’énoncé est évident. Sinon pour tout

s assez petit, soit n~ tel que

~ (a ) >, (B-£) ~ (a ) et ~ (a ) >, (A-~) ~ (a + )n n n n1 t

pour tout 

Soit t tel que 0tan 0 et supposons alors

~ ( an+ 1 )
~ (t) » (an+1 ) >,(B-£) ~ (an+1 ) >,(B-£) ~ (t) ~,~ >.. 

ce qui, ~ étant arbitraire, termine la preuve.

Démonstration du théorème 2.1.
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a) Montrons que pour tout 0 > 0 et x dans K

(2.3) px{lim ~~0 wK(~) 03C8(~)  1 - 03B4}= 1

o

Le lemme 2.3 entraine facilement que pour tout x eK , a > 0

°° 

~ ~ P { max n 
n 

~ 1 - ô , a ~ ~ + ce

n=1 1 k~an ~(~) k

n

d’ou, à l’aide du lemme de Borel-Cantelli, Px- p.s.~ ou bien TKa , ou

bien il existe tel que, pour tout 

d (X (k 1 ) ,X (k) ) )
(2.3)’ max d(X(k-1 n),X(k n)) 03C8(1 n) > 1 - 8

En se limitant aux a rationnels on trouve que Px-p.s. pour tout

a e Q ou bien ou bien (2.3)’ est vraie. ° Si x EK on a

Px-p.s. ° peut donc choisir a ~ Q tel que 

Enfin le lemme 2.4 appliqué wK(t), 

a = 1 (ce qui donne A = B = 1) entraine alors (2.3). °

b) Montrons que pour x e K,

( 2,4 ) Px{lim wK(~) 03C8(~)  1} = 1
On estime d’abord la quantité



414

(2.5) P 
x 

{ max ns d(X(j 1 
2 n),X(j22- n) ) 

1 
, -n 

>1+3ô }

0j1j22n
qui est majorée par:

(2.6) 
.. 

Px ~ 1 
2 n),X(’ ~ 2 2-n))1 -n 

>(1+3ô)~(j 2 n) }
~=~2-j12 {j~2 ~

La propriété de Markov et l’estimation (2.1) entrainent que

px{d(X(j 1 2 n) ,X(j 2 2 n) ) 1 {j22 -n 03C4K} >(1+303B4)03C8(j2-n)}
_ Ex 1 - -n 

d(x,X(j2 _ n) ) 1 
{j2 

-n 03C4K} >(1+303B4)03C8(j2-n)}
x [ [ + 

2 2n j]]  exp[-(1 +2a 
2 2n

 E 1 

{J’ -n 
( 1 2 S ) log ~  exp C- ( 1 + ) log -;- J 1

{j 1 2 ~T X

La somme dans (2.6) est donc majorée par

n n~ 2 2n
2 2 exp ~- ( 1 +2 ô ) log nS ~ 2

n ~1+ô-(1+2ô)2+ô (1+2ô) 2~  2 -ns pour 8 a ssez p etit .

La probabilité en (2.5) est donc sommable et par le lemme de Borel-

Cantelli, pour 03C9 en dehors d’un ensemble négligeable N, il existe

N1= N1 (c~) tel que

(2.7) d(X(j12 n) ,X(J 2 2 n)) 1 
{ j 2 2 

_ n 

 03C4K } 
 (1+303B4)03C8(j2-n)



415

pour tout O.~j 1 j 2 2n , j=j 2 -j 1 2ns , ’ ~~1 ’ .

Démontrons enfin la propriété suivante

Pour il tel que si et

t=t2-t1t , alors

(2.8) d(X(t2),X(t1)).(1+118)~(t)

ce qui terminera la preuve de ( 2 . 4 ) .

On peut choisir N 1 assez grand pour que

(2.9) 2 
(N +1)6-1 1 

> 2

(2.10) 2
(2.11) 03A3 03C8(2-m)  6 03C8(2-(N1+1)(1-03B4))

En effet, (2.9) et (2.10) sont évidentes alors que (2.11) décou-

le des majorations suivantes

03A3 03C8(2-m)=03C8(2-n) 03A3 2-m log 2m+n log 2n 
= 03C8(2-n) 03A3 2-m m+n n 

~ ~(2 n) ~ 2m(m+1). c~(2 n)v ~ ~(2 (n+1) (1 S))

pour n assez grand.

Fixons maintenant t=t(w) = 2 -N1 
(03C9) ( 1-d) 

et t ,t avec

0t1t21 ^ 03C4K , t=t2-t1t .
Soit n>N1 tel que ,

(2.12) 2-(n+1) (1-ô) ~t~c2 n(1-8)

et considérons les développements:
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t1= j1 2 - 2 _n1 - 2 _n2 - ......>n2>n1>n

t 2 j, l 2 _ n+ 2 -m 1+ 2 -m 2 + ......>m 2 >m 1 >n
(2.9) et (2.12) > entrainent que

j=j -j - 2 n t - 2 n n1 - 2 n-n. ’ - ... ° - 2 n-m. ’- ...

> 2n2 (n+1 ) ( 1-S1 2 - = 2 (n+1 ) s-1 _ 2>0

et grâce à ( 2 . 7) et ( 2 .11 ) , on a

d(X(t1 ) ,X(J12 . 2 - n ) )  ~ d(X(j 2 _n -2 n1 -... -2 _ nk ) ,X(j12 -n -2 n1 -, ..-2 ) ) >
1 1 

k=0 
1

, (1+3ô) ~~(2 k)(1+3S)ô~(2 (n+1) (1 S)) >
k>,n

Donc

d(X(t ) ~X(t ) 1 d(X(t ) ~X(~j 2 n) )+d(Xlj 2 n) ~X(j22 n) ) +d(X(j 2 n) rX(t2) )

 (1+38) C2S~(2 (n+1) (1 _ a) )+~(j2 n)~

En utilisant le fait grâce à (2.10) et

2-(n+1) (1 _ s) t grâce à (2.12), la croissance de 03C8 sur [0,1 e] entrai-

ne que

dlX(t1) ~X(t2) ) ~%(t) (1+3S) (2d+1)  (1+11 ô) ~(t)

pour 0 assez petit. Ceci prouve (2.4) et termine la preuve du théorème

2.1 .

Montrons maintenant que (2.1) est vérifiée dans les deux cas sui-

vants :
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(i) Soit X un mouvement brownien sur IR n; d est alors la

distance euclidienne sur IR n.

Par scaling et invariance par translation on obtient

>, r~ 2 log ~ ,}
où Z est une variable N(O,I) (1 est la matrice identité 

ceci permet de vérifier facilement (2.1).

(ii) Ce genre d’argument s’applique également à une famille de diffu-

sions hypoelliptiques que nous décrivons brièvement ci dessous. (Pour

plus de détails on pourra consulter P. Baldi ~2~ § 4).

Une algèbre de Lie nilpotente G se dit graduéé si elle admet la

décomposition G = H1 ®...® Hh, où les Hi sont des sous-espaces de G

tels que, pour tout i, j c Hi+., avec la convention si

Tout g~ G peut se décomposer de façon unique en

g = où 

et pour tout 03B1~IR la transformation linéaire (dilatation)

D g _ 
a 1

est un endomorphisme de l’algèbre de Lie G.

Soit G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe; on peut

l’identifier à son algèbre de Lie G à l’aide de l’application expo-

nentielle et le produit dans G est lié au crochet dans G par la

formule de Campbell-Hausdorff

= g+h+ ~ 2 ~g ~ h~ + ...
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On dira que G est gradué si G l’est; dans ce cas les dilata-

tions Da sont des automorphismes de G.

Soient v0,vl,...,vr , r+1 vecteurs et V~,V1,...,Vr
les champs de vecteurs invariants à gauche correspondants. On considère

sur G l’opérateur différentiel

( 2 .13 ) Vi
i=1 

l

On peut montrer que la diffusion X associée à un opérateur L

sur G est invariante à gauche pour l’action du groupe si et seulement

si L est de la forme (2.13). On dit que la diffusion X est princi-

pale si et si sont dans H1. X est hypoelliptique

si V1,...,Vr engendrent H1. °

Il est facile de voir que si X est une diffusion principale,

DaXt est équivalent en 
ta2 

sous P~ (0 désigne l’élément neu-

tre de G dans son identification avec G).

Si d désigne la distance de C-C associée à une diffusion prin-

cipale hypoelliptique (d est alors finie partout grâce au théorème

de H. Sussmann ~21 ~ ) on a les relations

d(x,y) = d(g.x , g.y) pour tout g e G

d(Dax , Day) - ad(x,y)

De ces propriétés, on déduit que (2.1) est vérifiée pour toute

diffusion principale hypoelliptique, uniformément en ,x.. En effet,

4 )~ 2t log 1 t} = Pp d(OrX =

= P0{2t log 1 t)-1/2d(0,Xt) ~}
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= P0{d ( 2tlogt) " ~ } = P0{d ( 2logt) 1) ~ }

Or, une estimation standard sur les diffusions hypoelliptiques

(R. Azencott ~1~ p. 160 corollaire 6.5) jointe à la proposition 1.1

donne

(2.15) n~
~ 2

ce qui, avec (2.14) permet de déduire (2.1).

Les deux exemples ci-dessus montrent qu’il est facile de prouver

(2.1) quand, par scaling et invariance par translation, on peut se ra-

mener à des expressions analogues à (2.15) que l’on sait traiter par

la théorie des grandes déviations. Dans le prochain paragraphe on ob-

tiendra (2.1) dans le cas où les diffusions considérées ne jouissent

pas de ces propriétés d’invariance.

3. Les diffusions elliptiques sur les variétés.

Dans ce paragraphe, nous établissons l’estimation (2.1) pour les

diffusions elliptiques sur une variété. Comme nous l’avons déjà remar-

qué, (2.1) est une estimation de grandes déviations pour un ensemble

dépendant d’un petit paramètre et, pour les diffusions elliptiques,

peut être obtenue en raffinant les méthodes usuelles (c’est à dire pour

un ensemble fixe) telles qu’elles sont exposées dans R. Azencott [l]
et P. Priouret [20]. Nous allons montrer comment déduire plus rapide-
ment cette estimation des résultats, beaucoup plus fins, de S. Molcha-

nov [17J sur l’équivalent en temps petit de la densité de transition
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d’une diffusion elliptique sur une variété.

Soit M une variété de dimension m, Xt une diffusion sur M

de générateur L. Nous ferons les hypothèses suivantes

(A1) M est de classe C5.

(A2) L est elliptique et ses coefficients sont c4.

Soit d la distance riemannienne sur M associée à L comme on

l’a vu au paragraphe 1 et soit ~r le volume riemannien correspondant.

Soit p(t,x,y) la densité de transition de Xt par rapport à ~r. Le

théorème suivant est dû à S. Molchanov ([17] § 2) (voir aussi L. Elie

G7~ théorème 1.1 ) .

Théorème 3.1. - Pour tout compact K de M, il existe ô>0 tel que

si on note K = { (x,y) eKX K , on a, uniformément

pour (x,y)~K03B4 , t tendant vers zéro,

p(t,x,y) ~ (203C0t)-m/2 H(x,y) exp[- d2(x, y) 2t]

où H une fonction bun K que,

0H1H(x,y)H2 + ~ pour tout (x,y) ~ K03B4

Le résultat principal de ce paragraphe s’énonce ainsi

Théorème 3.2. - Sous les hypothèses (A1) et (A 2) , pour tout compact

K de M, on a

lim 1 1 log 2t log ~ t } - - n~
log -

uniformément pour x dans K.
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Preuve. On pose toujours ~(t) = 2t log ~
a) Minoration : Soit x e K.

On a pour tout e>0 , c~1 , grâce au théorème 3.1, pour t assez

petit (tel que 

= / 
~ ~ 

~ -~ ~r m/2 ~ d2 (x,y) 
Posons V(c,l1,t) = 

On a donc

(3.1) > Px{d(x,Xt)~03C8(t)}  (1-~)H1 exp[-c2~203C8(t)2 2t](203C0t)-m/203C0(V(c,~,t) )

L’estimation du volume riemannien d’une couronne sphérique dont le

rayon tend vers zéro donne

> E

03A3m étant le volume de la boule unité de ’ donc

1 log C1 log 1 t - C2 ~2

+ log t 1 log [log 1 t] 
m/2

D’oh, c~.1 étant arbitraire,
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(3.2) 
lim 1 

log px{d(x,Xt)~03C8(t)}  - n2

b) Majoration: Soit xeK.

On prend 0 comme dans le théorème 3.1. Soit alors T le temps de

sortie du processus Xt de la boule B de centre x et de rayon 2

>.~1~ (t)~  

Des estimations de grandes déviations classiques (R. Azencott il]

p. 160) donnent:

log Px{03C4t} ~ - d2(x,~B) 2t = - 
03B42 8t

Donc

log 
log -

D’autre part,

~T>t } = / ~ 

où p(t,x,y) est la densité de transition de la diffusion X arrêtée

à la sortie de B; on a p(t,x,y)~p(t,x,y).

Donc

(t) ,T>t} / 
 / p(t,x,y) / 
yeB,d(x,y) V(c,q,t)

avec c>1.
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Le théorème 3.1 entraine alors pour t tendant vers zéro:

A(1+~)(203C0)-m/2H2 exp[- c2~203C82(t) 2t]t-m/203C0(B) +

+(1+£) (2~r) - m/2 H2 

- I1 (t) +I2 (t) .

Or

2

log t log t
Donc

(3.4) lim 2014~2014 log I (t)  - + m
t~0 log 1 t

De plus,
- 1 log 1 t 1 log I2 (t1  C3 1 - r1 2 + 1 1 log [log 1 t]m/2

Donc,

(3.5) llm 2014~2014 log I (t)  - r~2
t~0 log 1 t

Compte tenu de ( 3 . 5 ) , ( 3 . 4 ) , on a

lim 1 1 log t )>~~(t) ~ J max (- ~2, m _ 2 t~0 log 1 t

I1 suffit alors de choisir c assez grand pour obtenir avec

(3.2) l’estimation cherchée pour x dans K, uniformément pour B.

Un raisonnement classique de compacité donne l’uniformité sur K.

Remarque.

La méthode utilisée dans la preuve du Théorème 3.2 est en réali-
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té applicable aussi dans certains cas hypoelliptiques (J.M. Bismut

[4]) pour lesquels les équivalents du Théorème 3.1 sont aussi vrais.

Remarquons aussi que pour obtenir (2.1) on n’a pas réellement

besoin d’un développement aussi précis. Une analyse plus attentive de

la preuve du Théorème 3.2 montre qu’un encadrement de la forme

(3.6) C1 d2(x,y) 2t] p(t,x,y) 
C2 

exp[- d2(x,y) 2t]

est suffisant pour obtenir (2.1) (ici les exposants A et B pour-

raient même dépendre des points x,y, à condition d’être localement

bornés et minorés par m/2). Jusqu’à maintenant seul le résultat plus

faible suivant a été démontré (S. Kusuoka-D. Strook [24], D.S. Jeri-

son-A.Sanchez-Calle [25])

(3.7) C1 tA exp[-k1 d2(x,y) 2t] p(t,x,y) B exp[- k2 

avec k1>, 1 k2. Notons néammoins que la technique introduite dans

ce papier permet de déduire de (3.7) les estimations

lim w(~) 03C8(~)  k2 lim w(~) 03C8(~) 1 P - p.s.

Ce remarques amènent à conjecturer que la loi de Lévy, telle

qu’elle est énoncée dans le Théorème 2.1,est vraie au moins dans le

cas d’une diffusion hypoelliptique

Remarque.

Récemment, A. de Acosta [6] et C. Mueller [18] ont prouvé une

forme fonctionnelle de la loi de Lévy pour le mouvement brownien, et
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en relation avec la loi fonctionnelle du logarithme itéré. Il serait

intéressant d’explorer ce problème dans le cas des diffusions à la lu-

mière du travail de P. Baldi [21.
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