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RENORMALISATION ET CONVERGENCE EN LOI POUR CERTAINES
INTEGRALES MULTIPLES ASSOCIEES AU
MOUVEMENT BEROWNIEN DANS Hfi

()
J.Y. CALAIS et M. YOR

1. INTRODUCTION.

(1.0) Soit (Bt,t 2 0) mouvement Brownien & valeurs dans R@, issu de O.

L'objet de ce travail est 1'étude asymptotique, lorsque t + », des intégrales

multiples :
t t {t
(1.a) J du J du du, f(B. -B. ; B -B  ;...; (B -RB )
o Tl 2Tl R U Ve
1 k-1
ou f : ((]Rd)k_1 +R désigne une fonction continue & support compact. Plus précisé-

ment, on s'intéresse au comportement asymptotique du processus en t obtenu en
remplacant, dans ces intégrales, la variable t par (it), et en faisant tendre

VEers o,

Par scaling, cette étude est ramenée a celle du comportement asymptotique,

lorsque n » «, des processus en t définis par :

t t t
(n)
(1.b) I/ ()= f du { du ...I du, f(n(E_ -B_ );n(B_. -B_);...;n(B_ -P D))
K Joo Mu, 27y Ry T gy U Uy

(1.7) On connait déja, pour k = 2, les résultats suivants :

«si d= 2, la suite :

t t
2
(1.e) [ au f du, {£(n(B -B )) - E[f(n(B_ -B ))]}
o 1y, 2 uy Uy U Y
converge p.s. et dans L2 ; ce résultat, df pour 1'essentiel a Varadhan [9], et
redémontré de différentes manigres 2 1'aide du temps local d'intersection
.(Rosen [7] ; Le Gall [5] ; Yor [10]) est souvent appelé "renormalisation de
Varadhan''.
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* si d =3, le processus a valeurs dans ]QA :

3 t t tn  d
(1.d) (Bt; {n ( du1j’ dqu(n(Buz_Bu1)) -HIL £} (t = 0)}

vlog n 0y y

converge en loi vers :
1
(B, 5 5 (Jfdy)g,  (t z 0)),

ol (st ; t 2 0) désigne un mouvement Brownien réel indépendant de (B_ ; t 2 O)

t
(cf : Yor [11]).

Pour compléter ces résultats, et var analogie avec les études 'au second
ordre' pour les fonctionnelles additives du mouvement Brownien dans ‘IRd, en dimen-
sion d =1 (Tanaka [14]) ou d = 2 (Kasahara-Kotani [4]), il semble naturel
d'étudier :

- d'une part, la vitesse de convergence de 1'expression (1.c) vers sa limite ;

cette étude est menée en [12].

- d'autre part, la convergence en loi du processus a valeurs dans R4, qui figure
en (1.d), lorsque f satisfait : [dx f(x) =0 (on dit alors que f est une
fonction-charge), et que 1'on a supprimé le facteur (log n)—”2 ; cette étude est

entreprise au chapitre 3 du présent travail.

{1.2) Restons dans le cas k = 2, et présentons les résultats obtenus ci-dessous

pour les dimensions d = 2,3.

. Le cas de la dimension d = 1 est, bien sir, trés particulier, ceci étant

dG a 1'existence et a la continuité des temps locaux (zi) du mouvement Brownien

réel. Nous montrons que :

>

t t
n = a2, (P)
(1.e) > {nJ du [ du, £fn(B_-B ) - £ fda(2)"} > - n(f)-t,
€ 2 o g 2 u, Uy t

— [ et
ou f = J db £(b), et n(f) = J db bf(b).
0 0
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« Pour les dimensions d 2 4, nous montrons que le processus a valeurs dans

]fi+1 :
3t t dy F(% -1
(1.) (Byn [Odu1[u (B, B, V-t g 0D ey = g
1 Y 2em Z

converge en loi vers
a
e, 5 = sP Dy,
i=1
ot F=CGP ;1<cicq = f ds V(UE) (B),
0

Uf désigne le potentiel newtonien de f, et (Béi)(H) ; izd, t=20, HF:LZ(U(BS,szO; P))

est un processus gaussien centré de covariance : E(séi)(H)Béj)(K)) =Gi 1.(tAs)E(I-ﬂ().,
3.

Ce résultat est démontré en particulier au chapitre 2 ; il s'étend, & 1'aide d'un

argument de récurrence, aux processus (Iin)(f;t)t > 0) pour tout k 2 2, lorsque

d z 4. La loi limite obtenue peut encore étre exprimée en termes du processus

(8. (H)) présenté ci-dessus.

En outre, la méme méthode de démonstration permet de couvrir le cas des fonctions
charge f :]R3-+BR dont il a été question au paragraphe précédent ; pour ces
fonctions, le résultat (1.f) est encore valable (avec d = 3, et cq = %FJ'

(1.3) Nous terminons cette introduction en complétant le tableau de 1'étude asympto-
tique de Iﬁn)(f;t) pour toutes les dimensions d, et toutes les multiplicités
k

a) d = 1. Le résultat (1.e) admet une extension adéquate a tout ordre de multipli-
cité k, les quantités

fda(sd) 2 et t
qui figurent en (1.e) étant alors remplacées respectivement par :

faa®X et faa(e®HFT.
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b) d=2.1e résultat de renormalisation (1.c) vient d'é€tre étendu par J. Rosen

[8] sous la forme suivante : a toute fonction ¢ : ]R2 +]R+, continue, a support

compact, on associe ¢(n) x) = n2 ¢(mx) (n €N) ; alors, pour tout t > O, 1'ex-
pression :

u

t t t (n) (n)
(1.g9) f du J du f du, {6 "(B_-B J}...{¢ ‘(B -B )}
o Hu 2Ty K Uy U U

converge dans Lz, lorsque n » » (on a posé : {X} = X-E(X)).

Indépendamment, E. Dynkin [2] a donné un développement asymptotique pour 1'expres-
sion :

ol t ) (n)
(1.g") J duJ duz...[ du ¢ (B, B, ).w. 6 (B, -B. )
0 'y Uy 2 51 Sk k-1

en s'appuyant sur sa construction des processus gaussiens 1iés aux intersections
du mouvement brownien plan ([1]).

J. Rosen et M. Yor ([131)ontégalement montré la convergence de (1.g) pour k =

et donné une représentation de sa limite comme intégrale stochastiaue.

c) d = 3. Nous conjecturons que le résultat (1.d) s'étend comme suit, pour tout
ordre de multiplicité k z 3, et nous prouvons cette conjecture pour k =

le processus a valeurs dans ]R4

@, ; —— ™ 1M g0 - el ez 0
vlog n
converge en loi vers :

( H C(fk)B 1t 20)

olt (Bt :t 20) désigne un mouvement brownien réel indépendant de (Bt ;t20)
et c(f ) est une constante dépendant de fk Ces convergences en loi ont lieu con-

Jomtement pour tous les ordres de multiplicité, avec le méme mouvement brownien 8.

d) d 2 4. Nous avons déja signalé en (1.2) que le résultat (1.f) s'étend de facon
convenable a tout k z 3. Nous renvoyons ici simplement le lecteur a 1'énoncé pré-
cis (Théoreéme (2.2) ci-dessous) celui-ci nécessitant un ensemble de notations assez
important.

Indiquons enfin que la méthode de démonstration utilisée tout au long de ce
travail est une variante de celle développée en [11] pour d = 3, k = 2. De facon
2 ne pas reprendre plusieurs fois les mémes arguments sous différentes formes, nous
avons dégagé un énoncé général (Proposition (2.1)) dont nous déduisons les diffé-

rents résultats de ce travail pour d z 3
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2. ETUDE POUR LES DIMENSIONS d z 4.

La démonstration consiste a mettre en place une méthode de réduction de 1'étude de
Iin)(f;t), lorsque n > », & celle de certaines intégrales stochastiques, dont on

fera ensuite 1'étude asymptotique.

Nous aurons besoin d'un ensemble assez important de notations, que nous introdui-
rons peu a peu au cours de la démonstration.

I1 est suggéré au lecteur, dans un premier temps, de se placer dans le cas k = 2,

puis, ensuite, de considérer le cas général.

(2.17) Dans toute la démonstration, les fonctions dépendant de (k-1) variables
(k 2 2) seront affectées de 1'indice k.

He)

Ainsi, on note fk pour f ; désigne le potentiel newtonien, pris par rapport

a la variable X 1> de f(x1,...,xk_2,.), et ¢ le gradient par rapport a la

7-1
N
variable X1 de f(k). On a, de facon explicite, en posant Cd='g___a75 r(g -1
(2m)
(k) _ dy
f (x1,x2,...,xk_2,xk_1) = cdj i fk(x1,...,xk_2,y)
’ Xk_1 'YI
dy (x_17Y)
¢k(x1,x2,...,xk_1) = cd(Z—d)j-—~—————————-fk(x1,...,xk_2,y).
Xy 1Yl
On notera encore : f, .(x X, 5) = E(k)( 0)
: k1 Xqoee Xy o) = XpreeesXp 5,000

Pour permettre au lecteur de mémoriser ces notations, nous présentons le diagramme

suivant :
//z symbolise une intégration
Légende : la fléche > symbolise une restriction

symbolise une dérivation.
A S )

.,

i g2
—f
=1 fk—z/
07 v

k-3
/ l k-1 ¢k—2
v

l
v b1
by k-1

&)

f
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On a alors, en utilisant ces notations, & 1'aide de la formule d'Itd :

(49] _ _
f [n(Buz Bu1) ,n(B113 Buz) n(Bt Buk-1)]

£, . [n(B -B ),;n(B -B ),...,n(B -B )]
k=157 0y g7 gy U1 Y2

t
+n [ (dB. ; ¢, [n(B -B ),n(B -B ),...,n(B_ -B 1)
T A T U U

1
=]
N
—
t

du [n(B -B ),...,n(B_ -B 1.
Ty k k u, Uy U Uy g

En intégrant les deux membres de cette identité par rapport a

n**3(du, +du,...du_), on obtient :

(.a) 02T I (g0 =t DT e (dB D™ (45007 -0 1)
k-1 KUk n
o DM (g;t) = n?k” ” fuk Tau, ,...| % du, gn(B, -B_ ),...,n(B,-B
u, “u t u
2 k-1
(2.2) Nous montrons maintenant que, pour tout d >z 4, on a :
) ) (k) ®
(2.b) H-Dk 1(|f |,t) G 0.
On a en effet :
-si dz 5, 1'expression D(n)(lf(k)i ;t)  converge en loi ;
(2.b")
- siod- 4, e (1£5],01 = 0og ) (> .
Dans les deux cas, 1'assertion (2.b) en découle :
Pour démontrer (2.b'), remarquons que, pour toute fonction g : (]Rd) on
a:
nlt 2 2
(n) @ . Mm%t n"t
D (gt) J dv [ dvy ... dv, g(B ...,B ).
0 k-1 )Vk—1 k-2 JVZ 1 vV, Vi1

).
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Cette derniére expression est majorée, dans le cas o g = |f(k)|, par :
C fnZt d @ O d yk-2
v s 1 _
o 1 BBy Jo dBSWk—T B, IR

avec C,R,R' des constantes convenables dépendant de f, et

d
hp(x) = f — a7
lylsR [x-y|

L'assertion (2.b') découle alors facilement de cette derniére majoration.

(2.3)En appliquant conjointement la formule de récurrence (2.a), et le résultat

(2.b), il apparait que :

k s
2k-1 _(n) (n) (P
sup | (n I,/ (f,;s)-nsf.) - ¢ J (dB_ ;D2 (o.,u) | ~—> 0.
sg'c| k 'k 1 j=2Jo U 173 ()

L'existence de la limite en loi, lorsque n - », de la suite de processus a tra-
. . . . L 22k=-1 (), P
jectoires continues : {B, ; n Ik (fk,t) - ntf1 (t 2 0)} et la caractéri-

sation de cette limite sont donc ramenées a celles de la suite de processus :

( R ;DM (e ) (e 2 0))
2.c) t 5 iZ2 Jo w0 D5 ¢j,u 2 .

Cette dernitre étude sera faite a 1'aide du résultat général de la proposition
(2.1) ci-dessous. Afin de pouvoir énoncer cette proposition, il nous faut intro-
duire d mesures Browniennes indépendantes 3(1),8(2),...,B(d) définijes sur

1'espace LZCIR+ x Qg 5 dt x wa) ol 9 = CGR+JRd) mmni de la topologie de la
convergence compacte, et Wd désigne la mesure de Wiener sur cet espace.

Nous considérerons plus particuliérement les mouverments Rrowniens associés aux
. 2 5 . .
variables de L (Wd), a partir de ces mesures gaussiennes, au moyen de la formule :

(1) o déf (1) | 2
B s xm we o).

On précisera toujours le choix de (Bél)(}D,t 2 0) en prenant une version continue

de ce mouvement Brownien. Notons que la covariance des mouvements Browniens ainsi
obtenus est :

E[Bt(i)(H)Bs(j)(K)] = Gij (t A s) E[HK)].
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Remargue : A 1'aide de la décomposition de tout élément H € Lz(Wd) dans les
chaos de Wiener, on peut construire la mesure gaussienne (Bt(H)) a pvartir de
mesures gaussiennes indépendantes définies sur L GRn+1 t dtz...dtn+1) mEM.o
Nous aurons encore besoin des notations suivantes :-a tout w € 24, on associe :

- pour tout u > O, la trajectoire Wy retournée au terps u de la trajectoire

w , C'est-a-dire : wu(t) = () - wlu-t) (tsw
- pour tout c > O, la trajectoire m(C), transformée de la trajectoire « bvar
scaling d'ordre c, c'est-a-dire : m(c)(t) = c w(t/ 2) (t 2 0). On a main-
o
tenant la :

Proposition (2.1) : Soit (é(t,m),t 2 0) un processus d valeurs dans le, prévi-

stble par rapport d la filtration Brownienne, tel que :

() pour tout p € [1,%[, sup E[Ié(t)|p] < o
t20

(i1) a(t, 0 FLs yiw.

(n)

Pour tout n €N, on note ¢%(u,m) = @(ngu,m )y, et on définit :

® (uyw) =& (u,0).
n n U
On a alors :

t d
(d) (1) (z)
B, ; (dB (u, )} >{s (1) ; = 8, )}
By fo ) t20 (naw) Pt 5 20

Démonstration : a) Remarquons tout d'abord que la famille des lois des intégrales

t
stochastiques (M(n)(t) = J (dBu H @n(u,uﬂ) ; t 20) est tendue, lorscue n varie.
0

On a, en effet :
p/z

IA

rt
cp E[(J du|q> (u,) |9

S

B ™ 1) - M™ ()P

A

¢ t-5)P% sup El o, (u,u) |P]
» uz0
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Or, on a :
B |o_ (u,0)| P1 = B[], (w,0)[P] = B{|é(%u,m [P,

et finalement, d'aprés (i), sup EHQOA@|]<w,w(miﬂmhmwler%mnu
n,uz0

cherché.

b) La proposition sera alors démontrée dés que 1'on aura prouvé

les résultats suivants :

. . . . t A D A
(1) (1) (1) _ (1) L- (1)
(2.d) <B™, JO dB, " & 7 (w)>, = -‘{0 du® " (u,w) oy ¢ Elv ]
. . . t
(2.e) <J0d3£1) ol >, = J(O auo® u,on? g £ B )2,

Les membres de gauche étant bornés dans P (pour t fixé, et n variant),

il suffira de montrer que la convergence a lieu dans LZ. Alors, le résultat (2.d)

- par exemple - découle de :

(2.f) ElolY 1 —— B ™M1 @ £ixe) 5 EoP W oD w1 Bvti?uen

ce qui provient de 1'hypothese (i) de bornitude dans I’ d'une part, et d'autre
part, de ce que :

(2.g) oM w, oM W, (W ),
ot $(i) est une copie indépendante de w(i),

En effet, on a :

@M w,w ; ngi) v,u)

(2.7) »
= @M w,iy s 8P ov-ua) + B w0 - 8P v-u,3)D

-~ i -~ _ .
Or, la v.a. oé %v-u,mv) ne dépend que des accroissements de w entre uet v,

et est donc indépendante de éﬁi)(u,;u).
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D'autre part, on a, pour hsv (h fixé) :
5)1(11) (h,;v) (@) é':’r(li) (h, w (d) E’(i) (hnz,w) %‘-1_;)? \u(i).

On a ainsi montré que :

ablgi) (v,«:)V) - &I(li) (V-u,::)v) -I(l—f%> o,

et, d'autre part :

&1(11) (v—u,;v) Q)—w(l) .

Le résultat (2.g) découle maintenant de 1'identité (2.h).

(2.4) En s'appuyant essentiellement sur la Proposition (2.1), on peut maintenant

énoncer et démontrer le

Théoréme (2.2) : Soit f = fk : (ZRd)k_J +~R une fonction continue d support

compact, et (¢.),_. les fonctions gradient définies d partir de au moyen
mp §'2sjsk p Y

du diagramme présenté en (2.1).

Posons :
F.:d.f du., J’d (B -B ,B -B ,...,B. =B ,B
J JO u‘y-l . ug-2 u Ug ¢,7 Ug Uy’ Uz U Us_g uJ_Z Us_q
J-1 2
k
et F= X F..
g2 7
2k-1 _(n)
On a alors : {Bt’" Ikn (fk,'t)-nt f] (t 2 0)}
i (d)
d i), (i)
{8 (1) ; = 8, (F ") (t 2z 0)}.

=1
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Démonstration : D'aprés (2.c), on est ramené a 1'étude de la convergence en loi

k it
de {B, ; = (dB_ ; Dgn) (¢;,w)) (t 2 0)}, et on va appliquer la Provo-
t j=2 Jo u j=1 %5

sition (2.1) aux processus @n(u) = Dg?g (¢j,u).

Le processus (®(u),u =z O) associé a la suite (®)) est alors :

R u u u 5
o) = I du, f du. ., ... f du, ¢.(8 -B_,B -B ,...,
o 1 p i-2 u, |9y Ui

et, pour pouvoir appliquer la Proposition (2.1), il reste a montrer que la varia-
ble

n 00 00 00
Vs = f du. _ J du. _ ...[ du, |¢.|(B_ -B_,...,B )
I 37 Uy 2y, Ty e

posséde des moments de tous ordres, ce qui découlera du Lemme (2.3) ci-dessous.

Majorons d'abord la variable wj pvar :

]F.=[du. - AN— du. ,...| du, |f.|(B -B ;B -B ;
ilg 31 IIB _y]d-1 Ju. j-2 [u 1 | J‘ u, Uz uy
u. j-1 2
j-1

B -B 3 Y).
Uiy uj_2

On remarque ensuite que :

00 d 00 .-2
F. < f du f "—_jLTT“— {I dv 1 ¥
1700 Diylse 1g,y1®T u T BRI
pour p et R suffisamment grands.
La fonction : z > J' | T—_QTH:T étant uniformément bornée, et de 1'ordre
Yise |y-2z

de 1/|Z|d-1, lorsque [z| + =, on peut encore majorer H} comme suit :



(" 1 [ TR j

F.<C J du 1 ) + | du —————— (f dv 1 )T

j 0 (|B,[<R) Jo IBUICM u (|B,-B,|<R)

On a déja remarqué que f du 1(|P |<R) posséde des moments de tous ordres.

Pour étudier 1'intégrabilité du second terme qui fipure dans la majoration précé-
dente, posons :

o - Jt |B |>R

Le lemme suivant, qui donne - dans un cadre général - des conditions suffisantes

pour que [ dAu Ru admette des moments de tous ordres nous permettra de terminer
0

la démonstration du Théoréme (2.2).

Lemme (2.3) : Soit (At) un processus croissant conmtinu, adapté, dont le potentiel
est borné. Soit, d'autre part, (Rt) un processus mesurable positif tel qu'il
existe une probabilité y sur IR, admettant des moments de tous ordres, et véri-

fiant 1'hypothése "d'indépendance”

pour tout t.a. prévisible T, et toute fonction f :R R , borélienne,

BLF(Rp) g ] = [f(w)du(u)

(en d’autres termes, la projection prévisible de (f(Rt),t 2 0) est le processus

constant  [f(u)du(u)).

Sous ces deux hypothéses, f dAu'Ru admet des moments de tous ordres.
0 .

Démonstration : 1) Commencons par quelques majorations €lémentaires :

E[(J RAAON] = EIANG- jo R A Y]

(e

E(ak! | Rar,]
0

IA

S S

IA

E[AZ(kU 1/2 E[(,[ P an) ]1/2
0
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Or, on sait que, sous l'hypothese faite sur A, A admet des moments de tous ordres
(cf : Meyer [6], par exemple).
On est donc ramené a montrer, quitte a rermlacer (RS) par (Rﬁ), qui vérifie

d'ailleurs la méme hypothese que (RS), que 1l'on a :

E[(jm RSdAS)Z] <

0

2) De méme qu'en 1), on a :

E[(J[; RdAD] < E[A r R2 an ).

Puis, on a :

E[A_ J

"2 o] -5 mo e

- E”; EL(A AR /T 14 ] + E”; Ag BRG]

Or, var hypothese, E[Ri] ne dépend pas de s, et est fini, et, d'autre vart :

E[J(; Ay da ] - % E[A’] < o

roo
I1 reste a majorer : E[JO E[(Aw—AS)Rg/DTQ]dAS]

IN

© Y 1/2 Lin8q1/2 _ ® 2 0~ 11/2
< EHO E[(A_-A)“/F 17 EIR] dAS] =C E[J(O E[A_-AD/F1 " aag)
o C désigne la constante E[Ri]1/2.
Remarquons maintenant que 1'on a :

EL(A-ADY /) = 2 EH da, EIA_-A /T 1737 ],
S

et si a= ess sup E[Ah-Au/SE;], on a donc :



388

E[(A-A) /TR0 s 2a%,

et finalement :

= 2,61/2 2
E[JO EL(A-A) /" aa ] < vz-a%,

S.

ce qui termine la démonstration du lemme. o

Remarqgues : 1) Sous la seule hypothese ''d'indénendance" sur R, la projection

r
duale prévisible de J Ru dAu est C.A, ot C est la constante E[Rs]
0

(indépendante de s). En conséquence, une condition nécessaire pour cue

0

J Ru dAu admette des moments de tous ordres est que A admette également des
o ] :

moments de tous ordres.

Le lemme montre que, sous 1'hypothése un peu plus restrictive oue (At) admette

00
un potentiel borné, alors (I

o Ru dl\x) admet des moments de tous ordres.

2) En [3], T. Jeulin a montré, sous 1'hypothese "d'indévendance'

sur R, en supposant en outre : u{0} = 0, et [du(X)x < =, que les ensembles :

{J P.sdA <w} et {A < =} sont p.s. égax. o
0 s ®

Nous terminons maintenant, 2 1'aide du Lemme(2.3), la démonstration du Théoréme
(2.2) :

[ 32 esei by s
a) Le processus R = (L dv 1(|Bv_BuI gR)) vérifie bien la propriété
"d'indépendance'', et admet des moments de tous ordres.

b) I1 reste a montrer que le processus (At) admet un potentiel borné, ce

qui revient a montrer que la fonction :

%9 dx
y—> |
|x-y

1 . < P d
sz 1|x|zR o =7 est uniformément bornée sur R.
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Or, on a :
6,(y) = |Y|d J' dx' 1 1
B - -2 R d-
T e T (e 2Ryl e pET
Yy
S gdx 1
ly[93 7 1x-1192 (x| al%p Fia

Lorsque |y| + », on a : ¢d(y) = O(l—;aj).
y

Lorsque |y| >0, on a :

a-1
1 2 gy 1 2-d
0q(Y) =~ - I —— f r“7% dr
T w2 Ty Py
Iyl Iyl
= O(ﬁ}-_*g (L)L-d)
lyl lyl

> 0, d'ou le résultat.

d-1
O([‘Y?ﬁ) = oClyl® |

(2.5) Considérons, pour simplifier, le cas k = 2 seulement.

y[»0

Contrairement & ce qui se passe en dimension 3 (cf : (1.d)), pour les dimensions

d 2z 4, le mouvement brownien d'origine (B

. = 8,(1) ; t 20) n'est pas, en pénéral,

indépendant du mouvement brownien (Bt(F) = X B.Ei) (F(i)) I
i=1

2 0), limite en loi

du processus (n3 Ién) (fz;t) - nt f1 ; t 2 0) [voir 1'énoncé du théoreme (2.2)].

Nous explicitons maintenant la corrélation de ces deux mouvements browniens.

On a : <8 (M, B> =¢ E[J ds V(Uf) (B )],
. . t 0 S
d'oll 1'on déduit facilement :
= y
<B.(1),B.(F)>t =ty fdy £(y) T)?:Z’
avec yy constante strictement positive, ne dépendant que de d.
L'intéprale [dy f(y) l—lldrz est, bien slir, nulle si f est une fonction radiale,
y

mais elle ne 1'est pas dans le cas général.
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3. ETUDE POUR LA DIMENSION d = 3.

(3.1) Conformément au paragraphe (1.1), comrencons par étudier le cas k = 2,

et f= f2 RS + R, fonction-charge.

Le théoréme (2.2) est encore valable dans ce cadre, ol il prend la forme plus

simple suivante :

3

Théoréme (3.1) : Soit f :R° »R, fonction-charge, et ¢ = V(}‘). Posons :

el 4(B).

Jo
3t (° nt [ dy fly)
On a alors : {Bt;n f du[ ds f(n(B -B_)) - 2= | H LY\ (¢ 3 0)}
] u s on
0 u ly]
(d)
v
5o, (1)
{8(1); = 8, (F7) (t 20)}.
=1
Démonstration : D'aprés la démonstration du théoréme (2.2), tout se ramene a

montrer que la variable J du |¢| (Bu) admet des moments de tous ordres, et, pour
0

cela, il suffit que le potentiel newtonien de |¢|, c'est-a-dire la fonction de u:

o) = | by ‘[dz £(z) y-zs‘ = dy l[dz f(u+z) V_Z3
|y-ul ly-z| vl ly-z|

soit uniformément bornée, ce que 1'on démontre dans le lemme suivant.

Lemme (3.2) : La fonction & définie par :

(3.a) olu) = féy—I [dz f(u+z) IL—Z"? (u €JR3)
ly y-z

a partir d'une fonction-charge f, est continue, et uniformément bornée.
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Démonstration : Soit R > O tel que le support de f soit contenu dans

{z : |z] < R}. On ne perd pas de généralité en suvposant |f| = 1.

(1) Vérifions tout d'abord oue @ est finie. Pour cela, on peut supposer,

quitte a remplacer f(u+.) par f, que u = 0.

Remarquons alors que 1'on a, pour tout o > O :

d
et & J[ _szgc(Rﬂ,)( & .
P e E Iyl ly-z| Iyl

lyl=e lyl=e |z-y|<R+p yise

D'autre part, on peut majorer 1'intégrale restante dans ®(0) par :

e &5 i

[ 2
lylzo |yl /|z|R '|y-z] ly-1]

Or, on prouve aisément 1'inégalité €lémentaire suivante, valable pour y,z,q GZRS

(3.b) LI o W A NP .1 }
= ‘3 ‘Z .
y-zl> ly-af3 lv-z]°  |y-z||y-a|

En prenant o = 1, 1'intégrale double ci-dessus est donc majorée, en subposant

p 2R+ 1, par :

C(‘I+R)R3J’ gL{ 1 3+ 1 i 1 } < =, carJ %<w.
[ylze |yl C(ly|-R) ly-11" (y|-R T

(ii)  Une 1légtre modification des arguments ci-dessus permet de montrer, a

1'aide du théoréme de convergence dominée, cue @ est continue.

En effet, soit U oy W Dans 1'intégrale en (dz) oui figure dans la défini-

ensuite, la

we

tion de @(u)) en (3.a), on peut remplacer (dz) par (dz‘)1]un+z[§R

suite (u ) étant bornée, on peut remplacer Iun+Z| <R par |z| <R', avec P!

suffisamment grand. Les majorations faites en (i) s'appliquent alors, en remplacant
partout R par R'.
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(iii) 1I1 suffit maintenant de montrer cue, lorsaue u est suffisamment
grand, o®(u) est wniformément borné. On revrend a nouveau les majorations faites
en (i) et (ii), mais cette fois en supposant p=p(u) = 2|u|, et en détaillant la
dépendance en u. Majorons tout d'abord :

f ar dz1

| P
Iylse |yl 'lusz|sR  |y-z|

=[ dzJ dy—1——2-= dzf dy__L___z_
lusz|sR - Jylsp  lylly-z|® JJusz|sR o Jlyls-E- 0 lylly-1]
Z
Sy
f 21 T zlso/lyD) sz R
Iyl ly-1
o d 3
= —LIZ— lul” fdz 1(lzl—5—0/|)'|'|u|) 1(|z+1|gR/|u|) (3.c)

[yl ly-1

Remarquons maintenant que :

- d'une vart, pour que les boules {z : |z| < o/|y|-

uly et {z : |z + 1] =R/|u|}

soient d'intersection non vide, il est nécessaire que l'on ait :

1 §.~._p__ +._R_
lyl«lul  |ul
soit :  (3.d) lyl s2/01 - Ry,

lul
- d'autre part, on a la majoration évidente :

5 3
1 R éC{pSAR}
(Jz] s —8—) (Jz+1| s lyl
yl+lu lul

(3.) lul® faz 1

A 1'aide de (3.d) et (3.e), 1'intégrale double qui figure en (3.c) est donc majorée

par un multiple de :

3
dy P
l2

; 3
7
Iyl ly-11" |y

A R7}

1 ),
(lyls2/a1 - Bo*
[u
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et pour |u| z 3R, cette intégrale est majorée par :

[ d RS < .

ygs 1Tl

I1 nous reste a majorer uniformément 1'expression :

dz f(u+z) T—Z:?z
y-2

Jo, %
lylzo |yl 'J]z+u|sR

o R B o R
Iylze [yl 7lz+u|sR  Ply-z|”  |y+u]
A 1'aide de 1'inépalité (3.b) prise avec o = - u, on est ramené a majorer :
[
(3.f) f dy | d (— s L
lylzo |yl ’]z+u|<R ly-z1"  ly-z| [y+ul
Or, on a, pour (u,y,z) aqui vérifient : |u| z 2R, |y| 2 2|u|, |z+u| 2 P :

ly-z| 2z |y+u| - R2 |Jul - Rz R.

L'intégrale (3.f) peut donc &tre majorée par :

f
CoR3 by [ 1 7 + 1 2]
lyl>p|>'l C(ly+u[-R)"  (ly+u|-R) |y+u]
2
- c.R3 lul® dy 1 5+ 1 ' > ]
lvlzz Y TCully+1[-R°  (Jully+1[-R) [u]© |y+1]

c-R> d 1
£ — -—X { . + 1

b Tiypz2 D Cchya) - 3 dvt) - Dy s

L'intégrale figurant en (3.f) est donc 0(—1—), lorsque |u| + =, et le lemme est
u

démontré.
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(3.2) Considérons maintenant le cas k 2 3

Notre objectif est d'étendre convenablement, dans ce cas, le résultat de convergence
en loi (1.d). Des difficultés techniques beaucoup plus grandes que pour les dimen-
sions d z 4 nous empéchent cependant de conclure rigoureusement. En conséquence,

ce paragraphe (3.2) ne contient que des conjectures qui nous semblent toutefois
trés raisonnables.

(i) Compte tenu des difficultés dont nous venons de faire état, nous pouvons

supposer, pour simplifier, que la fonction f : CIRS)k ! +R est de la forme :
k-1 i
£ (Xphex g = iE1 g (x;),

chaque fonction gl :]R3 »~R étant continue, et & support compact.
La formule :

Tim e oy 2 n2G1-1 ;@)
Lo (fst) =n

(2.a) n2k k 1

(fk ‘I’

t
(0}
est toujours valable.
Or, a 1'aide de la majoration faite a la fin du paragraphe (2.2) pour démontrer

(2.b'), ou obtient :

1 n (k P
(3.9) _ ()(lf )0 ())
nviog n
En effet, la fonction hR(x) = J —5bl-est majorée par L et on est donc
[y[sR |y=x]| x|
ramené a montrer :
2
n“t ® -
1 J dv (J ds 1|B S |sR')k 2 ISPBJ
nylog n ‘0 |Bv| 0 s+v v <

Or, 1'espérance de cette variable est majorée par :

2 2
n t nt
_c { E(_l__) ._C [ dv O( ) —> 0.
nyiog n /0 |B,| nvIogn ‘0 Vv viog n
L'assertion (3.g) est démontrée.
(ii) On a donc, d'aprés (2.a) et (3.g), par récurrence :
k
- (n P
(3.h) supl(n2k ! Iﬁn)(fk;s)—nsf1) -z J (dB, 5D; )(¢ V) ey ©
vlog n sst j=2

Pour étudier la convergence des intégrales stochastiques qui figurent en (3.h), con-

sidérons tout d'abord :
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t
L[ @, 5 Dy
vlog n

Rappelons que (voir le paragraphe (2.1)), si 1'on pose 6_(§) = y_-éjg on a :

Y 2n|y-£|

-2 k-1
b g ) = Jdy 0 (gl )8 P .

On en déduit :
t
1 J @, ; o) 1V
vlog n /0
(3.7) ¢ 2 v .
- Jdy gk_1(y)J (as, ; -2 J du o, (BB M6 @ g' @ ... 08  Ful.
0 vlog n

Nous sommes donc amenés a étudier, pour y et v fixés, le comportement asymptotique
de :

2 -
(3.) n J du o, @ 3,-B D) 16! 6 ... @ &l

viog n

Or, on a, par définition :

}((n% [2 Q. egk-z;u]

u
2(k-2) J du,_, Jk-ZH.I 2 au, g1(n(Bu2—B ))..,gk'z(n(Bu-Bu ).
0

4 k-2

En faisant le changement de variables : u; = v-ui, et en retournant le mouvement

brownien au temps v, on obtient 1'égalité en loi de 1'expression (3.j) avec :

2 v SV v
n 1
(3.4") J du, . 6 _(nB )J du g (B -B )J du (B -B )

Viogn Jo KT YT gty ke ) ez Y1y, 15 Py,

oli 1'on a noté : g%n) x) = n’ ghmx).
v
Exprimons la derniére intégrale qui figure en (3.j'), soit : J du1 g}n) (B -B ),
u, Uy
a 1'aide de la formule d'It6 ; il vient :
M 1
J du, £n) (Bu -B, )
u, 1 72
(3.k) v
1 1 1
= -Ug (n(BV—Bu )) +Ug (0) +n J (dBu ; V(Ug )[n(Bu -Bu M
u, 1 1 72
o Ugl) = 3= [ ¥ gy,
lx-y|
A 1'aide de 1'identité (3.k), on peut écrire 1'expression (3.j') sous la forme :
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2 3% v
n k-2
J du ey(nBu) [Ju duk_2 &) (Bu

-B ) X
viog n /0 k-2 “]

(k-3) termes
(3.n)

M 2
[JUS duZ g(n)(BuZ_Bus)] *

U (B - 1 Y . (Ug! _
[ve' e, 3, ) +ve'©@ 4 n @, 3 v (w3, )]
M (2) (3)
Ceci nous permet d'écrire 1l'expression (3.h) sous forme de la somme de 3 termes, I,

II, III, correspondant respectivement aux expressions (1), (2), (3).

Nous conjecturons que les termes I et III convergent en probabilité vers O.

Ainsi, si 1'on admet cette conjecture, 1'étude du comportement asymptotique de

1l'expression (3.h) se raméne, par itération, a celle de :

nZ v k-2 i
(3.k) J du o (nBu) (nm Ug (0))
vlog n ‘0 Y i=1

étude qui a été menée en détail en [11].
A 1'aide de (3.i), 1'intégrale stochastique :

s k
! J B, ; = D(ﬂ (6:,V))
viog n ‘0 j=2 J J

qui figure en (3.h) peut donc &tre remplacée par :

k-1 . k-1 i s n2 v
(3.%)  fdy @y 1 UghO) J (dB, ; J du 6 (n(B -B))).
j=1 i= 0 viegn ‘o Y .
iz]

I1 nous reste maintenant a utiliser le résultat obtenu pour d = 3, k = 2 (cf. [11]),
résultat que nous avons, par ailleurs, présenté en (1.d).
Finalement, sous réserve de la validité de notre conjecture, et des opérations de

réduction faites a sa suite, le processus a valeurs dans R

1
vlog n
converge en loi vers :

B,

21 1]((“) (£, -0t £,1 ;20

(B

v c(fk)ZBt ;1 20)

ou (B t 2 0) désigne un mouvement brownien réel indépendant de (Bt ;£ 20) et

t )
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c(fk) = J(R3)k'1 dy1...dyk_1 m(y1,...,yk_1)fk(y1,...,yk_1)

avec :
1 k-1

My ,eeesYp_4) = - X

1 k-1 (2n5k 1 j=

1

1yl
i#j 1

(iii) Pour étayer notre conjecture, nous montrons qu'elle est effectivement
vérifiée pour k = 3.
Le terme de type (I), resp : (III), qui figure dans le développement de (3.i) est :

t n t n
(3.m) fo (dB, ; X), resp : ‘(0 (dB, ; Y,
ol
n n2 v 2 1
X, = J duv(Ug )(nBu) Ug, (n(BV-Bu))
vlog n ‘0O
n n3 v 2 v 1
¥ - f du v(Ug?) (nB )f (dB_,v(Ug") (n(B_-B )).
v o u S s u
vlog n ‘0 u

Nous allons étudier les quantités ]|X€[|2 et ||Y2||2

On a :
n2 v 2 1
Il < 2 [ @ ivwd a1, e mes, )1
n n3 v 2
Il < 2 (O au [|9we?) B [, 11l
t
on M- fo (dB, ; v(Ug) (B ).

Nous prouverons plus loin les estimations suivantes, valables pour tout s

2 C
(3.n) [lv(Ug) (MBI, = — 7
s’ 2 1+(n”s)
1 C
(3.0) [|Wg" Y @B, s —~—
sT2 1+ns1/2
n? _
(3.p) [|M§||2 s OE
log n

la constante C dépendant seulement de g1 et gz.

A 1'aide de (3.n) et (3.0), on obtient :
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2 v
2 n 1 1
I, < ¢ [ du
vz VIogn 0 [1+@aw 3] [entv-w) /2]

< n? r’ du

viog n ‘0 1+(r12u)2/3 n(V-U)V2
L2 1 J‘ du .

Vlog n n7/3 V1/6 0 uz/:()(T—u)]/2

L'intégrale stochastique, en (3.m), dans laquelle figure ()gn,) converge donc dans
2
L™ vers O.

A 1'aide de (3.n) et (3.p), on obtient :

¥R,

A

¢t Ve f" du Ty % C?/\SfE [V du/\ 215 5
0 1+(n"w) n 0
1'intégrale stochastique, en (3.m), dans laquelle figure YS converge donc dans
L2 vers O.
Démontrons maintenant les estimations (3.n), (3.0) et (3.p).
Notons N ume variable gaussienne, centrée, a valeurs dans ]R.3, de covariance la

matrice identité.

(3.n) découle de :

1
v 0| s —S— et E[—! < o )
1+|X|2 [(1+a!N|2)2] 1+a4/3

(3.0) découle de :

1 C 1 . 1
lUg' )| s —— et El———] s cl3y)-
1+ x| [(1+a|N|) ] 1+a
2
Enfin, (3.p) découle de ce que, d'aprés [11] , < n Mn>t converge dans L2

Vlog n
vers un multiple de t.



4. ETUDE POCR d = 1.

s L k-
{4.1) Pour cette dimension, il est plus intéressant de considérer f : R 1 >R,
borélienne, bornée, a suoport compact, et de mocifier la définition de Iﬁn)(f;t)

en :

T (g0 = [ duy....du, £B -B ),...,n(B B ))

X ; 10 e--dug "By )se- (B, -B) .
J k 2 M k k-1

[0,t] x

Introduisons, de plus, la famille bicontinue des temns locaux (lt y X ER,t 2 0)

associés a B. On peut maintenant énoncer le
Théoréme (4.1) : Pour toute fonction f :JRE_] +~IR, borélienne, bornée, d support

compact, on a :

—7
n{nk 1 Iin)

(£36) = (fdy £ly))fdz(s)5y
(4.a) (P)| n » =
k=1 v k-1
(-2 jdxmf) ) fdyge..dy,_; Flu)( z] yp(k—p)p).
p:

Remarquons tout d'abord, pour amorcer la démonstration du théoréme, aue 1'expres-
sion gui fipure en (4.a) peut &tre réécrite - aprés un changerment de variables
€lémentaires - sous la forme :

f k-1 ¥ £ 8, (), ot :

S

y Yiteooty,
' “ X x4‘ﬁl X'*J-°?T—‘Js—l x k
(4.b) An(y) =n f_de{Zt 2e e Ry - (lt)'}

(4.2) Pour étudier la convergence de A, nous utiliserons le

Lemme (4.2) : 1) Pour tout t > 0, le processus : x - £§ est une semi-martingale

(par rapport a4 sa propre filtration), dont le crochet satisfait :

U

‘ (a < b)

b
(4.c) <l;>b - <£;>a =4 [a du 9,

2) Pour tout mz2 1, et n 20, on a :

® u,n um [® 0w ntm-1
(4.d) [_w (lt) du(lt) - 2m J (Qt) du.

h

—c0
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Démonstration : a) La partie 1) du lemme est diie a Perkins [15] (voir aussi

Jeulin [16] pour 1'étude de &

t
La formule (4.c) est également un cas particulier des résultats pénéraux de
Bouleau-Yor [17].

dans la filtration des excursions browniennes).

b) Remarquons maintenant que, pour toute fonction ¢ : R >R, de
classe CZ, ona, pour a<b:

s(Dy - o0y - (b " () + 2 K " du
ST T Ja¢tt’
soit, en faisant tendre a vers - =, resp : b vers + » :

M oramd = -2 [ o eH au

J_cftut‘ A e T
On en déduit, par classe monotone, que, pour toute fonction g : R, >R, boré-

lienne, bornée, on a :

%
) t o
u, _ u, u
(4.e) J_w (J(o ds g(z))du(zt) =-2 Jf ) g(zt)zt,du.

Cette formule est encore valable, par localisation, pour toute fonction g :P_->R
continue. La formule (4.d) découle alors de (4.e), lorsque 1'on prend
gx) = n(e+x)n_1 , que 1'on fait tendre e vers O, et que 1'on développe du(!thl)m

a 1'aide de la formule d'It6.

(4.3) Nous pouvons maintenant terminer la démonstration du théoréme (4.1).

Développons 1'intégrand :
y Yaiteo oy,
1 X+ 1 k-1

X
_ X n n _ eXnk
AX,y) = L (!Lt)

qui figure dans la représentation de An(y) en (4.b), de la manitre suivante :

, on peut écrire :

Yiteeoy,
si 1'on note Sp(y) = —n—P

k-2 x+S_(y) x+S_ () _
AX,y) = T zfc‘...zt p J p+1 duuttl)k (p+1),
=0

)(+Sp W)
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I

u > (lg)k-(p+1)-

On en déduit, par un argument de type Fubini, aui ne présente pas de difficulté :

[l k-2 (o ~ u-S_(y)
L) =n | dxaGoy) = x f a (¥ ery 7P
-00 :O -0 u_s (y)
P o+
et donc :
A_(y) (P) > kgz ® d (uu)k—(pﬂ))(zu)pﬂ
n noe = yp""' u ot t
p=0 —
k-2 - |
ST 73 Yoy Ge ) (_m du(et)

cette derniere €galité résultant de la formule (4.d).

ax g,

k-1

*t

ol du(lg)k-(p+1) est la différentielle stochastique de la semimartingale

x+Sp(y)

Le théoréme (4.1) découle finalement de ce résultat, & 1'aide d'un argument de

convergence dominée. g

b
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