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TEMPS LOCAUX D'INTERSECTION ET POINTS
MULTIPLES DES PROCESSUS DE LEVY

Jean-Francois LE GALL(*)

.0. INTRODUCTIOM.
La notion de temps local d'intersection du mouvement brownien a été introduite

et étudiée récemment par divers auteurs : voir en particulier Wolpert [34], Dynkin
[4,5], Rosen [25] et Yor [35]. Entre autres applications, les temps locaux d'inter-
section permettent de construire des mesures canoniques portées par 1'ensemble des
points multiples du processus considéré. L'étude des mesures ainsi obtenues conduit
a des renseignements assez précis sur les propriétés fines des points multiples du
mouvement brownien, par exemple la mesure de Hausdorff de 1'ensemble des points mul-
tiples [17], ou la structure de 1'ensemble des temps auxquels est atteint un point
de multiplicité infinie [16]. Récemment, Rosen (voir aussi Dynkin [4] pour un point
de vue différent) a étendu la notion de temps local d'intersection 2 des classes de
processus plus générales, comme les 'bonnes™ diffusions elliptiques [26] ou les pro-
cessus stables multidimensionnels [27]. L'objet du présent travail est d'utiliser
1'idée de temps local d'intersection, ou plus exactement de mesures portées par les
points multiples, pour étudier les propriétés fines des points multiples des proces-
sus de Lévy, et en particulier répondre 2 certaines questions posées par Taylor dans
un article récent ([31], conjectures B,C et D). Nous n'avons pas recherché ici la
plus grande généralité : damns les sections 2 et 3,nous nous restreignons 2 une classe
assez particulieére de processus de Lévy, suffisante cependant pour nos applications,
et dans les sections 4 et 5, qui sont indépendantes des précédentes,nous nous inté-
ressons a des processus particuliers, le processus de Cauchy unidimensionnel dans la
section 4, et le mouvement brownien dans la section 5. Ce choix a été motivé par
notre objectif principal qui était de démontrer les résultats conjecturés par Taylor
[31]. Rappelons ces résultats, sous la forme qui figure dans [31]. Pour toute fonc-
tion ¢ convenable on note ¢-m la mesure de Hausdorff associée 2 ¢, et ¢-p la
mesure de packing (voir [32]) associée a ¢.

Conjecture B. Soient X un processus de Cauchy symétrique sur la droite, et K un
sous—ensemble compact d'intérieur vide de R. Il existe P-p.s. un point x tel
que X (x) ait méme structure d'ordre que K.

Conjecture C. Soient B un mouvement brownien dans IRd et, pour tout k z 1, B&

1'ensemble des points de multiplicité k de la trajectoire de B. Alors P-p.s.

(*) UNIVERSITE PARIS VI - Laboratoire de Probabilités - 4, place Jussieu - Tour 56
3eme Etage - 75252 PARIS CEDEX 05
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(1) si d=2,

2 © si o zk,
x“(log 1/x)% - p(M) =
, 0 si a<k;
(i1) si d =3,
® si az0,
x(log 1/0% - p(M) =
si o <O.

Conjecture D. Soit Mk 1'ensemble des points de multiplicité k de la trajectoire
d'un processus stable sphériquement symétrique d'indice o dans ]Rd. Supposons
a<d et y=ko-dk-1) > 0. Alors, P-p.s.,

+eo si >0

(1) x"(log 1/%)® - mow)
0 si B

A
o
wn

\

{+w si Bz -k/2,
0 si B < -k/2.

Dans la partie 2, nous donnons une construction simple du temps local d'inter-
section de p processus de Lévy indépendants dans ]Rd, sous certaines hypotheses
sur la loi commune a ces processus. Notre point de vue est assez différent de celui

(i1 x¥(log 1/%)F - po)

adopté dans les références indiquées plus haut : alors que les auteurs précités
congoivent le temps local d'intersection comme une mesure sur les p-uplets de
temps (t1,...,tp) tels que X1(t1) =...= Xp(tp), ol X1,...,Xp sont les p
processus considérés, nous construisonsici directement une mesure portée par les
points d'intersection des trajectoires de X1,...,Xp. Décrivons brievement notre
construction, qui a été inspirée par les résultats de [14] dans le cas brownien. On
introduit, pour tout e > O et tout i=1,...,p, la "saucisse'" de rayon e asso-
ciée a X' :
S, = u_ (X +B(O,e)

s20

oli B(0,e) désigne la boule ouverte de centre 0 et de rayon e dans Rd .

Notons c(e) 1la capacité, relative au processus Xl, de la boule B(O,e) et, pour
tout sous-ensemble borélien borné A de Rd, posons

() = c(e)P ns! n...nsP 0w,

ot m désipne la mesure de Lebesgue dans ]Rd.

On peut alors montrer (théoreme 2.1) la convergence de la suite de mesures u, vers
une mesure yu portée par les points communs aux trajectoires de X1,.. .,Xp. On ob-
tient méme une expression explicite des moments de wu(A), pour tout ensemble A.

Les techniques de cette section sont largement inspirées du travail de Hawkes [10].
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Cependant nous allons un peu plus loin que Hawkes, dans le sens oll nous ne nous con-
tentons pas d'établir 1'existence de points d'intersection, mais nous construisons

une mesure portée par ces points.

Dans la partie 3, nous utilisons les résultats de la partie 2 pour obtenir
certains renseignements sur la mesure de Hausdorff de 1'ensemble des points multi-
ples d'un processus de Lévy. Nous établissons & la fois un théoréme de majoration
(théoréme 3.1) et un théoréme de minoration (théorgme 3.2) pour la mesure de Haus-
dorff. Evidemment, ces résultats sont d'autant plus intéressants que la fonction in-
tervenant dans la majoration est proche de celle qui intervient dans la minoration,
c'est le cas pour les processus stables symétriques,pour lesquels nous démontrons,
en le précisant un peu, un résultat conjecturé par Taylor (partie (i) de la conjec-
ture D).

La partie 4 est consacrée a la preuve de la conjecture B de [31]. Ce résul-
tat est 1'analogue d'un théoréme relatif au mouvement brownien plan établi dans [16].
En fait les arguments de [16] peuvent &tre adaptés sans modification essentielle
pour le processus de Cauchy. Nous commencons par décrire brigvement, en nous inspi-
rant de Rosen [27], une construction du temps local d'intersection de p processus
de Cauchy indépendants. A la différence des sections 2 et 3, nous avons ici besoin
du temps local d'intersection usuel, vu comme mesure sur les p-uplets de temps

(t1,...,tp) tels que t. <...< tp et X(t1) =...= X(tp). Nous énongons ensuite la

proposition-clé (proposilion 4.3) qui permet .d'analyser le comportement du processus
entre les instants ol il passe par un point multiple, et conduit aisément & 1'exis-
tence de points de multiplicité infinie. Une fois ces résultats établis, le reste
de la preuve est trés semblable aux argumentsde [16] : nous nous sommes contentés

d'indiquer, dans un cas particulier, le schéma général de la démonstration.

Enfin, la partie 5 contient certains résultats sur la mesure de packing des
points multiples du mouvement brownien (voir conjecture C ci-dessus). La notion
de mesure de packing a été introduite par Taylor et Tricot [32]. Au méme titre que
la notion de mesure de Hausdorff, elle constitue un outil pour mesurer la taille de
sous-ensembles de RQ' de mesure de Lebesgue nulle. Nous donnons d'abord un test qui
permet de décider pour quelles fonctions ¢ la ¢-mesure de packing de 1'ensemble
des points de multiplicité k de la trajectoire d'un mouvement brownien plan est
nulle ou infinie. Ce résultat généralise un théoréme établi en [21] concernant le
cas k = 1. Nous nous intéressons ensuite & la mesure de packing de 1'ensemble M2
des points doubles de la trajectoire d'un mouvement brownien dans m?. Les résultats
obtenus sont ici moins précis que dans le cas du plan : nous montrons 1'existence de
constantes o, > O telles que, P-p.s.,

x (log 1/x)™% - p M) = =,

x (log 178 - p M) =0,
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ol ¢-p(M2) désigne la mesure de packing de M, relativement a la fonction ¢.
Finalement la partie 6 contient diverses remarques sur les résultats qui pré-

cédent, ainsi qu'une discussion des prolongements possibles.

Remerciements. Je tiens ici & remercier le professeur S.J. Taylor pour avoir suggéré
les problémes traités dans ce travail.

2. UNE CONSTRUCTION SIMPLE DU TEMPS LOCAL D'INTERSECTION DE PLUSTEURS PROCESSUS DE
LEVY.

Dans toute cette partie, nous considérons un processus de Lévy a valeurs dans
Rd, noté X = (Xt’t > 0). Nous supposerons toujours que X est sphériquement symé-
trique, transient, et posséde la propriété de Feller forte. D'aprés Hawkes [9],
cette dernigre propriété entraine 1'existence d'une famille canonique
(pt(x) ; t>0,x€ Rd) de densités de transition de X, et le noyau potentiel de X
est alors simplement donné par :

L

u(x) = J pt(x)dt x € Rd, x =z 0).
0
L'hypothese de symétrie sphérique entraine que u(x) est seulement fonction de
|x|. A 1'instar de Hawkes [10], nous supposerons que u(x) est une fonction décrois-
sante de |x|. Enfin, dans le cas d = 1, nous supposerons que les points sont po-
laires pour X (cette hypothese est toujours réalisée si d z Z, voir Kesten [121).

Soit p = 1 un entier. D'aprés Hawkes [10], 1'hypothese
©) J u)P dx < =,
|x|<1

suffit a entrainer 1'existence de points de multiplicité p pour la trajectoire de
X (voir [7] ou [19] pour des extensions de ce résultat a des processus de Lévy plus
généraux) . Nous nous proposons dans cette partie de construire, sous 1'hypothese (H),
une mesure "canonique" portée par les points de multiplicité p de X. Plus précisé-
ment nous montrerons comment construire une mesure portée par les points d'intersec-
tion de p copies indépendantes de X. En considérant la trajectoire de X sur p
intervalles disjoints,il serait ensuite facile d'obtenir une mesure portée par les
points de multiplicité p de X.

Nous considérons donc p éopies indépendantes de X, notées X1,...,Xp,

. . . s i
issues respectivement de XqseerX e R". Soit € > 0, a chaque processus X7,

i=1,...,p, on associe la "saucisse" Sz de rayon ¢, définie par :
St = {y € r ; inf{lXt-y| ; t <ol <€}

Remarquons que, pour tout y E]Rd :

ORI D
Ply € 51 =PIT (y) <=1,
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ol Ti(y) = inf{t ; |X,t—y] < ¢}. D'apres des résultats classiques du théorie du po-
tentiel (voir par exemple [2], p. 285),il existe une mesure g portée par la boule
fermée de centre O de rayon ¢, telle que :

(2.a) PITEGy) < ] = f ulysx-xp) u (@)

La masse totale de Hes notée c(e), est la capacité de la boule de centre O de
rayon e. L'hypothese depolarité des points entraine que c(e) décroit vers O
quand ¢ tend vers O, L'objectif principal de cette partie est de montrer le théo-

réme suivant. On note m la mesure de Lebesgue sur ]Rd.

Théondme 2.1 : Sous L'hypothése (H) 4L existe P-p.s. une mesure yu portée par
L'ensemble 1 des points communs aux thajectoinres de X’,...,Xp, ne chargeant pas

Les points, et telle que pour toute partie borélienne boanée A de ]Rd,

Lim cle) P m(s! nsi n..nsPn Al = ulA),

e>0 €
ot £a convergence a Lieu dans Lk(P) pour tout kR < =. De plus, pour fout entier
k21,
k

by | i
E[(u(A))®)=| o dy,eedy, T (% uly ;o\-x.0 muly -y . )],
S e 1 e L e

ox x, désigne £'ensemble des perwmutations de {1,...,k}.

La preuve du théoréme 2.1 utilisera deux résultats préliminaires que nous

énongons sous forme de lemmes.

Lemme 2.2 : Sous 2'hypothése (H) on a :

Lim ed ele) P = 0.
g0

Prewve : Ce lemme est déja établi par Hawkes [10]. Pour la commodité du lecteur,
nous -en redonnons ici la démonstration. Partons de 1'identité (2.a) et remarquons
que, si Iy—xil < g, on a bien sr : P[Ti(y) < »] = 1. En intégrant sur la boule

de centre x5 de rayon ¢ on trouve ainsi :

cg e - J dy j uly-u_ (@)
(lyl = e €

ol cq est le volume de la boule unité dans Rd.

On en déduit aussitdt :

cle) 2 ¢4 ed (J u(y)dy)_1.
(lylsze)

Or, 1'hypothése (H) entraine : 1im ed u(e)P = 0, d'ol aussi :
>0
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1im /P4 J u(y)dy = 0.
&0 (lyls2e)

Le résultat du lemme en découle aisément. o

Lemme 2.3 : Soit kz 1 un entier et sodent yi,...,Y, k points distinets de

d _ .
R™ - {x;}. Abors, sauf Cventuellement pour un ensembfe de k-uplets (g,,...,yk) de

mesure de Lebesgue nulle, pour tout £ = 1,...,p

IA

, i (
tim  leley)ooeele, )™ PITS (y,) 008 TS (y,) < =]
e,,...,ek—>0 ! R €1 ! €k R
k
= u(y,—xi) jgz u(yj—yj._,).
De plus, 54 Eprnvertp > 0 sont tels que |y1-xi| z Ze, et, pour § = 2,...,k,

|gj.-yj,_1| 2 2ete, ) ona:

i 41

A

(eleg)...eley))”! PUT, () 508 T, () < =)

IIA

Y,-x. k Y.y,
u(_I_z_i) - u(_iz_il) .
j=2

Preuve : On montre d'abord la seconde assertion. On procéde par récurrence sur k.

Pour k=1, le résultat recherché découle immédiatement de la formule (2.a) et de la

monotonie de u. Si k 2 2, on applique la propriété de Markov au temps T; Oge-1?
k-1

ce qui montre que :

IA
A

< i <
<T (yk_1) ]

P[Ti (yy) s...5 Ti (y) < =] = P[Ti (yq)
g1 e K Se ] k-1

X

Sup{Px[Tik(}’k) <] g |X‘Yk_1l s Ek-T}'

A nouveau en utilisant (2.a), ainsi que 1'hypothese ]yk—yk_1| z Z(Ek_1+ek), on
obtient :

. VY
sup(P_[TE (y,) < ] 3 |xyp 4| 5 ep_q} 5 cleuE KD
Xekk k-1 k-1 k 2

d'oll 1a majoration voulue.

Passons maintenant 2 la preuve de la premigre assertion. Quitte a écarter un
ensemble de mesure de Lebesgue nulle, on peut supposer que u est continue en
Y1 %5 et de méme en yj—yj_1 pour j = 2,...,k. I1 découle alors immédiatement de
(2.a) que

. -1 i - -
lim C(e1) P[TE1(y1) < =] = uly;=x;).

5140
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On raisonne par récurrence sur k. Pour k = 2

3

(2.b) P[T;(yﬂ <...8 Tik(yk) < w]
i i . ii
= P[T€1(y1) £...5 Tak_1(yk_1) Sy € Sek(Tek_1(yk-1)’°°)]

i i _ i i i .
- P[TE1(y1)§...§TEk_1(yk_1) ,ykESEk(O,Tek_1(yk_1))nS€k(T€k_1(yk_1), )1

N . ol . PSR, | o
oll on a noté Se(a,b) la saucisse de rayon e associée a X~ sur la;b]. En utili-

sant la propriété de Markov au temps Ti (yk_1), ainsi que (2.a), on trouve
k-1

-1 i i ind
lim (cle)e.ocley))  PIT. (y,) €...2T i1y €S (T (yq,_95=)]
0 X e 71 eoq Tk €S e Oy
-1 i
= uly,-y,_4) 1lim (cCey)eeucle,_4))  PIT. (y,) 5...8T (Y, _4) < =]
k "k-1 +0 1 k-1 € 1 k-1 k-1

E.I.. -Ek_.]

k
u(Y1'Xi) _22 U(Yj_yJ_1)

J
grice a 1'hypothése de récurrence. Pour conclure, il reste a montrer que le second
terme du membre de droite de (2.b) est négligeable. Or cela découle aisément des
majorations qui précédent et du fait que c(e) tend vers O quand e tend vers

0. o

Preuve_du_théoreéme 2.1 : Pour simplifier les notations on écrit

w W =c@Pns' nsfnasan
€ € € €
On commence par montrer que :

lim E[ue(A)ue. A1
g,e'>0

(2.c) )
= J[AZ dy; dy, jT211 (ulyy=x)uly,=y) + uly,=x3) uly;y,)).

En utilisant 1'indépendance des X’ et le théoreme de Fubini, on écrit :

r p _ . .
(2.d) E[u_(Mu_, (W] = JAZ dy,dy, s (cleee))™! PITI(yp) < =,T), () <]

On remarque que

PITI(y;) < = 5 T2, (y,) < =]

= P[Ti(yj) < Ti,(yz) < ©] + P[Ti,(yz) < Ti(y1) < ],
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d'ol, d'apres le lemme 2.3, sauf pour (y1 ,yz) appartenant a un ensemble de mesure
nulle,

Lin (c(ede(e) ™ P <5 T),(r,) < o] = uly,xduly,y,)wuly,xuly,-y,)
e,e'»0 € € J ]

En revenant & (2.d), on voit qu'on aura démontré (2.c) si on sait justifier le pas-
sage a la limite sous le signe somme. Pour cela on raisonne comme suit. On remarque
d'abord que sur 1'ensemble

Az(e,e') = {lyyoyy) € A2 ; |y2—y1| > 2(e+e'), |y1-xj| 2 2e, |y2-xj| z 2¢'},

les majorations du lemme 2.3 montrent :

(clorcteN™ Py <o 1) <

YimXs Yooy Yy X, Y1y
< u(—lz—l u(_z,z_l) + u(iz_l) u( 12 2)

et donc le passage a la limite sous le signe somme est justifié par le théoréme de

convergence dominée, grace a 1'hypothese (H). Il reste a montrer que 1'intéprale sur

A2 - Az(e,e‘) tend vers 0. En utilisant 1'inégalité de H6lder, on se raméne 2 -
majorer
(cle)e(eNP f dy, dy P[Tj(y ) <= ; Tj,(y ) < =P,
Wenl(e,ery 1 P2V er 2

Considérons 1'intégrale sur 1'ensemble {lyz—y1l < 2(e+e')} et supposons par exem-
ple e < ¢' : on majore alors simplement

(clrete P | dy; dy, P (y)) <= 5 T, (y,) < P
An{lyz-y1|<2(e+e')}

< c(e)P JA dy, P[Ti(y1) < «P. cd(4€')d c(eP,

Ensuite, d'une part le lemme 2.1 montre que :

1lim e'd c(enP = o,
e'->0

d'autre part, on a ¢
c@ [ oy, Prdyp < ol
A €

sceP Cd(Ze)d +c(e)P fAn l 2 dy, P[Ti(y1) < =P <,
{ y1—x. > L€
j
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pour une certaine constante C, d'aprés le lemme 2.1, la partie majoration du lemme
2.2 et 1'hypothese (H). On traite de méme (plus facilement) les cas {|y1—xj| < 2¢}

et {Iyz-le < 2¢e'}. Cela termine la preuve de (2.c).

On déduit immédiatement de (2.c) que la famille (u (A)) est de Cauchy donc con-
verge dans 1. Notons N(A) sa limite. Les majorations du lemme 2.2 montrent que la fa-
mille (ue(A)) est bornée dans LK pour tout entier k 2 1. La convergence de

“e(A) vers 1(A) a donc aussi lieu dans Lk pour tout k. De plus, en raisonnant

comme pour (2.c), on trouve :

E[Y X = 1im E[uE(A)k]

>0

) k
= dy,...dy, m (x uly X5 ) n uly .-y
JAk 1 k 3=1 oes, o(1) j=2  o(1) To(i- 1)

I1 reste & montrer que P-p.s. il existe une mesure de Radon u(.) telle que

pour toute partie borélienne bornée A,

N = u P-p.s.
Appelons pavé a coordonnées rationnelles tout sous-ensemble de r¢ de la forme
d

n Ii ou les Ii sont des intervalles & bornes rationnelles.

i=1

Soit 3?, 1'ensemble des réunions finies de pavés & coordonnées rationnelles. On
peut supposer que les deux propriétés suivantes sont satisfaites avec probabilité 1 :

(i)  pour tout ReJe , H(R) 2 0

(i1) si R,R'€ JU sont disjoints, R(R uR') = JR) + FR")

A partir de maintenant, on se place sur 1'ensemble de probabilité 1 sur lequel (i)
et (ii) sont satisfaites. On cherche & montrer que 1'application R - p(R) peut
8tre prolongée en une mesure sur la tribu borélienne de le. D'aprés des arpuments
classiques (voir par exemple Neveu [22], p. 25-29), i1 suffit de vérifier la proprié-
té d'approximation suivante s

(2.e) pour tout R ¢ fR , K(R) = sup{'ﬁ'(R') ; R E(.R,R’ < R, R' compact}.
Afin de vérifier (2.e), fixons un entier K > O et introduisons les ensembles

suivants :

A = 075 G2 K K

On va montrer que :
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(2.4) supli(A_ 1) 5 |kl s K2"} 52> 0, p.s.

n->w

I1 découle aisément de (2.4) (et des énoncés analogues ol on ferait jouer 2 la i€
coordonnée le rdle de la premiére) que la propriété (2.e) est satisfaite. Pour mon-

trer (2.4), remarquons que :

IA

EfGsup(H(A, .1kl s 2"DP1 s Bl x| T 07

|k|<K2

p
Ju(A )2 dy, dy, j21 (u(y1—xj))u(y2-y1) + u(yz-xj)u(y1—y2)) pradiY
k
k™

puisque- U(Ah k)z décroit, quand n tend vers 1'infini, vers un ensemble de mesure
k ’

nulle. La propriété {2.4) en découle, quitte & exclure un nouvel ensemble de proba-
bilité nulle. On conclut & 1'existence d'une mesure positive, notée wu(+), telle que,
pour tout R € R , 5(R) = u(R) p.s. Il reste & vérifier qu'on a aussi, pour
toute partie borélienne bornée A, Y(A) = u(A) p.s. Cela découle d'un argument de
classe monotone.

Pour compléter la preuve du théoréme 2.1 il faut encore voir que u ne charge
pas les points et est portée par I. La premidre assertion découle de (2.{§) (plus
généralement on obtient que u ne charge pas les hyperplans de la forme {xi =al).
Pour la seconde assertion on remarque que, par construction, pour tout e > 0, wu

est portée par :

I =
€

[ Rso}
Y

i=1

ol Si désigne 1'adhérence de Sz. Donc u est aussi portée par :

P73
n I = n X0,
e>0 € 1=1

ol on note Xl(O,w) = {X;

;s 2 0}. Conme yu ne charge pas les points et chaque
x' aau plus une infinité dénombrable de points de discontinuité on conclut que u

est portée par I. o

Remarques : (i) Le théoréme 2.1 peut aussi &tre appliqué a certains processus X
récurrents : il suffit dans ce cas de considérer le processus X tué a un temps
exponentiel indépendant, et de vérifier que ce nouveau processus satisfait les hy-
potheses plus haut (nous avons implicitement supposé que X était défini sur

[0,o[ , mais il est clair que notre construction s'appliquerait aussi bien a un pro-

cessus tué).
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(ii) Les hypotheéses de symétrie sphérique et de monotonie du noyau potentiel simpli-
fient de maniére significative les estimations de la preuve du théoréme 2.1, et
seront vérifiées dans les applications que nous avons en vue. I1 est cependant trés
probable qu'on puisse étendre le théoréme 2.1 a une situation beaucoup moins res-

trictive. Nous nous contenterons de renvoyer le lecteur a [19] pour un exemple de

résultats obtenus dans un cadre plus général.

(iii) La preuve du théoréme 2.1 repose en grande partie sur les estimations du lem-
me 2.3 concernant la probabilité pour le processus de visiter plusieurs petites
boules. La preuve de ces estimations est ici facile grice a la formule explicite
(2.a). I1 est intéressant de noter que des estimations du méme type ont €té obtenues

par Sznitman [28] pour des diffusions elliptiques dans Hfj.

3. APPLICATION A LA MESURE DE HAUSDORFF DE L'ENSEMBLE DES POINTS MULTTPLES.

Nous reprenons dans cette partie les notations et hypotheses de la partie 2.
Nous nous proposons d'utiliser le théoréme 2.1 pour obtenir certains renseignements
sur 1'ensemble I des points communs aux trajectoires de X1,...,Xp.
Théoreme 3.1 : Pour tout e > 0, sodent
¢le) = e ele)P

o*(e) = sup{eln) ; n s €}.

Alons, presque sdrement pour tout compact K de Rd, on a :
¢* - mlI n K < =,

ot ¢* - m désdigne La meswie de Hausdorfd associ€e a ¢*,

Preuve : Pour tout e > O, soit fg(e) 1'ensemble des cubes de RS de 1a forme
d
A= i1;!1[kie s (ky+1el, k, € Z.

Soit N(e) 1le nombre de cubes de %3(5) qui rencontrent I n K. Remarquons que

d 1 D
N(e)e” s m((I n K) ) £ m(S N...n S n kK )
ed1/2 Ed1/2 €d1/2 ed1/2

ou (In K)E, resp. Ke, désigne le voisinage ouvertd'ordre ¢ de I n K, resp. K.
On déduit aisément du théoréme 2.1 que

1 p 1/2

E[m(S n...ns NK )] s Coced /5P
ed1/2 ed1/2 €d1/2 ’

pour une certaine constante C dépendant de X. On conclut que :

(3.a) E [NE)] = Ce_dc@dvzﬂ{
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D'autre part, en revenant 2 la définition d'une mesure de Hausdorff, on a :

(3.5) & -m(In K s Lin inf(NGe) ¢* (ed'/2)).
e >0
Or, en se restreignant a une suite (gk) tendant vers O telle que

¢(gk) > —;— ¢*(9k), on déduit de (3.a) et du lemme de Fatou que

lim inf(N(e)g* (ed /D) <= pus.
£ >
Compte-tenu de (3.b), ceci termine la preuve du théoréme. O

Théonéme 3.2 : Pour tout ¢ > 0, sodent
vle) = J wlx)P dx, y*(e) = vle) (Log Log Lp,
(|| <e )

Supposons y* croissante au vodisinage de 0. Alons, presque sirement pour toute

partie bornélienne A de IRd,

v+ - m(InA) 2 CoulA).

ol C> 0 est une constante dépendant seulement de d,p et de fa Lol de X.

Preuve : Pour y € Rd, e > 0, notons B(y,e) la boule ouverte de centre y de
rayon e. On commence par montrer, pour A > O assez petit et pour toute partie
borélienne bornée A de ]Rd, 1'existence d'une constante C1 = C1 (A) telle que,

pour tout O < e < 1/2,

B 1
(3.c) E[IA udy) exp(AutBnel), s,

oll 1a mesure y est définie dans le théoreme 2.1.
On peut supposer A ouvert. Pour tout entier nz 1 ona alors, avec les notations
de 1a preuve du théoréme 2.1,

BI[ u(@) w(By, ™ = Lin iné B[ (@) B0,
A §>0 A

Lin inf c(s)” @R

= n in a (]Rd)n dyo...dyn
n P n j
i ‘1]:1 1(|Yi')’0|<€) jr=I1 P[igo by € S‘S}]
n
) JA R R U AL

P n
- (2 o0 0e™y [T U (1) Vo (i-1))
n
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ol zg désigne 1'ensemble des permutations de {0,1,...,n}, et, pour passer a la
dernidre égalité, on a utilisé les estimations du lemme 2.3. En développant le pro-
duit sur j et en appliquant 1'inégalité de Holder,on obtient la majoration :

E[[A 1(dy) u(Bly,e))™

s sup {unn)npf dy, . -.dy_
xer? A x ®H?
n
)P ~ P
x uly -x) 1n Ay, s 1l<2€)u(yi i) )}

s ¢ (NP p2e)?,

pour wne constante C > O dépendant seulement de A.
La majoration (3,c) est maintenant trés fac11ement établie en développant 1'exponen-
tielle en série et en remarquant que ¢(2e) < 2 v(e).

On fixe ensuite K > O et,pour tout entier k 2 1, on pose :
Sty eA; uBy,275) 2 Kog WP v293.
Remarquons que :
I u(dy) exp((AuEB( )2 ) 17Py 5 e k(u()

d'oll, en utilisant (3.c),
-G6x /P
Elp(ag] s ¢ kK OR

En particulier, si K est choisi assez grand, on trouve que :

P-p.s., u(dy) p.s., I 1, (y) <=,
k=1 “k

ce qui entraine aussitdt :

(3.d) P-p.s., wu(dy) p.s., 1im sup (._X;(B( e) ) < C,
e>0  ¥*(e)

pour une constante C2 ne dépendant que de p et de la loi des X' (en fait de
u seulement).
Le théoréme découle maintenant de (3.d) en utilisant les théoreémes de densité pour

les mesures de Hausdorff établis par Rogers et Taylor ([24], lemma 3). o

Remargue : On peut comparer les fonctions ¢* et ¢* qui interviennent dans les

énoncés des théoreémes 3.1 et 3.2. En reprenant les idées de la preuve du lemme 2.2
on obtient aisément que :
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0(e) = 4 c(e)P ~ e~ (1 ([ u(y)ay)P
(lyl=e)
ou la notation f ~ g signifie qu'il existe deux constantes K1,K2 > 0 telles que
K1f £gs Kzf. D'autre part 1'inégalité de Holder entraine :

~(p-1d (J

uay® < cy f uyP dy = cq vie).

(Jyl=e) (ly]=e)

A titre d'application des résultats qui précédent, nous allons €tablir le co-
rollaire suivant, qui vérifie et précise la partie (i) de la conjecture D de

Taylor [31]. Pour O <@ <2 et d=z 1, on note xed

le processus stable symé-
trique d'indice o dans Rd. D'aprés Taylor [29], la condition po-d(p-1) > O est
nécessaire et suffisante pour 1'existence de points de multiplicité p de la tra-

jectoire de X* <,

Conollaire 3.3 : Supposons o < d et y = pa - dlp-1) > 0, et notons M £'ensem-
be des points de multiplicité p de La trajectoire de x4 poun tout x> 0,
so0ient

¢;(x) = XY
Y Iyp
¢Z(X) = x'(Rog Log 32) .
Alons, P-p.b.

(L) ¢ - m(Mp) =0

(L) ¢, - m(Mp) =+ o,

Preuve : Soient X1,...,Xp p copies indépendantes de X“’d, avec des points de

départ arbitraires, et soit I 1'ensemble des points commmns aux trajectoires de
)(1 yees ,Xp. I1 suffit de montrer :

1 ¢y -m@ =0, P-p.s.,

(i)' Ple, - m(I) > 0] > O.
Comme o« <d , on sait que X est transient et que son noyau potentiel est de la
forme :
ux) =C |x|°‘-d

pour une certaine constante C > 0. On peut alors appliquer le théoréme 3.2 a

X1,...,Xp . avec les notations de ce théoréme, on a :

>

Y(e) = J uy)P dy = ' €7,
lylse
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d'olt ¢* = C'¢2, et donc le théoréme 3.2 montre que :

85 - M(D) 2 C" u(D,
pour une certaine constante C'" > O. Comme P[u(I) > O] > O, on obtient (ii)'.

En vue de montrer (i)' on pourrait de méme essayer d'appliquer le théoréme 3.71.

Comme on a ici c(e) = C ed-a, ce théoréme entraine, pour toute partie borélienne
bornée B,
(3.e) ¢q - m(I N B) < .

Comme nous avons besoin d'un peu plus que (3.e) nous allons procéder directement, en

utilisant le résultat suivant di a Taylor [30] : si f1(x) = x* log log 1/x, on a,
pour tout t > O,

(3.4) £, - X' (0,1)) <=, p.s.

1

ou, comme plus haut,on note X1(O,t) = {XS ;3 O <s

A

t}.

Posons fp(x) = xd-pld-o) log log 1/x. Nous allons montrer, pour tous t 20, r > O,

(3.9) fp - m(X1(O,t) n Xz(r,m) Neeon XP(r,@) < =, p.s.

L'assertion (i)' découle ensuite aisément de (3.g), en faisant tendre t vers «

et r vers O.

Afin de montrer (3.g) partons de (3.4) qui, par définition d'une mesure de Hausdorff,
entraine pour tout ¢ > O, 1'existence d'un recouvrement (Bi,i e N) de X1(O,t) par
des boules de diametre inférieur 2 ¢, tel que

(3.h) s £,(dian(B))) = K,
1

ot K = K(e) peut dépendre de , mais non de e. On peut supposer que K et le
recouvrement (B;) sont mesurables par rapport a la tribu f}71 engendrée par X1.
En appliquant la propriété de Markov au temps r > O, et en remarquant que la densi-
té de la loi de X% est bornée par une constante, on obtient 2 1'aide de (2.a) que,
pour tout i €N et tout j = 2,...,p,

A

(3.4) PR n X (r,0) = @/ F1 2 C (dian(BD)I*Y,

pour une constante Cr dépendant de r. En combinant (3.h) et (3.4) on trouve :
E(s £ (dian(BS))1 , JF sk P
i P (B n X“(r,=)n...nxP(r,=) =) r

d'olr, 2 1'aide du lemme de Fatou, P-p.s.,

0,

(3.4) lim inf 5 fp(diam(B;)) 1

<
e>0 i @S 0 X (r,en. . .0KP (1, =) =)
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2
Comme les B; tels que B; nX"(r,= n...n Xp(r,m) # @ forment un recouvrement de

1 2
X' (0,t) nX"(r,» Nn...n Xp(r,mo, (3.4) entraine (3.g). Ceci termine la preuve du
corollaire 3.3. o

Lorsque o > d, cas qui ne peut se produire que si d = 1, le processus X“’d

visite tout point de R une infinité de fois. Il reste donc a étudier le cas o = d
qui correspond au mouvement brownien plan (d = 2) et au processus de Cauchy symé-
trique sur la droite (d = 1). Le cas du mouvement brownien plan est traité en détail
dans [17], ot 1'on montre que f(x) = xz(log 1/x log log log 1/x)P est la (une)
bonne fonction de mesure pour Mp’ au sens ot M est réunion dénombrable d'ensem-

bles de f-mesure strictement positive et finie.

Conollaine 3.4 : Poun tout p 2 1, s0it Mp L'ensemble des points de multiplicite

p de La trajectoire de X”’. Soient :

x(Log 1/x)P (Log Log Log 1/x)P

"

¢1(x)

"

¢2(x) x(Log 1/x)P (Log tog 1/x)P.

Alons, P-p.b.,

(£) Mp est néunion dénombrable d'ensembles de ¢q-mesure de Hausdorgf
finie,

(Ld) ¢, - m(Mp) =+ e,
Preuve : La premiére assertion est une conséquence facile du résultat analogue pour
le mouvement brownien plan, rappelé ci-dessus, et du fait qu'on retrouve une trajec-
toire de processus de Cauchy symétrique en observant un mouvement brownien plan aux
instants ol il se trouve sur une droite fixée.

Pour montrer (ii) on applicue le théoreéme 3.2 au processus X1’1 tué a un

temps exponentiel indépendant de parametre A. Le noyau potentiel du processus tué
s'écrit :
u(X)=lf e toat ~ 1 g0g 1,
"o to+x |x|-0 ™ |x|

d'ot, a 1'aide du théoréme 3.2, le résultat voulu. o

4. POINTS DE MULTIPLICITE INFINIE DU PROCESSUS DE CAUCHY.
Notre but dans cette partie est d'adapter les techniques de [16] pour résoudre

la conjecture B de Taylor [31] concernant les points de multiplicité infinie du
processus de Cauchy. Nous considérons un processus de Cauchy, i.e. un processus sta-
ble symétrique d'indice 1 a valeurs réelles, noté (Xt,t > 0). Taylor [29]a montré

que la trajectoire de X posseéde presque slirement des points de multiplicité ¢,
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ol r© désigne la puissance du continu. Nous cherchons ici a préciser la structure
de 1'ensemble des temps qui est 1'image réciproque d'un point de multiplicité infi-
nie.

Soient p 2 1 un entier et X1,...,Xp p copies indépendantes de X, avec
des points de départ arbitraires. Notre premier objectif est de construire le temps
local d'intersection de X1,...,Xp vu comme une mesure, non plus sur les points d'in-

tersection des trajectoires, mais sur 1'ensemble des p-uplets (t1,...,tp) tels

que Xl =...= XE . Formellement, nous cherchons a introduire la mesure
1 P
- T _x2 p-1 P
(4.a) MOA%.”®p)—ém)M% xzv'”&EJ &pM%.“d%,

ol 6(0) désigne la mesure de Dirac au point O de PP—1. La construction de Bp

est possible au moyen des techniques employées par Geman, Horowitz, Rosen [8], dans
le cas du mouvement brownien ou par Rosen [27] dans le cas de processus stables 2

valeurs dans Rz.

Théoneme 4.1 : 14 existe P-p.s. une unique famille (g(x,-),x (—'_Rp-’) de mesunres
de Radon sur RP qui satisfait Les deux propniftés suivantes :

(<) L'application x + glx,-) est continue au sens de La topologie vague ;
(£4)  pour toute partie bornélienne B de Rf et toute fonction borélienne

§ w7 LR,

Iy p=1_yp -
[B I LR LRP" §(x) slx,B)dx.
1

la mesure g(0,+) est diffuse et portée pan Utpsty) 5 Xy = Xy
1 P

1,...,Xp sont Assus du méme point on a :

De plus dans Le cas particulier ol X

P-p.4., pour tout ¢ > 0, B(O,[O;e]p) > 0.

Preuve : Nous indiquerons seulement les grandes lignes de la démonstration, et ren-

voyons le lecteur & [8] ou [27] pour les détails dans des situations tres voisines.

Nous cherchons a construire une mesure g(x,.) définie formellement par :

(4.5) B(x,B) =J D PR s
S S S
1 72 p-17p

Une idé€e naturelle est de rempldcer la mesure de Dirac 6(X) par une approximation.

«.uds .

, X joeeds,

S
p

I1 est commode d'utiliser pour 1'approximation la densité de transition du processus
X:pour t>0,yceR,

t

t2+y2

ENES

P, =
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On écrit donc, & la place de (4.b), pour tout ¢ > O,

1

P~ i i+l
(4.c) BE(X,B) = IB n pE(XS X5 —xi)ds1...dsp,

i=1 i 7iv
ol on a noté x = (x1,...,xp_1) E.EP_1. On se limite provisoirement a des pavés de

( R+)p, i.e. des sous-ensembles de la forme :
B p
= [y 5 by]
i=1

=,

ou O = a; s bi <w (i=1,...,p). Si B,B' sont deux pavés on définit la distance

entre B et B' par :
p
d(B,B') = = (Iai-ai[ + |by-bi).
i=1

Lemme 4.2 : On peut chodisin vy > 0 assez petit de facon que, pour tout entier
k21, pour tous x,x' € Rp-I,e,e’ €10 ; 1] et tous pavés B,B'

ELls, (0,8) - g, (x',8'))7%) Co, Hleme'| + x=x'| + dig,8'1)"

oit La constante C dépend seuwlement de k et vy.

k,y

La preuve du lemme 4.2 sera laissée au lecteur. Une manieére simple de procéder
consiste a écrire Be(x,B), resp. BE,(x',B'), comme la transformée de Fourier inver-
se de sa transformée de Fourier et ensuite a appliquer le théoréme de Fubini. A nou-

veau des exemples de tellesmajorations peuvent &tre trouvés en [8] ou [27].

Le lemme 4.2 étant admis il est facile de compléter la preuve du théoreéme. La
version multidimensionnelle du lemme de Kolmogorov permet d'abord de conclure a
1'existence d'une version continue, et méme h6ldérienne d'ordre y' < vy, de

(e,x,B) » BE(X,B).

En particulier on peut définir sur un ensemble de probabilité 1, pour tous
x,B,
B(X,B) = lim g_(x,B).
>0

et B(x,B) est fonction continue du couple (x,B). Ceci permet d'abord de prolonger
pour tout x e‘RP-1, 1'application B » g(x,B) en une mesure sur ES. La propriété
(i) découle ensuite de la continuité de 1'application x - g(x,B) (B pavé). Pour
(ii) on remarque d'abord qu'on peut se limiter au cas f continue bornée, B pavé,

et on écrit :

1 2 p-1
FOX. X2, xP )ds....d
JB S.I SZ sp_1 Sp 51 SP
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2
S

lim ff * p (X! -X

TS L s, ...ds
&0 1 s s P

2. p-1 °p

= lim [dx £(x) 8 _(x,B)
5540 €

[ d&x £(x) 8(x,B).

La continuité de B > g(x,B) (B pavé) entraine que g(x,-) est diffuse. La pro-
priété de support découle aisément de (ii) et de la continuité de x > g(x,B). Enfin

la derniére assertion est aisément établie a 1'aide de la loi du tout ou rien. o

Pour alléger 1'écriture, on note simplement e(ds1...dsp) = B(O,ds1...dsp).

Revenons maintenant & notre processus X de départ. Nous cherchons a définir un

-

temps local d'intersection a 1l'ordre p de X avec lui-méme, c'est-a-dire une mesure
ap(') sur qu = {(51""’Sp) ; 0= Sq < Sy <uen< sp}, définie formellement par

X, X

(O)(Xs1_ s, . -XS )ds1...ds .

a (ds;...ds ) =6
1
P P o1 5p P

Considérons d'abord un sous-ensemble J de eé&) de la forme

p
J=1 [ai ; bi]’ )
i=1 L
ou O < ay < b1 <eue< ap < bp, et posons
- P
J=1n [0; bi—ai]
i=1

On remarque alors que la loi de :

(XS1,X$2,...,XS ; (51,...,sp) €J)

D
est équivalente a celle de
1 2 P
(X, X seeesXs __ 3(s4,..0,8) € 0),
S1781°"s 8, Sp ap 1 )

1,...,Xp sont p processus de Cauchy indépendants tels que, pour tout i,

. deés que X
la loi de X; ait une densité strictement positive par rapport 3 la mesure de Le-
besgue. Or, le théoréme 4.1 permet de donner un sens a la mesure sur J définie par
2 D=1 P
seee, Xo -XZ )ds,...ds
S, Sp-1 Sp 1 P

et donc, par équivalence de loi, & la mesure sur J :

J _ 1
B (ds1...dsp) = c(o)(xS1 X

uJ(ds1...dsp) =5

p

(O)(xs1—xs peeesXg X )dsgds .

2 °p-1 5p
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Pour compléter la construction, on remarque qu'on peut écrire f@ comme la réu-
nion d'une famille dénombrable {J ; J € U} d'ensembles J de la forme ci-
dessus, disjoints deux a deux, et on pose :

°p E_j"p

Avant d'énoncer la prochaine proposition, nous introduisons quelques notations
gauche de [0 ; 1]
dans R. Pour O u<v< 1, onnote uXv’ resp. vxu’ 1'élément de C1 défini

Soit C, 1'espace des fonctions continues a droite limitées a

par : X(u+t) si t<v-u
Lyt =
X(v) si tzv-u,
X(v-t) si t<v-u
resp. X (t) =
vu X(u) si  t 2 v-u.

Pour O < a £ 1, on appelle pont de Cauchy, de longueur a, un processus de Cauchy

issu de O conditionné & valoir O a l'instant a, et arrété a cet instant.

Proposition 4.3 : Pour toute partie borélienne B de "g et toute fonction boré-
Lienne @ de Cp 1 dans R,,

(4.) E[J O X ) X erer X, K)o (ds;...ds )]
0 41 3, 42 5p_, Ap Ap 1" Tp P
ds,...ds s, (8,-5,) (6 -4 ) 1-4
f AP elolu L, 2T, L ) PT Ly P
8 nP (52—41)...(4p-4p_,)
(AL'H_AJ_)

désigne, pour
(Ai+1—§g
4=1,...,p-1, un pont de Cauchy de Longueur ALH-A/L’ Les processus UV, LJ;

od U,V sont deux processus de Cauchy issus de 0, LL

sont indépendants, enfin La notation u* désigne Le processus U awete au temps

a :
" uz) st 2a,
u(t) =
Ufa) MM £ > a,
En panticubion, si T est une pantie de CF'1 tekke que, dsp..edsy pose,
5, (5,-5,) (8 -5 ,) 1-5)
'L, 21 vk, 1"y TPy e,  Pep.s.

on a : P-p.4., « (dA,...dAP) p.5.,

(X , X ,.c., X ) €T,
0 /51 /5’ AZ ’Ap 1

Preuve : Une preuve formelle de la formule {4.e) est obtenue en remplacant

a (cls1 . ..dsp) par sa définition formelle (4.d) et en appliquant, de maniére abusive,
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le théoréme de Fubini. Pour une preuve rigoureuse, on remplace o par une approxi-

mation du type décrit plus haut et on passe a la limite. Nous renvoyons le lecteur
a [16] pour les détails dans le cas brownien. La deuxiéme assertion de la proposi-
tion est obtenue en prenant @ = 1 . o
rC

Les résultats correspondant a la proposition 4.3 dans le cas brownien (théoreme
2.2 et corollaire 2.3 de [16]) constituent 1'outil essentiel de la preuve de 1'exis-
tence de points de multiplicité infinie tels que 1'ensemble des temps correspondants
ait une structure d'ordre donnée. De méme il est ici facile, & partir de la proposi-

tion 4.3, d'établir le résultat suivant :

Thégneme 4.4 : Soit K une partie compacte totalement discontinue de R,. 1L existe
P-p.s. un point y de R zel que X_7(y) alt meme structure d'ordre que K, au
sens ol L'on passe de L'un @ £'autre par un homéomorphisme croissant.

Nous ne détaillerons pas les arguments cui conduisent au théorzme 4.4, car ce
serait pour 1'essentiel recopier la preuve du théoréme 5.1 de [16] (notons cependant
que les arguments de [16] utilisent, 2 un endroit précis, la continuité des trajec-
toires ; il est facile de voir qu'on peut remplacer cette propriété par le fait que
les trajectoires sont continues sauf sur un ensemble dénombrable). Indiquons seule-
ment, de manidre informelle, le schéma de la preuve du théorgme 4.4 dans le cas par-

ticulier o X est un ensemble de Cantor, i.e. compact, totalement discontinu, sans
point isolé. L'idée est de construire, pour tout entier n 2 O une famille

(sgn),sén),...,sgg)) € 7€n np; 1"

et un nombre e > 0, de facon que les trois propriétés suivantes soient vérifides :

n
pour tout n = 1,
(1) pour tout i = 1,...,2n,
(n) (n+1) (n) (n+1) (n) .
Sy ey < Syi-1 < Si <S55 <s; 4+ e, )
.. 1. (n) @ | . n .
(ii) e, <3 inf{s; ;- sil s 1sis2-1)
(i1 Xy = x(sM) -...- X(Sgﬁ)) -z

On part avec sgo)

=1/2, €= 1/2. Supposons qu'on ait construit la famille (sgn))
et e, pour un n 2 0. Grice a la proposition 4.3 on peut alors procéder comme si les
2 processus
X i = n
ORI S(m)xs(n)+ (i=1,...,2M
i %1 T, i %i tfy
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étaient des processus de Cauchy indépendants issus de O. En utilisant la derniére
assertion du théoréme 4.1 on trouve ainsi un point commun, autre que O, aux trajec-

toires de ces processus, ce qui conduit a 1'existence d'une famille

+1 . P A .
(sgn ) ;1= 1,...,2n+1) avec les propriétés voulues. On choisit ensuite e

n+1
pour que la propriété (ii) soit vérifiée et on continue.

Une fois qu'on a construit (sgn) ;1 20,1= 1,...,2n) on pose simplement

n1( U {sgp) S i=1,...,2PD
n=1 p=n

K

z = lim Zs
N0

ou F désigne 1'adhérence de F. Par construction, K est un ensemble de Cantor,
et d'autre part X prend en tout point t de K 1la valeur z (notons que K ne
peut pas contenir d'instant de discontinuité : avec probabilité 1, le processus ne
visite pas un point de la forme X(t-), t instant de discontinuité). On conclut
donc que X-1(z) contient K. Avec un peu plus de travail, on aurait pu s'arranger
pour que X_1(z) soit égal & X, et méme traiter le cas d'un compact général. A

nouveau nous renvoyons le lecteur & [16] pour les détails.

5. LA MESURE DE PACKING DES POINTS MULTIPLES DU MOUVEMENT BROWNIEN.

(5.1) Soit B = (B;,t 2 0) un mouvement brownien & valeurs dans R’ et,

pour tout entier p 2 1, soit M_ 1'ensemble des points de multiplicité p de la
trajectoire de B. Notre objectif est, pour des fonctions ¢ : R, >R, bien choi-
sies, de calculer la ¢-mesure de packing de 1'ensemble Mp' Nous renvoyons a Taylor-
Tricot [32] pour la définition et les propriétés importantes des mesures de packing.
Théoneme 5.1 : Soit § : 10 ; «[ >R, une fonction décroissante Zelle que

t > 2P §(t) s0it croissante, au moins pour 1t assez ghand. Posons :

2 1 1
¢(t) = £ (Log z)p §(Log Z)
Alons, P-p.s.,

0 n < o
¢ - pIM]) = selon que = 4(27)
p © nz1 = o

ot ¢ - p(Mp) désigne La ¢-meswre de packing de Mp.

Remarque : le cas p =1 du théoreme 5.1 (conjecture A de [31]) est établi

dans [21]. La partie (i) de la conjecture C découle immédiatement du théoreme 5.1.

. n O .
Preuve : Commencons par traiter le cas = f(2) = ». Nous allons utiliser certains
n
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des résultats de [17] et nous reprenons les notations de ce travail. On note ainsi

-

%, le temps local d'intersection & 1'ordre p de B avec lui-méme, c'est la mesure

sur les p-uplets de temps (51,...,sp) avec S; < S, <...< sp, définie formelle-
ment par

a (A) = [ ds,...ds_ s, (B_. -B. ,...,B_ -B ).

D A ! p "(0)s, sy Sp Sp-1
Soit aussi £p 1'image de la restriction de o a [1; 2] x...x [2p-1 ; 2p] par
1'application (51,...,sp) > BS . La mesure zp est une mesure positive finie por-

1
tée par Mp‘ On vérifie de plus que

Z = M ] x X - N
E[zp(]R )1 = E[orp(ﬂ 3 21 xeeux [2p=1 5 2pD1] > O.

Nous allons montrer que, sous 1'hypothése X £2M = w,

2 (B(y,a))

_ . . P _
(5.a) P-p.s., zp(dy) p-s., l;m+1gf “=@ o,

ou B(y,a) désigne, comme plus haut, la boule de centre y de rayon a. Il découle
de (5.a) et des théorémes de densité pour les mesures de packing établis par Taylor

Tricot [32] qu'on a :
¢ - p(Mp) = » sur l'ensemble {zp(Mp) > 0},
d'oll aisément : ¢ - p(Mp) = o p.s.

Montrons (5.a). On va d'abord remplacer (5.q) par un énoncé équivalent qui

sera plus facile a vérifier. On considére p mouvements browniens indépendants

B1,...,Bp, définis sur 1'intervalle de temps [-1,1] et valant O 2 1'instant O
(de maniére précise, on prend par exemple B'1, B"T, deux mouvements browniens in-
dépendants issus de 0O, et on pose Bl = B£1 si t 20, Bfl si t £ 0). Soit
Bp le temps local d'intersection de B1,...,Bp : c'est la mesure sur [-1,1]p dé-
finie par :

2 il

= - D _p-1
8, ) fA sy sy 600y B B 588 B )

1 p "p-1
et soit Ap 1'image de Bp par 1'application (51""’Sp) > B; . On va montrer :
1
(B(0,a))
(5.b) lim inf =0, P-p.s.
a->0 ¢(a)

Compte-tenu des résultatsde [16] (voir les arguments développés en [17] dans une
situation comparable) les énoncés (5.a) et (5.b) sont équivalents. Pour montrer

(5.b), nous utilisons le lemme suivant, qui est essentiellement une conséquence des



résultats de [17].

Lemme 5.7 : 1L existe une constante C > 0, et p cawnés de processus de Bessel de

dimension quatne, indépendants, notés U’,..,,Up, tels que :

a? 5 (Bl0,a))
Lim — 7 7
a0 U (Log 3)...U"(Log 2)

= C, p.b.

Preuve : Choisissons n > 1 et pour tout n 2z O posons a, = n-n‘ Pour tout n = 1

et pour i=1,...,p, notons aussi N; le nombre de montées du processus |B1| le
long de la, s an_1], sur 1'intervalle de temps [-1,1]. I1 découle du lemme 7 de

[17] que, pour une certaine constante Ap >0 et pour ¢ >0 assez petit,
Py =
. Nn) 0

. - - _2 .l
(5.c) 1in Gog )P (a? o B0,00) - 4, N)

avec convergence presque slire. Pour tout a > O et pour i =1,...,p, posons

. 1
vi(a) = j L
-1 (|Bj|=a)

D'aprés (5.c) appliqué avec p = 1 (ou bien Ray [23 , p. 441]) on a aussi :

(5.c')  lin (log -

-(1-e) -2 i i
) (an Vv (an) - A1 Nn) =0, p.s.
N n

D'autre part, il découle aisément de la proposition 1.1 de [13] (voir aussi le
lemme 2 de [21]) que, pour i =1,...,p,
-2 i
. 1
(5.d) lim éf——3£1¥%l— =5 5 D.s.
a~>0 Ul(log 5)

i . . . i
ou les Ul, i=1,...,p, sont conme dans 1'énoncé du lemme ci-dessus. Comme U~ a

la loi du carré de la norme d'un mouvement brownien dans ]R4, on a aussi :
(log %)1-6 '
(5.e) 1HHT——1— =0, p.s. (i-= 1,...,p).
a>0 U (log )
En utilisant a la fois (5.¢'), (5.d) et (5.e) on obtient : pour i =1,...,p,
Ni
R, S I
N i 1 1
U (log 5—)
n

d'oli, en revenant a (5,c¢) et en utilisant & nouveau (5.e),

-2
A (B(O A
lim — “n p( ( ,an))1 =L »  P-s.
n U'(log l—)...Up(log —) (2A1)p
% 4
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I1 est facile de déduire 1'assertion du lemme de ce dernier résultat : on remarque
qu'on peut choisir n arbitrairement proche de 1 et on utilise le fait que, pour
tout o > O,

Jin UG )0)

I p.s. o
e U (np)

Nous revenons maintenant a la preuve de (5.b). Griace au lemme 5.2 il suffit

de montrer que, avec les notations de ce lemme,

1
lim inf U (logl/a)...UP(og 1/a) _
a->0 (log 1/a)P f(log 1/a)
soit encore :

1 P
(54) lim inf L8070 _ g o

t>w tP f(t)

Or le test de Dvoretzky-Erdds [3] pour la vitesse de fuite du mouvement brownien
dans Pd montre que, sous 1'hypothese I £(2™) = ®,

,
lim inf (8
t > o t f(t)

=0, p.S.

On en déduit immédiatement (5.4)-
Passons au cas ¥ £(2™) < . Ici les arguments sont trés proches de ceux uti-
n ,
lisés dans [21] pour le cas p = 1. On peut remplacer Mp par 1'ensemble, noté 1,
des points d'intersection des trajectoires, sur 1'intervalle de temps [0;1], de p
mouvements browniens indépendants B1,...,Bp. On peut méme supposer, sans perte de
généralité, que les lois de B;,...,Bg ont une densité bornée par rapport a la mesu-

re de Lebesgue sur RZ. Fixons K > O et pour tout entier n > 1 soit %3n 1'en-

semble des carrés semi-dyadiques de c6té 2" contenus dans [-K;K]z. Rappelons

qu'on appelle semi-dyadique un carré de la forme :

A= 7 [aiz'“ : (ai+1)2'“]

- n,
o a; €Z v (1/2+ Z). On note aussi |A| = 27", Soit Ygll = v %3 Nous allons
qzn
montrer 1'existence d'une suite (en(m)) convergeant presque slirement vers 0 et

%
telle aue,pour toute sous-famille QL de Yin formée de carrés disjoints rencontrant
I,
(5.9) b oCJAD) = e (w).
Ac @ n
Les résultats généraux sur les mesures de packing [32] montrent que (5.g) entralne
¢-p(I) = O. I1 reste donc & établir (5.g). Soit O, un sous-ensemble de f;n formé
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de carrés disjoints et qui rencontrent I. Si A€ QL est un carré dekcﬁté 279,

on remplace A par les carrés dyadiques ou semi-dyadiques de coté 2_2 contenus

dans A, ot k est choisi tel que Zk_1 <q#g Zk. En utilisant le fait que :
k k

327 5 2202 478,

on obtient ainsi la majoration, si d est la distance euclidienne dans ]RZ,
© _2](

(5.h) = (A = = b2 (27 )1 k=1

Aea kem A€ G, (aAa, 1) 2 )

2

ot m a été choisi tel que 2m-1 <n < 2™ Il est important de remarquer ici que

le terme de droite de (5.h) ne dépend plus de CL , mais seulement de m. Notons
n, ce temme de droite et évaluons

@ k k-1 - X
Elnl= 2 o2y praa,n <27 1sc T e(27¥ Pk
kem A€G kem A €GB,

2 2
k-1

(la majoration simple P[d(A,I) s 2~ ]=C Zpk découle de ce que B;,...,Bg

ont une densité bornée, et,par exemple, des résultats de [14]). On obtient :

k+1 k
2pk (2 2 )

c' = 2
k=m

2

IA

E[nm]

C' (log 2P = £02X 1og 2)
k=m

L'hypothése sur f montre que E[nm] + 0. Comme la suite n, est décroissante on

conclut que rn ~ CONVerge p.S. VETrs 0 ce qui était le résultat recherché. o

(5.2) Nous passons maintenant a 1'étude de la mesure de packing des points

3

doubles du mouvement brownien dans R”. Nous nous proposons de montrer le théoréme

suivant, qui infirme la partie (ii) de la conjecture C.
Théonme 5.3 : Soient B un mouvement brownien dans R° et M, £'ensemble des '
points doubles de La trajectoire de B. Pour tout o > 0 posons :
_ 1,-o
hu(x) = x(Log ;) .
Alons,
(L) il existe o > 0 tel que

k- plMy) ,

n
+
8

by

e

o

(£&) poun tout o > 1,
ha - plMy) =0, P-p.s.

Preuve : La partie difficile du théoreme est (i), aussi commengons~nous par montrer
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(ii). I1 suffit de montrer que, si B,B' sont deux mouvements browniens indépen-
dants dans R3 et si I désigne 1'ensemble des points d'intersection de leurs

trajectoires sur 1'intervalle de temps [0;1], on a, pour tout o > 1, P-p.s.,
. hy, - p(1) = 0.
11 est clairement suffisant d'établir que :
h -pIniy; lyl =11 =o0.

Pour tout entier n, notons (C;n),p =0,1,2,...) 1la famille (finie) des cubes
semi-dyadiques de coté 2 qui rencontrent la boule unité. Remarquons que :

B[z ha(diam(CI()n))) 1 1€ 27" 0 BE 1

P ™1z g p (€

]
) p NI=9

et d'autre part des estimations faciles (voir par exemple [14]) montrent'qug :

E[xr 1 ]1<c 2™,

p (c;“)nrzm ;

En sommant sur n on conclut que : P-p.s.,

< o

. (n)
¥ = h (diam(C>")) 1
@ P nl=gq

(n)
np (Cp

Revenant aux différentes caractérisations des mesures de packing données dans [321,

on obtient que :

A

h -pIniy; |yl =1 =o0.

Nous passons maintenant a la preuve de (i). Comme en (5.2) on introduit le
temps local d'intersection de B avec lui-méme, défini formellement par :

a,(A) = fA ds dt $00) (Bs'Bt) (Ac {(s,t) ; s <t}).

On note ¢, 1'image de la restriction de o, 2a [0;1] x [1;2] par 1'application
(s,t) ~ B En utilisant le théoréme 5.4 de [32] on se ramdne a vérifier que, pour

a > 0 assez petit,

] . %,(B(y,a)
(5.4) P-p.s., 2,(dy) p.s., 1;m+1gf —~——E;r57_ =0

Comme il s'agit 12 d'un énoncé a vérifier zz(dy) p.s., nous pouvons, comme plus

haut dans le cas d = 2, nous ramener au probléme suivant. Soient W et W' deux

mouvements browniens indépendants, définis sur R tout entier, valant O & 1'ins-

tant O. Soit By le temps local d'intersection de W et W' , i.e. la mesure sur

Rz définie formellement par :
A

(O)(wé_wé)'
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et soit AZ 1'image de B, par 1'application (s,t) »—WS. I1 suffit pour montrer

(5.4) de vérifier que :

(5.4) P _T*AZ(B(O’aD
. -p.S., lim inf = 0.
a-~>0 ha a)

Rappelons maintenant, d'aprés [17], que P-p.s. 1l existe une constante C telle
w
que, pour tout a = 1/4,

(5.k) 2, (B0,a)) 5 C_ a(log log »°.

Nous allons établir que, pour des valeurs de a arbitrairement petites on a :

(5.2) 3, (B(0,2)) = 1,(B(0,a(log D™#),

ol le choix de B > O sera précisé plus loin. En combinant (5,k) et (5.£) on ob-
tient que, pour tout o < B, il existe des valeurs de a arbitrairement petites

telles que :

\,(B(0,2)) s allog ) ™°

ce qui entraine (5.f). Il ne reste plus maintenant qu'a montrer (5.¢). Or (5.¢) dé-

coule immédiatement du lemme suivant :

Lemme 5.4 : Soit J R'ensemble des points d'internsection des trajectoines de W et
W'. Pour tout B > 0 assez petit, ik existe P-p.s. des valewrs de a arbitraire-
ment petites telles que :

3 n (Bl0,a) - BlO,altog 117F) - ¢.

Preuve : Dans le but d'alléger les notations, nous nous contenterons de montrer une
forme affaiblie du lemme 5.4. Nous prendrons pour J non pas l'ensemble des points
d'intersection des trajectoires de W et W', mais 1'ensemble des points d'intersec-
tion de ces trajectoires restreintes a R, (rappelons que W,W' sont définis sur
R tout entier). L'énoncé affaibli qu'on obtient ainsi n'est pas suffisant pour nos
applications ; cependant il sera clair que notre méthode de démonstratior permettrait
aussi bien, quitte a changer la valeur de g, d'établir 1'énoncé précis du lemme 5.3.

Nous cormencons par quelques notations. Pour tout entier k 2 O on pose

Lk = sup{t

[0}
[3S]
—

[\%

0; |W£|

i}
(3]
-

Li = sup{t

[\%

05 W]

On note simplement L = Lo’ L' = Lé. Rappelons quelques résultats classiques concer-
nant la décomposition en skew-product du méuvement brownien dans Eﬁ ({113, p. 270
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et le retournement du processus de Bessel de dimension trois ([33]). On a, pour
tout OstsL, resp. OstsL', ‘

- - R! 1 [
W, =B, . QH), W, . =Bl .o H),

ou B, resp. B', est un mouvement brownien linéaire issu de 1, arrété au premier

instant ol il atteint O, @, resp. Q', est un mouvement brownien sur la sphere S2

indépendant de B, resp. B', partant avec la loi uniforme sur SZ, et :

t

H =f $ o0st-<n),

¢ 2
0 B

IA

H'=Jtds (Ost<L"

I1 découle en particulier de cette représentation que le processus (WL_t,‘Og t<L)
est markovien. Remarquons que les temps L-Lk (k 2 0) sont des temps d'arrét pour

la filtration de ce processus retourné. Choisissons maintenant o € ]O;n/2[ et
pour tout z € R? - {0} notons G(z) 1e cone de demi-angle o, de sommet O

et d'axe contenant z:

€ =1ye R ; (7,2) 2 cos(a) |y| |z]},

ot (y,z) est le produit scalaire usuel. L'idée de la preuve du lemme est d'étudier
pour m 2z k 2 1 1la probabilité de 1'ensemble

P = Dol & GO0 ) 5 W L) < ﬁ(wil.();ﬁ(wlk) n‘@(wik) = 0.

Si on applique la propriété de Markov aux processus retournés, on trouve :

oll on a noté ffl , Tesp. :F” , la tribu engendrée par (WL_S ; O0ss = L-Lk), Tresp.
X 1

(W',_s ; 0ss < L'—Li). Or, d'une part 1'indépendance de B et @, resp. B' et @',

2 4 2
(5.m) Pla /jf,dvaL],(] =g )0 Ban.) =gy X PINLL) < E(WLk)] ,

entraine pour tout k = 1,

(5.n) PLGW, )nBwm) =90/F R, 126
© Ly 6 Lk "FLk—1V iy

pour une certaine constante § > O, d'autre part des minorations faciles montrent
1'existence d'une constante C > O telle que

(5.0) PIW(L L) © ﬁ(ka)] > Ok,
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En combinant (5.n) et (5.¢) et en revenant & (5,n) on obtient pour tous m > k 2 1,

(5.p0) PIA /s;?Lk_1 vﬁ],ﬂ]

5 c2mk)

nw

En appliquant (5,p) et la propriété de Markov pour les processus retournés,on ob-
tient que pour tous k 22, hz1,
h-1

Pl n (A,

c 2(k-1)yh
i=O 1k+1,(i+1)k) ] § (1 - 6 C ) .

Prenons maintenant h de la forme h = Mk, ol 1'entier M est choisi tel que
MC2 >1. On trouve :
® Mk—1 c
5 Pl Aiget, (e 1 <= -
Le lemme de Borel-Cantelli permet donc de conclure que, presque slirement pour tout
k assez grahd, il existe un entier n appartenant 2 [O;k(Mk-1)] et tel que :

) i
WL ol) © B )W, L < €, Go )G -0,
n n n n
donc en particulier :
WLy gemqolg) OW Qg qoly) = 9

En changeant les notations, on peut encore traduire les considérations précédentes
comme suit : il existe une constante c > O telle que, P-p.s., pour des valeurs
de n arbitrairement grandes,

N =9

(5.q) we L 0 W @hge log Q]’Ln

Ln+[c log nJ’

([c log n] désigne la partie entitre de c log n). On voit que (5.q) est trés pro-

che de 1'énoncé recherché, a ceci prés que nous aimerions, par exemple, remplacer

W(L

n+[c log n]’Ln) par :

W(O;L) n (B(O’Z—n) - B(O,Z-(IH cllog n])))’

quitte éventuellement a changer c. Ce remplacement ne pose pas de difficultés :
soient E = E(w) 1'ensemble des valeurs de n telles que (5.q) soit vérifié, et

E = E(m) 1'ensemble des valeurs de n telles que

WCOsL) n WCOSL') n (B(0,2™) - B(0,2”@* cllog nl-lyy_ g

En appliquant la propriété de Markov aux processus retournés WL_t et Wi,_t, respec-

tivement aux instants Ln et L! on trouve que

+[c log n] n+[c log n]’



3N

-(n+ é[log n]-1)]2 _

=
.

PIn€ E(u)/n€ E(w)lz Plsup{ [W, |5 = jys2

Ln+[c log n
I1 est ensuite aisé de conclure que puisque E(w) contient une infinité de valeurs
Y

de n, il doit en &tre de méme pour E(w). Ceci termine la preuve du lemme 5.4. o
Remarque : Considérons le processus stable symétrique d'indice o« dans R@, noté

X“’d comme dans la partie 3. Soit Mp 1'ensemble des points de multiplicité p

d

de la trajectoire de X*’". Supposons o <d et y = pa - (p-1)d > O. Alors la

méthode employée pour 1'assertion (ii) du théoréme 5.2 montre aussi que, si
h (0 =x' (log 1/x)78,
Y:B

on a :

hY,B - p(Mp) =0 pour g > 1.

6. REMARQUES.

(6.1) I1 serait intéressant de pouvoir ''localiser' le résultat du théoreme 2.1
de la maniére suivante. Pour tout ¢ > O et tout j = 1,...,p considérons la sau-

cisse de rayon ¢ associée a X sur 1'intervalle [0;t] :

slo;t) = u (X + BO,e)).
€ Ossst °
Alors, avec les notations du théoréme 2.1, il semble trés plausible qu'on ait, pour
tous t1,...,tp 20,
: P s o- Po- = 4 (x' (o Peo.
(6.a) lim c(e) ¥ m(S (03t n...n ST05t ) = u(X 03t)) n...n X7 (05t ),
>0 € € p p

de plus on devrait pouvoir identifier, & une constante multiplicative prés, le mem-

bre de droite de (4.a) avec le temps local d'intersection usuel, (i.e. vu comme une

1

mesure sur les p-uplets de temps) de X ,...,Xp sur le produit [0;t1]x...x[0;tp]:

(6.b) u(X1(0;t1) n...n Xp(O;tp))
t t
1 1 2 p-1
=C J ... [ Pas, ...ds_ 6, (X -X5 .. X271 Py,
0 0 1 p (0) $1°S; sp_1 Sy

Nous renvoyons le lecteur & [4] vour une définition du membre de droite de (6.b)
(voir aussi [6] pour de nombreuses références). Dans le cas brownien, (6.a) et
(6.b) découlent des résultats de [14].

Au moins dans le cas des processus stables symétriques, et sans doute plus
généralement pour certains processus de Lévy dont le temps local d'intersection peut
&tre renormalisé, les résultats (6.a) et (6.b) pourraient permettre d'obtenir des
théorémes de fluctuation pour le volume de la saucisse, du type suivant. Pour fixer
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les idées,prenons pour X un processus stable symétrique d'indice g > 4/3 2 va-
leurs dans ]R2 (on aura des résultats analogues pour des processus a valeurs réel-
les). Soit S.(0;t) 1la saucisse de rayon ¢ associée a X sur 1'intervalle [O;t]
Alors, en adaptant les techniques de [18], on devrait pouvoir montrer, a partir de
(6.a) et (6.b) :

(6.¢) lim c(e)™ m(S_(0,1)) - E(m(S_(0,1))))
-0 € €

- c f ds dt (6 (X.-X,) - E(s 0 (X.-X,)))

Oss <t 0 s 7t 0)*s "7
ou le membre de droite est un temps local d'intersection renormalisé défini, dans le
cas des processus stables, par Rosen [27]. L'assertion (4,o) est d'autant plus
plausible que des analogues discrets de ce résultat, concernant le nombre de points

visités par une marche aléatoire plane, ont été établis en [15] et [20].

(6.2) le cas du mouvement brownien plan montre que la bonne fonction de mesure
pour 1'ensemble des points d'intersection, si elle existe, peut &tre une fonction
intermédiaire entre la fonction ¢* du théoréme 3.1 et la fonction ¢* du théoreme
3.2. Notons cependant que y* fournit la bonne fonction de mesure ‘dans le cas du
mouvement brownien dans ]Rs. Au vu des résultats de [17] et de ceux de la section 3
il est logique de conjecturer que la bonne fonction de mesure pour 1'ensemble des

d

points de mulplicité p du processus X*®% soit :

-si g <d, y=pa-dlp-1) >0,

h(x) = xY (log log 1/x)P
- S1 o = d,
-4 P
h(x) = x (log 1/x log log log 1/x)*.

(6.3)11 semble également trés plausible que les résultats de la partie 4
puissent &tre étendus a d'autres processus de Lévy, par exemple ceux qui vérifient

les hypothéses de la partie 2 et pour lesquels

f ueoP dx < w,
B(O;1)
pour tout entier p z O (comme nous 1'avons vu plus haut, cette condition suffit a

assurer 1'existence de points de multiplicité p, pour tout entier p).

(6.4) Terminons par quelques remarques sur la mesure de packing de 1'ensemble
des points doubles du mouvement brownien dans RS. 11 serait trés intéressant de

pouvoir déterminer 1'unique valeur de g telle que

-si o> B, ha-p(}llz):O
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-si a <8, ha-p(MZ)=+°°,

oll on a repris les notations du théoréme 5.3. Au vu des arguments développés dans la
prewve du lemme 5.4, il semble que la détermination de B soit liée au probléme

suivant posé a 1'auteur par M. Aizenman [1] : étant domnés deux mouvements browniens
indépendants W,W' dans ]R3, tels que IWO-Wél = 1, peut-on trouver un équivalent
quand t tend vers 1'infini de la probabilité P[W(O;t) n W'(0;t) = @], ou, plus

simplement, peut-on calculer

log PIW(O;t) n W'(O;t) = @1
log t ’

y = 1lim sup

t > ©
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