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UN_PROCESSUS QUI RESSEMBLE AU PONT BROWNIEN

Ph. BIANE, J.F. LE GALL et M. YOR'™

1. ENONCE DU RESULTAT PRINCIPAL.
Soit (Bt’t 2 0) mouvement brownien réel, nul en O. On note (2t,t 2 0) son
temps local en O, et t_ = inf{u : 2, >t

t
1
Le processus ()(u = —B

v

ainsi effectuée sur le mouvement brownien suggére que X a pour variation quadrati-

;us<1) estnulen Oeten 1, et 1a normalisation

que u. Il est alors naturel de chercher a comparer ce processus et le pont brownien
PW,us=s M.
On a le

Théoneme 1 : Désignons par A Le temps Local de p, au niveau 0, et a L'instant 1.
AlLons, pour Zoute fonctionnelle F : C([0,1LR)~>R,, borélienne, on a :

(1.a) ELFIX, 5 ws 1)) = E[Flplu),u s 1)@ 5

2. QUELQUES ENONCES VOISINS.

Avant de démontrer le théoréme 1, citons d'autres exemples intéressants de ''re-
normalisation' du mouvement brownien, ou de processus de Bessel, qui nous permet-

tront, par la suite, de compléter le théoreme 1.

(2.1) 11 est bien connu que, si g = sup{s < 1 : B_ = 0}, alors

S
(L B ; u<1) est un pont Brownien qui est, en outre, indépendant de g1+
vg; "B
(2.2) Chung [2] a étudié le méandre brownien
1
(m(u) = —— |B | sus1n.
T 81tull-gy)
Vg, 81 1

On a le

Theéoneme 2 ([1]1) : Poun toute fonctionnelle F : C([0,11;R,]~>R,, borélienne, on a

I\

m 1
E[Fim(u) ; us1)] = E[F(Ru ; ws 1) YR—I]
ol (Ru,u < 1) désdigne Le processus de Bessel de dimension 3, Lssu de 0.
(2.3) Considérons maintenant (Rt,t 2 0) processus de Bessel de dimension

d = 2(v+1) > 2 (ou, ce qui est équivalent, d'indice v > 0), et L=sup{t : R = 1}.

On a alors le

(*) UNTVERSITE PARIS VI - Laboratoine de Probabilités - 4, place Jussdieu - Tour 56
3eme Etage - Couloin 56-66 - #5252 PARIS CEDEX 05
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Théoneme 3 : Pour toute fonctionnelle F : C([O,I],IR)() +R,, bornélienne, on a :

e[F( [sws D] = E[FR G usT) Z%],
vI 4 u e

Démonstration : L'identité découle de ce que :

- d'une part, le processus (Ru,u < t), conditionnellement a L = t, a méme loi que
(Ru,u < t), conditionnellement a Rt =1;

- d'autre part, pour toute fonction f :R_->R,, borélienne, on a :
2y
RZ

1
E|f(—=) | = E|f(R,) .

Cette identité découle de ce que, d'aprés Getoor [3] (voir aussi Pitman-Yor [6]),

1
on a : P(Ledt)=__1—_—e'/2t dat
21 (w)tVH]
2
alors que : P(R, € dx) = _VL___ AL N
2°T(v+1)

Conolhaine 4 : Soit T = inf{t : B, = 1}.
Pour toute fonctionnefle F : C([0,1] ; R) >R, borélienne,

EfFC (1 - B ) s us 1] = E[FIR,, s usT) ;éf]

v “ "

ol (Ru,u < 1) désigne Led un processus de Bessel de dimension 3, <ssu de 0.

Démonstration : Elle découle du théoréme 3, et du théoréme de retournement de

Williams [7] selon lequel : (Bu,u =T D (1-RL_u ; usL).

3. DEMONSTRATION DES THEOREMES 1 et 2.

(3.1) En [1] (théoreéme 6.1)), les auteurs donnent un résumé des principales
formules de la théorie des excursions browniennes. En particulier, les identités
suivantes ont lieu, entre mesures o-finies sur 1'espace w des fonctions conti-

nues  définies sur un intervalle [0,z(w)] < [0,=] :
00 T o0

(3.2 [faspe- | g
0 0 VZ2mu

N S .. . . . .~
ou P désigne la loi du mouvement brownien issu de O, et arrété en Tg

s

Qu désigne la loi du pont brownien de longueur u ;
00 00 L
(3.b) J%%r¢¥f das®
0 V2mu 0]

ou RY désigne la loi du méandre brownien de longueur u ;

’
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L
a P . . . PR .
S désigne la loi du processus de Bessel de dimension 3, arrété a son dernier

temps de passage en a.

(3.2) Les théorémes 1 et 2 découlent respectivement de (3.a) et (3.b).
La démonstration du théoréme 2 & partir de (3.b) étant faite en [1], montrons com-
ment le théoréme 1 découle de (3.a).
D'aprés (3.a), on a, pour toute fonctionnelle F : C([0,1] ; R) +~R,, borélienne, et
toute fonction h : R, >R, borélienne :

00 rm
J ds E[F(-- B . susDhk) = Joﬂ h(w) E[F(\]/—G pOvw) 3 v = 1]

0 \/T—sus 2T

ce qui équivaut, par scaling, a :
Lo

f , re
| as E[F(—— B, ;us 1 h(sf)y= | du
0 Vo, UM 0 VZnu

h(w E[F(p() ; v

I

NIl.

En faisant le changement de variables t = szr1 dans le membre de gauche, il vient

(3.c) B-L BB, susn] = VEEFGW ;v s DI
m
T1 \[‘(—1 1
Cette identité équivaut a (7.a), une fois remarqué le fait que le temps local de
(Xu = i BuT ; U< 1) auniveau O, et au temps 1, est 1 .
Ve Vey

4. QUELQUES REMARQUES RELATIVES AU THEOREME 1.

(4.1) Notons ) 1le temps local au niveau O, et au temps 1, du pont brownien.

Nous venons de remarquer que le temps local de (Xu = \/—l-_ BuT1 ;u < 1) au niveau 0
1
et au temps 1 est -—1_—
vty
On a donc, d'aprés la formule (7.a), ou mieux (3.¢c) : pour toute fonction

f:R_-R,_, borélienne,

1
(4.a) E[f(0)] = E[‘/L £(—) 1.
2'[1 \/{?
Or, L__ @ IN|, ol N désigne une variable gaussienne, réelle, centrée, réduite.
Ve
On déduit alors de (4.a) que :
d
() 2 Dz @ v,

ol Z1 désigne la valeur au temps 1 du mouvement brownien complexe issu de O,

et e une variable exponentielle de parametre 1.
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L'identité en loi (4.b) peut bien sir étre déduite directement de la connaissance
de la loi conjointe de (B1 ; 21) ou bien encore du résultat (2,7) qui entraine :

1 D

avec g, et indépendantes. Or, on sait par ailleurs que :

y @ |y @ T,
avec g, et e indépendantes, et e variable exponentielle de parametre 1.

(4.2) Inversement, ayant remarqué 1'identité en loi (4.b), dont (4.a)découle,
on peut donner une démonstration plus intuitive du théoréme 1, que celle, rigou-
reuse, mais un peu formelle, donnée en (3.2).

En effet, il suffit alors de montrer que :
)s

(GB2iush ;=25 9@ (pausnla- 1

ce qui équivaut, par scaling d'une part, et par définition de p d'autre part, a :

(@Bpus D lr, =10 D (@ us D[B; =032, =

ol 1'on a posé x = 1/a.

Or, conditionner par (rx = 1) revient a conditionner par B1 =0et 2y =X
(4.3) Pour compléter la description de X, donnons sa représentation comme

semi-martingale, précisément : X est la somme d'un mouvement brownien, et d'un

processus a variation bornée.

En effet, lorsqu'on fait le grossissement initial de la filtration du mouvement

brownien B avec la variable T1> ON obtient (cf : [5], Récapitulatif, par ex.)

dans la filtration ainsi grossie :

1 1-,LsJ'|Bs|

ds sgn(Bs) -

[t/\T.]
1-ls+|BS| TS

(4.c) B, =8, +

avec (Bt,t 2 0) mouvement Brownien indépendent de e

On en déduit, par scaling de rapport T

- rt L-L_+[X_|
(4.d) Xp = B + | ds sgn(xy) ! -1 5 s
0 Li-L+]X ] 1-s
~ . 1 )
olr 1'on a noté : Lu = ———-muT (us1) 1le temps local en 0 de (Xu,u 1),
Ve T
et (B, = —l——B ; t £ 1) wn nouveau mouvement brownien.
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Remarquons encore, & 1'aide de 1'identité en loi dfie & P. Lévy :

tz20 D (5B s ;t

(B lsey 5 :BSe st 2

0), ot S = supB
ot S

que, lorsque 1'on fait le grossissement initial de la filtration de B avec la
variable T = inf{t : B_ = 1}, on obtient, d'aprés la formule (4.c)

t
( (EAT 1 1-BS
4.e) B, =8, - ds (+—— - ——
t t JO 1-BS T-s

(cf : Jeulin [4], p. 53, et [5], Récapitulatif, p. 306).
5. APPLICATION AUX TEMPS LOCAUX DU PONT BROWNIEN.

Remarquons que si (JLil ; a€R,t 2 0) désigne la famille des temps locaux du
a vt
1

mouvement Brownien B, alors (Lgl = 1T_ L ; @ € R) est la famille des densités
\/”r1 T
d'occupation du processus
1
X =—8B ;us1), c'est-a-dire :
u ut
Ve

pour toute fonction £ : R —>]R+. borélienne,

1
J du £(X ) = fda f(a)L®.
0 u

D'autre part, d'aprés le théoréme de Ray-Knicht sur les temps locaux browniens,

(Ca = !Li + Z'Ta ;a2 0) estun carré de processus de Bessel de dimension O, issu
1 1

de 2 en a=0.0nale:

Théoneme 5 : Soit (\* ; a2 0) La gamille des densités d'occupation de La valeur
absolue du pont browndien. ALors :

1) pour toute fonctionnelle F : CUR+,IR+) >R, borélienne,

t*E[F()f1 ; az20)] = E[F(l\/;_CaVT—;a;O)\/IZT—T]

o (Cp,az0) désigne Le carnd d'un processus de Bessed de dimension 0, issu de

2, et T = er da Ca.

0
2) ([1])  Notons ht=)5up{y: J 2 da > 1)
k y
Alons (—If A 1 ; £ 1) est un méandre brownien.

Démonstration : 1) La premiere assertion découle de 1'identité (7.a) et de ce que,

c—l:;l_);é;-ig-zl-\éoréme de Ray-Knight sur les temps locaux browniens, (JLE:1 ;a20) et
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(!L;a ; @ 2 0) sont deux carrés de processus de Bessel de dimension O, issus de 1,

1
indépendants.

- N R
2) Posons h, = suply : f —Ca\/r da > t}.
y vt

Un calcul élémentaire montre que :

N v ol
ht-\/r_ = ktT , ol 1<t = sup{z : L db Cb > t}.

z
N .
On a alors : k. _, = inflz: [O db G > u}.
D'aprés les résultats sur les changements de temps de processus de Bessel, on a :

(04 = Ru
=u

avec R processus de Bessel d'indice (—1/2), et ”I"o = inf{t : f{t =0} = 1.

~

Soit R 1le retourné en T0 de R; R estwn processus de Bessel de dimension 3,

1
etona: = =Rz .
ZC%TU uTo

On a maintenant, a 1'aide de ces remarques :

k

EIFG A © 5t s D1 =E[FCRRs 5t s 1y ]
VT o 2T
o o
(d'apres le théoreme 3) = E[F(Ru sus1) \/g R1 %7]
1

(d'aprés le théoreme 2) E[F(m(w) ; u = 1)]
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