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INEGALITES POUR LES PROCESSUS SELF-SIMILAIRES
ARRETES A UN TEMPS QUELCONQUE

S. SONG et M. YOR

1. Ce travail a deux objets :
- le premier est de présenter de facon aussi simple que possible les inégalités

entre processus arrétés a un temps quelconque [ 2] dans le cas particulier des pro-
cessus self-similaires ;

- le second est de dégager des relations spécifiques entre les lois de certaines
variables aléatoires qui, dans le cas particulier des processus self-similaires,
interviennent naturellement dans 1'étude des inégalités entre processus arrétés a
un temps quelconque.

2. Dans tout ce travail, (Xt’t 2 0) désigne un processus continu, a valeurs posi-
tives, qui satisfait 1'identité en loi :

(2.a) pour tout A >0, (X_,tz0) & Xt 2 0)-

at?
Soit ¢ : ]R+ >R, fonction de Young, et ¢ 1la fonction de Young conjuguée.
Considerons les deux quantités suivantes :

“X”‘Ju)) = inf{C : pour toute variable Lz 0, E(X)) §C|1L|l¢}

- H’i’) est une sorte de semi-norme de Luxemburg faible)

IXI| ;) = in€0 - E[supl X, = 6(e)7] £ 13,
t

On a alors, en particularisant les énoncés du théoréme (2.1.1), et du corollaire
(2.4.3) de [2] 1le:

Theondme 1 ([2]) : S& X satisgait £'hypothise de self-similarité (2.a), on a :
@ 1Kl = IXIE = 211X,

.. 1 * * N *
(44) z K1, = x| = 20 [E P i:,lo Xy

I1 apparait plausible, & la simple lecture de cet énoncé, qu'il existe des relations
d'intégrabilité entre les lois des variables
*
S =sup X - ¢(t)) et X..
® 0 !
I1 en est bien ainsi, comme le montre le :

Lemme 1 : 1) Pour tout a z 0, P(tp(X’;) 2 a) < P(Sq) z a)

2) Soit k> 1. Pour tout a

W

0,
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PIS, z a) s 2Ply(2k x;) za) + 1 Plyl2k x;) > k).
n=1

Démonstration :
1) (i) Rappelons que 1l'on a :

§(t) = sup (ts-4(s)), d'ob L'on déduit : 4 '(a) = inf @)
s20 t>0

(ii) Remarquons maintenant que :

sup (X, - (1)) = sup (X, - (1)),
t20 t20

v

dlob : Plswp (X - 4()) > a) 2 sup PX - 4(t) > a)
t t

*

sup P(t X1 - ¢(t) > a), a 1'aide de (2.a).
t

On a maintenant :

*

P(t X, - ¢(D) > a) = P(X, > 28]y

et 1'on déduit de (i) que :

\
[\%

sup P(t X: - ¢(t) >a) 2 P(X: 2 ¢_1(a)) = P(w(X:) a).

t

2) (1) Inversement, on a, a l'aide de la continuité du processus X :

Plswp (X, - ¢(t) > a) s sp P - o(L) 2 a).
t ) Lv.az0

Pour tout x>0, et k>1,ona: o= @Ls<sx) U v (K% <L« (kn+1x), d'otr
nz0
1'on déduit :
* * «© *
P(X, - ¢(L) 2 a) s P(X_za) + n}=: P(Xk“”x 2 6(K'%) + a)

* «© * n
P(X, 2 . 5 P(x » $kx)+a)
X n=0 kn+1x

IA

(ii) On prendra dorénavant x = ¢-1(a), et on utilisera 1'inégalité :

2a

),
¢ (a)

(2.6) o

On a ainsi :
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POX, - 6(L) 2 a) £ P((ZK)) z a) + : P(‘p(Zk XD = w(%knx)——»
n=0 o (6K
2 6 (K%)

Or,ona: ¢—= e o (™) = K (x) = Ka,
(,,, ‘(¢(k“x)))

en utilisant successivement 1'inégalité (2.b), la convexité de ¢, et la définition
de x.

On a ainsi démontré la seconde partie du lemme 1. o

On peut maintenant préciser les relations d'intégrabilité qui existent entre les

variables S¢ et X:. On a la :

Proposition 1 : Soit g : R, R, fonction convexe, nulle en 0. Alons :
* 1 *
E[g(\p(X1))] < E[g(3¢)] < (2 + F) Elgly(2k X,))].

Cette double inégalité découle immédiatement du lemme 1, et de la remarque suivan-
te : soient X et Y deux variables positives telles que :

P(Xéa)éianP(Yana) (o, 2058 2 1.

On a alors :

\

E[g(X)] f dg(a) PXza) sz r dg(a) an P(Y 2 g_a)
0 n ‘0

ST E[g(Y—)] SZ?EE[;:(Y)].
_n n Bn _n B1'1 ’

3. Dans le cas particulier ol ¢(t) = tP (p > 1), on peut préciser de plusieurs
manieéres les résultats du paragraphe précédent.
Remarquons tout d'abord 1'identité en loi :

X
p, (@ t \q 1.1 _
(3.a) sup X, - t) = sup (—=) e 2= 1),

t20 ° t20 1+tP %*q
Démonstration : Soit a > 0. On a les égalités (éventuellement en loi) entre les
ensembles suivants :

(sup ()(t -t ca) = (vt,)(t <a+ tp),

t20 . .
= (vt, X,y sa+ 2P tP), pour A > O arbitraire ;

@ (vt,2X, s a + P tP), dlapres (2.a) ;

) (vt, X, = a1/q(1 + tp)), en prenant A = a1/p ;
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X
@ (sup C——E-)q < a), ce qui entraine (3.a). o
t20 14tP
Voici une application au mouvement brownien de 1'identité en loi (3.a)
si (Bt’t z 0) désigne le mouvement brownien réel, issu de O, le processus
X, = |B 2|,t 2 0) posstde la propriété de self-similarité (2.a) (et,de plus, est
t

positif). On a donc, d'aprés (3.a) , pour tout p > 1 :
B, |
(3.6) sup (IBtl_ tp/Z) @ sup ( t H4.
t20 t20 1+t

Le mouvement brownien pouvant &tre représenté a 1'aide du pont brownien standard
(p(u) ; 02us 1) aumoyen de la formule : B(t) = (1+t) pCT}f),

on a aussi, d'apres (3.b) , appliquée avec p =2 :

(3.6') sup (18| - ) @ sup o2(t).
t20 ts1

On déduit alors des résultats de grandes déviations sur les variables gaussiennes

a valeurs banachiques ([ 1]) 1a :
Proposition 2 : Pour tout p > 1, ona :

2/q 2/p
1 /2y > (-9 " p
775 Log P{;:g (lBt |- £7%) 2 @) (=] ( 7 ).

a

Démonstration : (i) D'apres Azencott ([ 1], proposition 3.2, p. 61), si
(Ys,s € [0,1]) est un processus gaussien centré, a trajectoires continues, et si

2 1
b = sup E[Y_], alors : l-z-log P(sgp ]YSI za) 52 - 75 -

s€[0,1] a
(ii) Le résultat de la proposition 2 découle alors de 1'identité en loi (3.b), et

B
du calcul de b pour : Y_ = t(s) ng- s € 10,1][.

S 1+(t(s)P

Ce processus se prolonge par continuité en s = Oet s = 1, avec Yo = Y1 = 0. On

, avec t(s)

montre sans difficulté que b = q—Z/q p-Z/p, d'ol le résultat. o

4. Toujours dans le cas particulier ol ¢(t) = tp, on peut expliciter la meilleure
constante Cp dans 1'inégalité : EQX) = Cllng, pour toute variable L 2 O, en

fonction de la quantité :

o, = E[sup (Xt - tp)] supposée finie.
P 20
Rappelons tout d'abord les résultats de [ 2] (théoreme 2.5.2) concernant cette
. question. On a le
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Théoneme 2 ([ 2]) 1) Les deux assentions suivantes sont équivalentes :
(L) 4R existe une constante C telle que : E(XL) <C ||L||p

(M) o < oo,

P
2) Supposons dorénavant oy < =

La meilleune constante C qui puisse figurer en (L) est : Cp = p”p(qcp-)”q

3) PLus précisément, une variable positive L satisgait
ElX)) = Cp ”"”p > 0 84, et seulement 84 :

AL existe un néel positif A pour Lequel L est L'unique instant L)\ auguel Le
processus (X/t - Pt 2 0)  atteint son maximum,

On a alons :

- -q/p Py q
(4.a) E[XL)\] QUP)\ ; (4.b) E[L)‘] (q/p)op)\

En fait, les égalités (4.a)et (4.b) peuvent &tre renforcées, comme le montre la

Proposition 3 : Supposons op < Scit L, XL'unique instant auquel Le processus

\

(Xt - 2P ; £ 20) attedint son maxdmum Zp‘ On a alons :

- ; p -4y
(4.c) E[XL,,l }:p] ¢z, (4.d) ElL, |>: ] pTp

Démonstration : Soit g :R-+R, fonction continue, a support compact. Posons

rm
f(x) = J du g(u). D'aprés (2.a), on a, pour tout A >0 :
b'e

sup (X, - t) D s ox, - P P,
t20 t20

et, d'autre part : sup (WX, - P tP)
t20

w

- PP,

La fonction f étant décroissante, on a donc :

E(f(sup (X, - )1 s BEOx, - WP LD
t *
La fonction h(}) = E[f()\XL - P LE)] (» > 0) atteint donc son minimum en A =1.

*
De plus, cette fonction h est dérivable, et on peut dériver sous le signe espéran-
ce.
I1 vient : Blg(X, - 1P g - 1P} =
d'ou 1'on déduit : E[XL -p L€|zp] =

*
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. P -
Or,ona: E[X - L*[zp] =3 .

L P

*

On obtient (4.c) et (4.d) en résolvant ce systeme de deux équations a deux inconnues.

o
Remarque : Si 1'on remplace la fonction ¢(t) = tP par une fonction de Young géné-
rale ¢, et que L(¢) désigne un instant auquel (Xt - ¢(t),t 2 0) atteint son
maximum absolu X, , les mémes arguments que ci-dessus entrainent (en admettant

que 1'on puisse bien dériver sous le signe espérance)

E[XL(¢) - ' Leyy) LegylEd = O

Cependant, ¢'(t)t n'étant pas un multiple de ¢(t), on ne peut en déduire, par
exemple, E[ |z, 1.
» gy T

5. Les résultats du paragraphe précédent suggeérent, de maniére naturelle, 1'étude
de la fonction de p € 11,o[ :

g

p = op0 = E[sw (x, - D],

t20

Cependant, méme lorsque X, = B+Z (t 2 0), avec B mouvement brownien réel, issu
t

de O, auquel cas :

/2
% = Esm 6 - 0],

on connait trés peu de valeurs explicites de O p et encore moins bien le comporte-
ment précis de cette fonction. Dressons toutefois une liste de résultats :

(5.a) 1la variable : sup (Bt - t) suit une loi exponentielle, de paramétre 2
t20

(voir, par exemple, D. Williams [4]). On a donc :
02 = 1/2.

(5.a') P. Groenenboom [ 3] obtient la loi conjointe de ):(4) = sup (B, - tz) et

t20 ¢
L(4), 1'unique instant auquel (B,c - tz,t 2 0) atteint son maximum absolu. En par-

ticulier, d'aprés [3], on a : P(z(4) sa) =y,0),
la transformée de Fourier de la fonction \pa(-) s'exprimant a 1'aide des fonctions
d'Airy Ai et Bi. On devrait pouvoir en déduire, au moins théoriquement, la valeur

de oy = 5(2(4))-

- . . . _ _ 2
(5.6) I1 est aisé de montrer : °p P E[15:1§111) B.1 = E(|B1|) —\/;-
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. ] 1
(5.C) On a : 1og Op—-z—(f):tl*j 10g p_1 (p v 1.
Ce résultat découle, par exemple, de ce qt11e la meilleure constante Cp’ donnée par
par le théoréme 2, est : Cp = p1/ P (qcp) q, D'autre part, cette constante est,
d'apres le théoréme 1, comprise entre ¢ llNlL] et C ”N|L1’ avec N variable paus-

siemne, centrée, réduite, et c et C des constantes universelles. Or, on déduit
de la formule de Stirling que : log HN[L1 .'2—12- log % (p v 1, et le résultat c)

ci-dessus en découle.

(5.d) Des arguments élémentaires d'analyse, ayant peu a avoir avec le mouvement
brownien nous permettront de démontrer, au paragraphe 7, la :

Proposition 4 : Pour tout p € 11,«[, désignons par L( L'unique Ainstant auquel

p)
(Bt - tp/Z) atteint son maximum. On a alons :

]

(5.e) La décomposition de Williams du mouvement brownien avec drift (Bt-t ;t20)

! /7
o' = - 5 E[£P " (hog 2|, _

en son maximum (Williams [ 4]) nous permet de calculer explicitement cé.

Pour simplifier les notations, posons X = sug (Bt-t), et désignons par p 1'uni-
t=
que instant auquel (Bt—t,t 2 0) atteint son maximum. Alors, d'aprés Williams [ 4],

ona :
() P(r € dx) = 2¢"2% dx
(ii) Conditionnellement &8 I = X,

d .
(Bt-t,t < p) @ (Bt+t,t < Tx), avec Tx = inf{t : Bt+t = X}.

On déduit alors du théoréme de Girsanov et de la connaissance de la loi du premier
temps d'atteinte de x par le mouvement Brownien la formule :

2
(iii)  P(T, € dt) = ¥ 2 _x X/t

Zn t
On peut maintenant démontrer la
" VAl F(m+%)
Proposition 5 : 1) Pour tout mz 0, E[p"] = —————
v (m+1)

Elo Log o1 = - 5 13 - £og 2 - ),

N —

2) En conséquence, cé

oli y désigne La constante d'Eulexr.
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Démonstration : 1) On a, d'aprés (i) et (iii) :

E[e™] = 2 J dx e” X gt
0 X

00

= —é%: [ dt tm—3/2 et/2 J dx e X xe X /2
Vin 0 0

Notons J(t) 1'intégrale en dx que 1'on vient de faire apparaitre. On obtient,
aprés une intégration par parties :
® 2
J) = ti1-vE Y2 oD} , o oW - J dy eV /2,
u
En reportant cette expression dans 1'intégrale en dt ci-dessus, il vient :

E[p"

] - __%J dt (€72 V2 )
Ve ‘0
Une seconde intégration par parties permettant de remplacer @ par ®' donne

1'égalité :

E[") = —2 Jo at e V2 (™12 _ ?T_T1m+1 ™ 1/2y

Vem
ce qui entraine aisément la premitre assertion de la proposition.

2" rm +%)
2) Posons f(m) = _t
Vit (m+1)
N F(m+%)
On a alors : f'm) = ——=— gm)
Ve (m+1)
ot g(m) = log 2 - Fn‘lT + (_lr:’__) m + ;)

En particulier :

£01) =580, et g =log2-4+ L .

Or, on a, pour z > 1, la représentation intégrale :
1 z-1

r' _ x~ -1

r (z) = -y + JO dx T

On en déduit :

,» oy désigne la constante d'Euler.

1

1

Ld=-ys f X v (2-2 10g 2).
0 vx+1

On obtient bien finalement : f'(1) = %-g(1) = %-(%-- log 2 - y), d'ol la seconde

assertion de la proposition.
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6. Revenons a 1'étude générale du processus (Xt,t 2 0) self-similaire d'indice 1,
c'est-a-dire qui vérifie (2.a). On suppose toujours, en outre, que X est positif,

et continu.
Soit p > 1. On a rappelé, au paragraphe 4, sous 1'hypothese op< = , qu'il existe
un unique instant L(p) auquel (X, - t? ; t 20) atteint son maximum.

Remarquons que le processus croissant St = sup Xs est également self-similaire
s<t

d'indice 1, et que L(p) est aussi 1'unique instant auquel (St - tp,t > 0) atteint
son maximum.

Ce paragraphe est consacré a 1'étude des propriétés d'intégrabilité de L(p)'

Dans cette étude, 1'identité en loi suivante, analogue a 1'identité (3.a), nous

sera tres utile.

(d 5¢75s p11
(6.a) L = sup inf (——2) .
® " o1 (s P-sP

Démonstration : Pour tout a > O, on a :

(L za) = (sup (X - th 2 sup X, - tP)
®) t>a t t<a t
=(t>a:vs<a, Xt-tpzxs—sp)

3 . - p - p
Gt>1:VYs<1, X, (at)t =z X.s (as)™)

Dt > 1:vs< 1, 2 ap-1), d'aprés (Z.a).

Cette identité en loi est valable pour tout a2 O ; on en déduit 1'identité (6.a).
Remarque : Le choix du paramétre de scaling (: a) fait au cours de la démonstration
ne dépendant pas de p, 1'identité (6.a) s'étend aux marginales de rang fini des
deux membres de (6.a), considérés comme fonction aléatoires de p.

L'égalité (6.a) nous permet d'obtenir les inégalités suivantes entre fonctions de
répartition.

+

= 1.

Ti—
Q=

Proposition 7 : Sodent p,q > 1 Zels que :

12 existe une constante universelle ¢ > 0, et une constante Cy > 0, ne dépendant
que de p telles que, pour tout a > 0 ;

. 1Y a
(6.b)  PlIS, - S, , )% >2a) s PUL P >a) s Plaup (X - £7) > 5)
1 1/2 (p) (i) 20 )
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Démonstration : De 1'identité (6.a) , on déduit :

- d'une part,

St-ss -1
(py > ) € inf Plswp ——> a™ ",

(6.c) P(L
s<1 t>1 tP-sP

dont découlera (6.b), (ii) ;

- d'autre part,

: t s p-1
(6.d) P(L s> a) zsup P(inf >at )
() t>1  s<1 tP-sP ’

dont découlera (6.b), (i).

En effet, on a, d'apres (4.c) et (2.a)

P(L > a) ¢ inf P(sup
(p) sl . 1 tP-q
t>—s-

-S
- inf Plswp ——1> &P
h>1  t>h t7-1

Or, on a :
S -S S S
sup t 1»; sup t . (sup tb) x (sup %;%
t>h tP-1 t>h tP-1 tsh 1+t! p
x>h
S
s (1+ 2 ) sup t

WP-1" t20 1+6°

On déduit alors de 1*identité en loi (3.a) qu'il existe une constante c_ ne dé-

pendant que de p (et pour laquelle les inégalités ci-dessus donnent des estima-
tions) telle que :

p - tPy . 2
P((L(p)) >a) < P(igg (Xt t¥) > Cp),
c'est-a-dire (6.b) , (ii).
De méme, on déduit de 1'inégalité (6.b) aque :
PL(,) > a) 2;3? P(S,-S, > (%)P"),
et en particulier : P((L(p))p > a) 2 P((S;-S,, )4 > 2Pa), crlest-a-dire (6.b), (i).
2

Conolloire 7 : 1L existe deux constantes universelles cp et ¢! Zelles que, pour
ZLoute fonction convexe g : R, >R, nutle en 0,

q < < ]
E[g(cp(s,-s,/z) )] < E[g((L(p))p] < 3 Elgley st



240

Considérons maintenant le cas particulier ot X désigne, soit le processus

(B+2,t z 0), soit (|B 2| ,t 2 0), avec B mouvement brownien réel issu de O.
t t

Soit )‘(p) 1'unique instant auquel B - tp/Z, Tesp : IBt}- tp/Z’ atteint son

maximum. On a alors : L(p) = \/A(p).

On déduit du Corollaire 7 la

Proposition § : Soit p > 1.
12 existe deux constantes universelles vy et y', et deux constantes cp et c;), ne

dépendant que de p, telles que, powr toute fonction convexe g : R, +R,, nulle
en 0,

(6.e) Y Elgle N9 s EabP 81 sy Erglel N9
P (44) P

()

ot N désigne une variable gaussienne, centrée néduite.

Démonstration : 1) Considérons tout d'abord le cas ol Xt = B+2, et notons
t

N v
S, =sup B.. onadonc : S =S ,.
t s<t S t tZ

L'inégalité (6.c) (ii) découle alors du Corollaire 7, et de 1'identité & ‘@ |N|.
Pour montrer 1'inégalité (6.e) (i), remarquons que :

NN NN
81-81/2 = §,-S 2 S.-S

Or, on a, en notant : S = sup (B -B):
1/2 1 l+s )
S§7 2 _2_
NN 4" A Y
S,-S =S S,, )

VB, +8,) -
IRV VAR VA VR T2

@ N np?

-~ N
(S”z i (81/2~B1/z)) vz

o Net N' désignent deux variables gaussiennes, centrées, réduites, indépendan-
tes.
Or, on a, en posant ¢ = P(IN'| < 1) :

P(|N| > x+1) = ¢ P(IN| > x+1 5 [N'| < 1) s c P(IN| - |N'[ > x).
D'autre part, il existe une constante c' telle que :
P(IN| > 2x) £ c' P(|N| > x+1),

si bien que : P(|N| > 2x) < (cc") P(|N| - [N'[ > x)

L'inégalité (6.e) (i) en découle aisément.
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2) Dans le cas ot X, = |B 15 t 20), 1'inégalité (6.e), (ii)
t

découle encore aisément du Corollaire 7, et de 1'identité : sup B, @ IN].

s<1
v
I1 reste a démontrer 1'inégalité (6.e), (i) Posons S, = sup |BS|.
sst
On a alors, en notant : §1/ = sup B1 - B1/ :
2 s<l/, =+s 2
2 2
§-S,, =8 IB|-s
- - v, sup -
TV TV lauss W Y,
S B §.,) -8 S S B, N*
= \ + - = - - .
17, ¥ P, T VR VA A VA

/2

1/, " B1 / étant indépendantes, le raisonnement fait dans
2 2

e

Les variables S et
1 /2

la premiére partie de la démonstration s'applique encore, et on en déddit 1'inégali-
té (6.b), (1).

7. Nous démontrons maintenant la proposition 4, en nous appuyant de maniére essen-
tielle sur 1'identité en loi (6.q).
(Xt ; t 2 0) désigne toujours un processus self-similaire, continu, nul en 0.

Posons St = sup XS. Nous supposons en outre :
sst

(7.a) pour tout k> O, E(S];) <w

(7.b) P(S1 = X1) = 0.

Sous 1'hypothése (7.a), nous avons déja vu (Proposition 1 et théoréme 2), que, pour
tout p > 1, il existe un unique instant L(p) auquel (Xt - tP ; t 2 0) atteint

son maximum. Nous pouvons maintenant démontrer la :

Proposition 4' : Supposons Les hypothéses (7.a) et (7.b) satisfaites.

Alons, fa fonction o : p+ o, = Elsup (X, - 2P)1  est dénivable sur 11, [,
et ona : P 1

7. re o P .
(7.ce) °p E[(L(p)) Log L(p)]
Démonstration : 1) Introduisons & nouveau la notation
EX,)
C_ = sup L
P L veaz0 IILllp

On a, d'aprés le théoreme 2 :
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- 1/p 1/9
\ =
(7.d) Cp o) (qop) .

Nous allons montrer :

- d'une part, que la fonction C : p » C_ est dérivable sur ]1,=[ ; ceci entraine-
ra la dérivabilité de la fonction o, d'apreés la formule (7.d).

- d'autre part, la formule :

E[XL(p)]/1
(7.e) ¢! = ——{ = log ||L -
P “L(p)| \p ?“ (p)”p

P
E[(L,))" Tog Loy

pligyf 7

Or, en conséquence de (7.d), on a :

1 1 1
log C)' = (=1 1 - 2) 1op B - L '
(log p) (p og p + ( p) °f 57 + (1 p)log op) ,
d'ott 1'on déduit :
1 1 %
L. — .
(7.4) (log Cp) pz (log 57t log cp) + .

p-T °p
Par ailleurs, en conséquence de (7.d) et (7.e), et en s'appuyant sur les formules :

s (4.p) E[LP 1=95

4.a) E = =
(4.a) [XL(p)] qop (p) P p’
on a :
- E[L( ) log L( )]
(log €)' = 2 = 5 Tog Loyl - — B ——F
P P E(L(p))
d'ou 1'on déduit : )
E[LP | log L
(7.g) (log C)' = 17 (log ——1~1 + log o ) - (p) (p)
p P P P
p-1°p

En comparant (7.4) et (7.g), on obtient la formule (7.c).

2) Pour simplifier 1'écriture, notons simplement ¢ pour L la v.a.
positive générique, ¢ ®) pour L(p)’ et posons :

ElX,]

el

. = ‘F‘ 141 .
On a alors : Cp hu(p) ,p). Par définition de l(p)’ on a :

h(g,r) =

h(l(p+€)rp+€) - h(2(pc)oP) 2 Cp+ -C_ 2 h(z(p) ,pe) - h(x(p) ,p).

(p+ e P

Admettons provisoirement que la fonction : (p,r) - %? h(s ) ,r) soit continue sur
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(]1,w[)2. On déduit alors de la double inégalité précédente, et du théoréme des
accroissement finis, que la fonction C : p »> Cp est continlment dérivable, et

. . =3
que, de plus : Cé =5 h(ﬁ(p),P)-

3) Pour une v.a. & 2z O admettant des moments de tous ordres, on
a:

1 , El2" log(n)]
(; og |l2ll, ———%—-—)
lr 2l

(7.h) 2 hG,D) -

D'autre part, d'aprés (4.a) et (4.b), ona : E[X 1=pllt IE-

) (p)
11 apparait maintenant clairement, en conséquence de (7.h) que, pour montrer la
continuité de la fonction : (p,r) > ——-h(z(p), , il suffit de prouver que, pour

tout k>1, p-~» z(p) est continue, en tant qu'application a valeurs dans Lk.

4) Ce dernier résultat va découler de 1'identité en loi :

1
— S -S
D p-1 N
(6.a) L = n(p) , ou m(p) = sup inf (
() t>1 s<1 tp-sp

5

En fait, nous allons prouver que :
- d'une part,
(7.4) P(dw) p.s., l'application : p -+ m(p)(w) est continue ;

- d'autre part, pour tout k > 1, et tout intervalle borné [a,b] < ]1,=[,

(7.4) la famille (n(p)k ; p € [a,b]) est uniformément intéprable.

Ces deux propriétés, jointes a (6.a), assurent la continuité de 1'application :

P~ l(p) a valeurs dans L.

Le point (7.4) découle de la décroissance p.s. de 1l'application : p + n(p)(w)

S,-S

/remarquer que : ot
\ o PP

)go),

de 1'identité en loi (6.a), et de ce que, en conséquence de 1'hypothese (7.a), la
variable i(p)’ pour p > 1, fixé, posséde des moments de tous orcres.

Pour démontrer le point (7.4), remarquons tout d'abord que 1'on peut remplacer m(p)
par nK(p), ol K désigne un réel positif quelconque, et
S, -S

(p) inf £
1<t<K s<1 tp-sp
S
Ceci découle de ce que, pour tout p > 1, on a : _tp.s., 0.

tP
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. sELs 1oz
En effet, on a : i E[zﬂp Szn] = i Eﬁtﬁ:Tj-E[S1] < o, d'ou le résultat.cherché.
Enfin, K étant fixé, il existe, a 1'aide de 1'hypothése (7.b), pour presque tout
w, un réel e(w) > 0 tel que :

S (@)-Sg (w)
nK(p)(w) = sup inf —_—
T+e (w)<t<K ; s<1-e(w) tP-sP

La continuité de : p > nK(p)(w) est alors immédiate. o

Remarque : Nous ne savons pas sous quelles conditions minimales les hypothéses (7.a)
et (7.b) sont satisfaites. Toutefois :

- il est bien connu que 1l'on peut estimer les moments de S1 lorsque le lemme de
Kolmogorov - ou celui, plus raffiné, de Garsia - Rodemich - Pumsey - est applicable

voir Barlow - Yor [5] par exemple.

- O'Brien et Vervaat [6] montrent que, si Y est un processus self-similaire ayant
des accroissements stationnaires, c'est-a-dire :

Y - @ .
pour tout b > O, (Yt+b Yb ;20 = (Yt ;t20),
P(Y1 =0) =P =0). o

Remerciement et Commentaire final :

A 1'aide d'arpuments utilisant le théoréme de Girsanov, D. Siegmund (Communication
personnelle) a, pour la premidre fois, conjecturé la validité de la proposition 4
pour p = 2, c'est-a-dire la dérivabilité de cp en p = 2, dans le cas du mouvement
brownien.
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I1 serait certainement tres instructif d'obtenir une démonstration plus directe que

la ndtre de la proposition 4'.
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