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TEMPS LOCAUX ET INTEGRATICN STOCHASTIQUE
POUR LES PROCESSUS DE DIRICHLET

Jean BERTOIN'*)

0. INTRODUCTION,

Féllmer ([3]) montre que 1'on peut définir une intégrale stochastique
f f(Xt)dXt pour f de classe C1 et X processus de Dirichlet, qui n'est pas
0

une semi-martingale, mais somme d'une martingale et d'un processus & variation qua-

dratique nulle, et il obtient une formule d'Itd.

Une question naturelle se pose : peut-on étendre cette intégration pour les
processus de Dirichlet a une classe plus grande de fonctioms f, en vue d'obtenir
wne formule de Tanaka ? L'existence des temps locaux pour les processus de Dirichlet
qui en découlerait, serait-elle méme intéressante (Geman - Horowitz [4]).

Dans le § 1, on montre 1'équivalence de 1'existence de la densité d'occupation
dans LZGRJ avec 1'extension par continuité de 1'intégration de F6llmer 2 f dans

j{1GR), et on en déduit une formule de Tanaka presque sfire.

Dans le § 2, en calculant la variation quadratique de (f(X),X) par rapport 2
une certaine suite de subdivision d'arrét, on s'apercoit qu'une condition M.D.2),
portant sur le nombre de montées et de descentes de X entre a et b nous donne
1'existence d'une densité 22(X) dans LZ(dP x da) de la mesure d'occupation par
rapport a la mesure de Lebesgue sur R (L.T.2.) . Cette condition nous améne a
étendre la notion de processus de Dirichlet. forts en X-processus de Dirichlet, que
nous étudions.

Dans le § 3, on prouve que 1'hypothese (M.D.2) nous permet de voir 1'extension
de 1'intégration stochastique a f € j{}GR) comme limite de sommes de Riemann,
cette méthode nous donnant également, comme Bouleau - Yor ([2]) une extension de la
formule d'Itd.

I. TEMPS LOCAL SANS PROBABILITES.

F6llmer ([3]) établit le résultat suivant :
Si Th est une suite de subdivisions de [0,1] dont le pas tend vers zéro, si

X : [0,1] >R est une application continue, telle que la suite de mesures

(*) 19, avenue de Choisy - 75013 PARIS
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p3 (Xt - )(t.)2 Gt converge étroitement, vers une mesure que 1'on note d<X>

. . t
T i+ i i
n 1

quand 'n tend vers 1'infini (st désigne la masse de Dirac en ti), alors 1la
i

suite I f'(Xt.) ()(t - Xt.) converge pour toute f de classe C2 vers une
i

T, 1 i+1
1
quantité que 1'on note [ f'(Xs)dXs, et on a la formule d'Itd :
0
1

e -
EQX) = £ + | £1OQAX + g JO £1(X)d K>,

0

Sous ces hypotheses, on a alors la :

de

e

. 1
Proposition 1.1 : L'intégrale de Foldmer, J g(XA)otX/5 défindie pour toute
0
ctasse ¢! se prolonge en une forme Rinéaire continue sur H#'®) s et sewtement
1
A4 -Ra mesurne d'occupation u : ulh) = J h(XA)d<X>A admet une densité IL‘;‘(X)
0

dans LZ(IR) par rapport a La mesuwre de Lebesgue.
LR 1 TXIKX, = g(X) - gX) - ir "(@)22(X)da
g 0 g (Ag)ddg = 8Ly 8% 2 ) g 1

est. alors une forme linéaire continue pour la norme de 1{1 [R), et comme 1'espace

! est dense dans 7{1 (R), 1'intégrale de Follmer se

des fonctions de classe C
prolonge donc a }('1 ®.

1
b) Réciproquement si g - J g()(s)dXS est wn prolongement de 1'intégrale
0

de Follmer a g € 3’(1(]R), considérons ¢ : LZGR) >R

¢ (£)

1
2[F(X)) - F(X) - fo F' (X.)dX,]
P . 2 . .
ou F'=f. ¢ estalors une forme linéaire continue sur L @) et il existe
IL?(X) € LZGR) telle que pour toute f de LZCIR) :

$(f) = f f(a) z?(x)da.
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1
Or pour toute f continue, ¢(f) = J f()(s)d<)(>S par la formule d'It5, de sorte
0
que 2‘1’()() est bien la densité de y par rapport a la mesure de Lebesgue.
Si y admet une densité z?(X) dans LZGR), alors, pour tout t < 1, la me-
t
sure yg pt(h) = J h()(s)d<X>s est encore absolument continue par rapport a la
0

mesure de Lebesgue, et admet une densité ,zi(X) dans L2 @R). Geman - Horowitz

([4]) montrent que 1'on peut choisir une version (sfflc ; a€R ; te [0,1]) telle

a

¢ ©st e fonction croissante en t, qui ne croit que sur

que pour tout a, t > ¢

{t:Xt=a}.

A ce z: correspond une formule de Tanaka :

Proposition 1.2 : Sous Les hypotheses précédentes, s4 g est une gonction néglée

X

positive, a support compackt, J. glalda = 1 et 44 Gn(x) = nJ glna)da, alons
—o ]

-

z
powr tout £ et presque tout b, f Gn()()5 - b)d)(6 converge vers une quantité
0

it
que £'on note JO be>b dX, et l'ona :
e
+ + 1 b
Ko = B = X =807 = | Wy b Xt g )

Preuve : On montre la proposition pour g = 1]_1 RTAE griace a un théoreéme de
22772
Lebesgue, pour presque tout b dans R :

L Pon-1im ‘—-Jb+e 2(X)da = 1im X r 1 (X_)d<X
2t ev0 4_6 b-¢ t 40 4 o [b-e,bre] s” s

Pour tout n, grice a 1'extension de 1'intégrale de Fdllmer

G (X, - B) - G (X - b) = Jr(t) G, X -b)dX_ +7 J(; g - b))d<X>_

olt f}n est la primitive de Gn nulle en -,

En faisant tendre n vers 1'infini, E\Sn(Xt - b) tend vers (Xt - b)+ et
% Jro gl - b)d<X>_  converge vers % LE(X).
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On a la proposition pour g = 1]_1/ 1/, o0 en déduit la proposition pour g
22772

en escalier, a support compact, et par approximation uniforme, on étend a g réglée

Remarque : Il existe des X telles que u est singulidre par rapport a la mesure
de Lebesgue.

Si K désigne 1'ensemble triadique de Cantor, et Xt la racine carrée de la
distance de t a K. On prend pour T, la n-iéme subdivision triadique. Il est

facile de voir que la suite de mesures ¥ X - Xt )2 8y @ une masse qui tend
T i+1 i i
n
vers 1. On peut donc extraire une sous-suite €étroitement convergente, et on remar-
que que la mesure limite est de masse 1 et portée par K. X est alors nulle

d<X> s Ppresque slirement, et donc u est singuliére par rapport a la mesure de

Lebesgue.

11. NOMBRE DE MONTEES ET DE DESCENTES ET TEMPS LOCAL.

a) Une condition suffisante d'existence des densités_d'occupation :

On considere (Q,J;Jt,TP) un espace probabilisé filtré. On se donne ()(t ;0sts D)

un processus continu, nul en zéro, adapté et borné. On note ™ la subdivision

(Tn..’I‘n )

o’ colypree

d'arrét =t
n

L

inf{t > Tlll : |Xt - XTn
k

On suppose que X =M + A ol M est une martingale continue de carré intégrable,

|=2_n}/\1.

et A un processus continu nul en zéro tel que :

lim E[Q_ (W] =0

n->+ow n
2
avec Q (A = _% A -A )",
n TlileTn i+ TI;

On pose zi(X) = 2™ fois 1a somme du nombre de montées et du nombre de descentes

de X (#) entre k2P et (k#DZ™ si k2™ za < (12", On a alors le :

(*) On ne se contente pas du nombre de montées entre k2™ et (k+1)-2™ pour des
raisons qui seront expliquées dans § 3.
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Theotgme 2.1 : Si fa suite (2(X) : n € N) st équiintégnable dans L (dp x da)
alons

19) Elle convenge faiblement dans L' (dP x da), on note 2°(X) cette Limite.

2°) 1L existe A ensemble de probabilité 1 Zel que :

Pour tout w dans A et pour toute g bornélienne bornée;
1 o a
f g(x,)dexs  lu) = J ala) 12X da (u).
0 e

Preuve : Si zi(X) est équiintégrable, on peut extraire une sous-suite p(n) telle

que pour toute fonction g de 21{1 1129)]

00 1 © I
[ g'@) EXda °‘(L(“P) L)“P))>J g'(@ *Xda.
=00 n-»> o« -0

Or nous savons (théonéme 2.4 de [1]) que pour toute g de classe C1, QT (gX),Xx)
n

1
converge dans L ®) vers I g‘()(s)d<)(>S ol
0

Q, (e, = = [gX_ )-gX I X -X )

n Tie.rn T§+1 T§ Ti+1

<

= 5 [gX . )-gX )1 X -X_)+0@™
"In <1 Tnk-ﬂ T?( k+1 TII:

ot 002 représente la contribution du dernier terme dans Q, (g(X),X).
n

2 -n
X) +0(2)

]

Donc Q@0 = = [g(Ge2™ - gke2™] 2X
n <€

| @ ooa 0™,
Par conséquent, pour toute g de classe C1 :

0 1
f g'(@) 2(Xda = J g' X,) d<X>_  P-presque sfirement.
— 0

I1 existe donc A de probabilité 1 tel que, pour tout q rationnel :
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® iga a 1 iq Xs

I e 27 (X)da = J e d<)(>S pour tout w € A,

— 0
ce qui prouve que la mesure d'occupation pour la trajectoire X(w) a une densité
22(X) (w) par rapport a la mesure de Lebesgue da.
I1 en découle que @ X), la limite de zﬁ ) (X) ne dépend pas de la suite

extraite, et donc, que Lf;(X) converge faiblement vers 2.

b) Une extension des processus de Divichlet : Le théoreme 2.1 nous conduit a donner

les :

Définition 2.2 :Soit X processus continu, adapté, nul en zéro. SL S est une sub-
divisdion de R:S={an: nez ;a_m=—w;a0=0;a+ = 4o e/tan_1<an}.

o

On note <i(X,8) ZLa subdivision d'awét (To’Th"") : TO =0 et

T = Ang{t > T X

k+1 R

tES et X/thTk}AI.

(C'est Le premier temps d'atteinte apres T, de £'antécédent ou du sulvant dans S
du point ol £'on est en Th)'

Définition 2.3 : On dit que Y est un X-processus de Dirnichlet si Y = M+ A
avee M marntingale continue de carné intégrable, et A processus continu, nuk
en zéno, Y processus boané et

Lim  EI[ (A})1 = 0.

$Tho 2 (x.3)
Comme dans [1], on peut montrer que, pour X fixé : DX’ 1'ensemble des
X-processus de Dirichlet, est un espace de Banach pour la norme

* 1/2
IVl = 1Y = sup GE[QTO(,S)(Y))]/ :

Si f est une' fonction de classe C1, et si X est un X-processus de
Dirichlet, f(X) est un X-processus de Dirichlet dont la partie martingale est :

IO f'()(s)dMS (si X=M+A).
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Définition 2.4 : S&i S est une subdivision de R, et 44 a;,sac<a; on note

L+1?

zg(x) (ai+1 - ai) §ois Le nombre de montées et de descentes de X entre a, et

f
Gy On dit que X vénifie (M.D.2) si  sup | E(3 (00 1da < w.
s IR

A+1
Le théoneme 2.1 devient alors sous les hypothéses restreintes :

Théondme 2.5 : Soit X un X-processus de Dirndchlet qui vénifie (M.D.2). Alorns X
vérnigie (L.T.2) : 1L existe 2AX) € LZ(dP x da), densité d'occupation pour X.
De plus zg(x) converge dans o(L’(dP x da)), quand Le pas de S tend vens zéro,

vers za(X).

¢) Exemples et propriétés générales :

La propriété (M.D.2) se vérifie facilement pour les semi-martingales réelles et
certaines transformées de semi-martingales grice au :

Llemme 2.6 : Soit X =M+ V semi-mantingale néelle, continue, nulle en zéro,
2. (! 2 , b
avec  E[M; + ([ [dVA|) ] <o, Soit a < b deux néels et ma(X) (b-a) fois Le
0

nombre de montées de X de a a b. Alons :

1
b 2
Ellng (X)) < 8 ELM; + (Jo jav, 1171

Preuve : Soit Tb = 0, T2n+1 = inf{t > T2n : Xt =b} A1
T2n+2 = inf{t > T2n+1 : Xt =a} al et Sln = ‘{Tn< 1}.
( - )1 = (b-a) 1
szm XFZn %on+1 %on+1
=( - )1 - ( - X, )1 .
XT2n+1 XTZn QZn XT2n+1 T2n QZn > Q2n+1

Les ensembles Qn > D4 étant deux a deux disjoints
> [ P dX_+ (X )"
m < + - a
a JO ng s 1

ol Pn est le processus prévisible indicatrice de ng]‘]]]Tzn,Tan]] et donc
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IE[(1P ax )2 <21E[M2+(1 lav, )%
o D 1S 1 0 s ’

Remarque : On vient de voir que toutes les semi-martingales continues (2 un change-
ment équivalent de probabilité et a une localisation pres) vérifient les hypotheses
de 2.5.

Proposition 2.7 : S4 X = M + V vénifie Les hypothéses du Lemme 2.6, et 54 § est
une fonction rnéellfe monotone par morceaux, admettant presque sirement une dérnivée
§' dans LP[R), atons §(X) verifie (M.D.2).

Preuve : On se raméne au cas f croissante.

Soit S={an:n€Z,ao=0 et a 1<an}.Pour a; fa<agq,ona:

n- = i+1
f(a.) fGa. ,)-f(a.) a.
bee €00) =2 —E 1w Mg 4 oqisp
8i41734 1
f(ai) 2
et zs [lf(S) (f(X))] [f(ai+1) - f(ai)] =

a i€

£(a,)-fG) 3 a
¢ x [ w M w1? @y, - ap ¢ o(s)

a;€S a3y 473y 1

00

f (1 i
et donc 4 J f's(a)da . 8]E[M$ + (J |dVSI)2] + 0(|S|) majore 1'espérance du
e 0

premier terme.

On a également :

Proposition 2.8 : Soit X = M+ A vérnifiant Les conditions du Lemme 2.6. Alons,
powr toute § dans jed R), §(X) est un X-processus de Dinichlet dont La partie

mantingale est I §' (X, )dM, .
0

. 2
Preuve : Pour toute subdivision S de R et toute g de classe C

2
@x) = = gX. - gX. )
Ux,s) @ T E,9) T Xr,

IA

[ #r@® 1500
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p
et grice au femme 2.6 E[Qr(X,S) (gXN] = CX® J]R gv(a)z da ou C(X) est une

constante indépendante de S.
On peut approcher toute fonction f de H1 @®) par une suite fn de fonctions de

classe CZ, et coome D, est un espace de Banach pour

. lX’ fn(X) converge dans

D

x vers £fX).

Remarques : 1°) En particulier, si X =M +V vérifie les conditions de Z.6

alors pour toute fonction £ monotone par morceaux, admettant presaue sirement

une dérivée f£' dans L3(]R), Y = £f(X) est un X-processus de Dirichlet, donc un

Y-processus de Dirichlet qgi vérifie (M.D.2) et donc (T.L.2). On peut étendre ceci
®).

. . .
par localisation a f' ¢ L10C

2°) De méme, on montre que si X est un X-processus de Dirichlet qui

vérifie (M.D.2) alors :

i) Pour toute f admettant une dérivée f' dans L4(]R), fX € DX'

ii) Pour toute f 1lipschitzienne, monotone par morceaux, f(X) est un f(X)-
processus de Dirichlet qui vérifie (M.D.2).

Dans ces deux cas la partie martingale est J f'(Xs)dMS.
0

3°) Enfin, de facon analogue, on montre aue si X =M +V est une

1
semi-martingale dans P avec : ]E[IlM1 HZ + (J IdVSI)Z] <w®, et f fonction
0
lipschitzienne de ]Rd dans R telle que pour tout a réel, f_1(]-oo,a]) est
convexe (respectivement concave) alors f£(X) est un f(X)-processus de Dirichlet
qui vérifie (M.D.2).

e) Cas du mowvement Brownien véel :

Si B est un mouvement Brownien réel, on a une réciproque de 2.§ :

Proposition 2.9 : Soit § fonction néefle telle que £(B ) 504t un B-processus

de Dirdichlet Local. Alons § admet presque partout une dénivée §' dans LECCUR).

Preuve : Si il existe Tp suite croissante de temps d'arrét, Tp +1 p.s. et

T
fBP) est wn B-processus de Dirichlet, alors pour tout p entier
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T -n T
0 (EBP) =% [f+1)e2™ - £ke2™1% 22 K2 @ Py
’l'n k n
[ v. £@a)? za(BTpda
- D a n )
-n -n
on v, £@) = fAe2 ) - £e2 ) o5} M cg < )2

Z'Il

Or il est facile de voir que pour tout A > O, il existe e > 0 et P, tels que
T

E[2(B p")} i A &
0 > € si |a| < nzop..
De sorte que Vn f(a) est borné dans Lz([-A,A]).

Comme dans [1] on en déduit que va f(a) converge faiblement dans Lz([—A,A])

vers f' qui est presque partout la dérivée de f.

Conollaine 2.10 : 1€ existe des B-processus de Dirichlet qui ne vérnifient pas
(M.D.2).

Preuve : Soit f(x) = Ix|0’6 gx) = lxlo’s, X = £(B,) est alors un B-processus
de Dirichlet local. Si X vérifiait (M.D.2) 1localement grice a la remarque

qui suit 2.8, g(X) serait un B-processus de Dirichlet local, donc

(go H)(X) = |x|0’48 serait dans jéloc R), ce qui n'est pas le cas.

T11. INTEGRATION STOCHASTIGUE POUR LES PROCESSUS DE DIRICHLET VERIFIANT (M.D.Z).

a) Formule d' ®6 — Tanaka : Soit X wun X-processus de Dirichlet qui vérifie

(M.D.2). Gréce au théondme 2.5, X vérifie (T.L.2), et donc, grdce a 1.7 1'inté-
gration de Follmer s'étend pour presque toutes les trajectoires & toute f dans

1
f(X S) d)(S comme

j(:1 [®). On va voir directement ici comment on peut définir [
0

limite des sommes de Riemann pour f dans #H ®.

Théondme 3.1 : Soit X un X-processus de Dinichlet qui vérifie (M.D.Z) et §
admettant une dénivée §' dans J{IUR). Alons 84 on pose :

(deg) . N
1 (4" (x)) "¢ 5 10 )X - X )  on T = T(X,S )
n T. <1 ;T.ex T T T n n
£+ L5 n

et S, est ka n-ieme subdivision dyadique, In(é’ (X)) converge quand n tend
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1
vers + o dans LIGP) vens ce que L'on note ( 6’(X/5)dX,5 et on a La formule
10

d'1t5 - Tanaka :

1 o
! 1 ”n a
§1,) - §ix,) - foé Xk ¢ 5 [ gl 2 t0de,

Preuve : Si 1'on note mE(X), 2™ fois le nombre de montées de X entre ko2

et (k+1)2_n, et di(X), 2™ fois le nombre de descentes de X entre k-2 " et

(k+1)2™", alors :

' _ f -n n _qn
LEX) = kg z £1(ke2 ) (m (X - &y (X)

k.2

or mn(X) = 1—{1 X) + 2
'k 2 ''n

(X, = k2™ < (k+1)-27P < X;)

-2y }

(x1 ske2™ < (12 < X))

(Les deux derniers termes correcteurs expriment le fait qu'il y a une montée de
plus que de descentes entre ko2 " et (k+1)-2" si X, < k2™ < (ka2 < Xy
et de méme
Ry < 1[0 gy
dk 2Ll

X, < (k N2 < k2P < X,)

-2 . . ]
o, < =D 27 < k2™ 5 X))

Par la transformation d'Abel

-n -n
B A (O R N
€

n 00
- T (D2 - k2 ™K T = - [ f'(a) 2(Xda.
ke€Z n - n

00

Lemme : I 5"(a)RZ(X)da converge dans L’UP) vers J £"(a) 2% (X) da.

-0

Preuve : A priori, la convergence a lieu seulement faiblement dans L1GP). Or, si

fp est une suite de fonctions de classe C2 telles que fé converge dans 3€GR)

vers f!' :
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T g a 2 _[°
|- @ doal’s |

-00

" - f'I;)z(a) (da) (L 2002 da).

Or pour tout p, Qr (fr')(X),X) converge dans ] ®) vers
n
1 w a
JO £10X)d | - f @it 00da,

puisque fF"(X) est un X-processus de Dirichlet, dont la partie martingale est

re
J £'(X_)dM (si M est la partie martingale de X).
o P ss

Grice a 1'inégalité précédente, la convergence est uniforme en p, et on en déduit
le lemme.

Comme d'autre part

s £k 2™ .2 -1 )

ke Z X, s k.2 s (k+1)z'“<xs X, sk 270 o k)27 X,

A

converge dans L1 ®) vers f(X1) - f(Xo), In(f'(X)) converge dans L1 ®) vers

1
ce que 1'on note J f'(X_)dX_ et 1'on a :
0 s’ s

(1 *
€)= £0) = | 1O, + 7 L, () 120da.

b) Une extension de la formule d'Itd :

Bouleau et Yor ([2]) prouvent que 1'application définie sur les fonctions en

n a1 a.
(t) quia f associe ¥ fi(L1 X-L e

n
escalier f(t) = ¢ f
i i+1] i=1

1
i=1 1132

(ot LX) est le temps local en a d'une semi-martingale X) se prolonge de

facon unique en une mesure vectorielle sur la tribu borélienne, on note

jf(a)da 12(X) 1'intégrale de f par rapport & cette mesure, alors
1 1 a
RO = PO + [ £, - [E@d, 10,
0

Le calcul du a) peut &tre repris quand X est une martingale de carré intégrable,

pour domner une autre approche de [f (a)da 12(X) et étendre cette intégrale a f
dans LZQR) :
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) o Gen2™
Si f est dans L“(@R), posons fn(t) =2 j -n f(u)du pour
k.2
k2™ st < (kD27
Comme fn (a) converge vers f(a) pour presque tout a, fn(X s) converge vers
f(XS) d<)(>S presque sGrement. Si Mf désigne la fonction maximale de Hardy asso-

ciée a f, Mf est dans LZGR), et par convergence dominée In(fn(X)) converge

1
dans LZC!P) vers [ f(X)dX_.

0 s’ s
Enfin on a toujours la convergence de

-n,,-n
b2 fn(k~2 )2 (1 -1

_ ~ )
kez X, <k2™M< (k+)2 D <X, X, sk2 e (k)2 ™ <X,

15
vers F(X1) - F(Xo).
)71

-n
En conséquence —;— T fn(k-Z_n)(lL:l( x) - lrgk_1)2 (X)) converge dans 12®)

ke€Z

ol

1 00
vers JO f()(s)dXs - F(X1) + F(XO) =1 Lm f(a)da 2.

Appendice : Pour conclure, nous domnons un exemple d'utilisation des temps locaux

inspiré par le théoreme 6.3 de Geman - Horowitz [4] :

Proposition : Soit X = M+ A un processus de Dinichlet font (respectivement
faible) qué vinifée (T.L.2). Soit § : R ~R teble que :

- Pour tout a €R, fla,+) € LZUR)
- Powr tout b €R, §(-b) cst de classe C', et sup |26 (a,6)] < =
a,b
Abons Y, = r: ﬁ(X):,)(A)d<X>A est un processus de Dindchlet font (respectivement
0

gaible) dont La partie martingale est

TR b ) 5
Jo (f_w-a—g (X,.6) 20 (X db) b, - Jo ([05‘& (XX, ) deXo

Remarquons, avant de pour suivre, que li(X) =0 si Ja| 2 sgp ”Xs”L‘”
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_[F b
Yt = J_w f(Xt,b) lt(X)db.

Or pour b fixé, d'apres [1] (théoreme 2.4) f(X;,b) est un processus de Dirichlet

fort (respectivement faible), dont la partie martingale est :
t
of
(3 s,

De méme que dans [1], il est aisé de voir que f(Xt,b) ZE(X) est somme d'un pro-

cessus de Dirichlet fort (respectivement faible) et d'un processus de sauts a
variations bornées (quiptrovient des sauts éventuels du processus croissant QS(X)).

Par un théoréme de Fubini stochastique (voir par exemple le fLemme 4.1 du chapitre 3
de Tkeda - Watanabe [5]), on voit que Yt est somme d'un processus de Dirichlet

fort (respectivement faible) et d'un processus & variations bornées qui peut con-
tenir des sauts. I1 suffit de voir que Y est continue pour que le processus a
variations bornées soit a variation quadratique nulle. Or

t X
t! of

o " Ytl < L [f()(t,,xs)ld<x>S + [0 d<X> Jx da |§ (a,xs)l
t

ly

et la continuité de Y résulte de celle de X.

REMERCIEMENT : Je nemercie M. Yon pourn ses conseils et son adide a La nédaction de
cet anticle.
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