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0. Introduction et notationms.

Dans l'espace euclidien :mn, le laplacien A est un opérateur autoadjoint
négatif sur Zmz(dx), et on peut donc définir sans ambiguité 1'opérateur
autoadjoint (-6)1/2. Un célébre théoréme d'analyse affirme la chose suivante:
pour tout p, l<p< o, il existe deux constantes cp et Cp telles que, pour toute
fonction f de classe C % et & support compact,

o lall < I(=)Y2e 0l <c llatll (0.1)
(ici, || Ilp désigne la norme dans IF'(dx)).

Une maniére équivalente d'énoncer ce résultat est de dire que les transfor-

-1/2f sont des opérateurs bornés dans Lp(dx).

mations de Riesz R.f = o= (=)
i dxi

De nombreux auteurs ont étudié des extensions de ce résultat 3 des situations
plus générales: on peut remplacer l'espace euclidien Rr" par une variété
riemannienne E et A par l'opérateur de Laplace-Beltrami sur E et se poser le
probléme de la validité de 1'inégalité 0.1 . On peut également remplacer la
variéié E par un espace mesuré (E,&,u) et A par le générateur L d'un semi-
groupe markovien symétrique: dans ce cas, il convient de remplacer |df|d par
l'opérateur carré du champ de L (s'il existe), défini par

1 2 . s a

r(t, £) = E(Lﬁ -2fLf) (il s'agit de la méme chose lorsque L = A sur une variété
riemannienne).

Dans son livre [St], Btein démontre 1'inégalité 0.1 lorsque A est l'opéra
teur de Casimir d'un groupe de Lie semisimple compact: on est alors dans une

situation simplifiée ol il existe des champs de vecteurs (Xl,..., Xn) tels que
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|df|2 = Zi(xif)z, et [A,Xi] = 0 pour tout i. Comme dans le cas de IRn,
c'est l'annulation de ce commutateur qui fait marcher la démonstration.

Dans [S], Strichartz démontre une inégalité de type 0.1 sur les espaces non
compacts symétriques derang l, tandis que dans [M1], Meyer établit 1'inégalité
0.1 pour l'opérateur d'Ornstein-Uhlenbeck, en dimension finie ou infinie: dans
ce dernier cas, le laplacien A de R® est remplacé par l'opérateur L = A—r%;,
qui est symétrique dans 1l'espace 1? de la mesure gaussienne exp(- %rz)dx. Les
normes LP sont alors relatives & cette mesure. La situation est alors beaucoup
plus compliquée que dans le cas de Stein, car l'opérateur carré du champ r(£,f)
s'écrit Ei(Xif)z, avec [L’Xi] = X; pour tout i.

Dans [L], Lohoué s'intéresse & ce probléme dans des variétés compldtes
sinplement connexes, de courbure sectionnelle négative (variétés de Cartan-
Hadamard), et dont la courbure, ainsi que ses deux premiéres dérivées
covariantes, sont bornées. Dans ce cas, il obtient une inégalité du
type “df||p < Cp( k3 “p + “(—A)l/zfllp). Enfin, dans [Bl], nous démontrons
1'inégalité 0.1 pour p>2 pour des variétés & courbure de Ricci positive ou
nulle, qui s'étend & des générateurs de semigroupes markoviens généraux (sans hy-
rothése de localité sur L) sous une hypothise de type F2 >0 , qui est une
généralisation de la not on de courbure de Ricci positive ou nulle.

Dans cet article, on se place dans une variété riemannienne compléte E, et
on considére une fonction p(x) partout strictement positive sur E. L'opérateur
L = A+ grad(Logo) est autoadjoint sur n?(o(x)dx). On désigne par Ric le tenseur
de Rieci de E et par R le tenseur symétrique Ric - YV(Logp); I “p désigne
1a norme dans LP(p(x)dx). L'hypothdse fondamentale est qu'il existe une constan
te o positive ou nulle telle que pour tout champ de vecteurs X
R(X,X) 2'-02|X|2. Notre principal résultat est le suivant: il existe pour tout p,
1<p< w, deux constantes cp et Cp telles que, pour toute fonction de classe C Pet
a suppert compact dans E,

e M2 Il <aliell, + llaell, <o lallell,+ N2l 0.
Les constantes cpet Cp sont des constantes universelles, qui ne dépendent que de

p (en particulier, elles ne dépendent ni de la dimension de E, ni de w).
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Le point essentiel de la démonstration est 1l'introduction, parallélement &
1'opérateur L défini sur les fonctions, d'un opérateur T’autoadjoint défini sur
les 1-formes (ce sera le laplacien de deRahm lorsque L=A) qui satisfait &

L>af = duf ( 0.2)
et & L|w|2 = 2w.T’w + 2|Vw|2 + 2R*(w,w) (0.3)
ot R¥* est la forme quadratique obtenue sur les l-formes ,par l'identification
canonique des formes aux vecteurs, & partir de la forme quadratique R,
L'inégalité R¥(w,w)> 1$lw12 se traduit alors dans les semigroupes P, .= exp(tL)
et 5; = exp(ti>) par lﬁange-rotPt|w| et c'est cette inégalité que nous
exploitons au maximum.

Aprés une premiére partie consacrée & des généralités, nous étudions dans une
seconde partie différents types de prolongements harmoniques dans EXJR+ de
fonctions et de champs de vecteurs définis sur E; dans la troisiéme partie, nous
démontrons des inégalités de Littlewood-Paley adaptés & ce type de prolongements.
Dans la quatriéme partie, nous démontrons le résultat annoncé, et nous en tirons
quelques conséquences; la cinquiéme partie est consacrée & une extension des
résultats de la quatriéme aux p-formes sur E, tandis que la derniére est consacrée
a4 l'extension de ces résultats aux champs de tenseurs dans le cadre des variétés
d'Einstein. Enfin, nous passons compl&étement sous silence les problémes posés par
les cas p=1 et p= oo (caractérisation des espaces Hl en termes de martingales

et dualité Hl-BMO) qui feront l'objet d'un article ultérieur.

Notations

P C e s . ® s
E désigne une variété riemannienne de classe C , connexe et compléte; C f

désigne l'espace des fonctions de classe c® et & support compact sur E; lorsqu'
aucune confusion ne sera & craindre, on utilisera la méme notation pour 1'espace
des k-formes C ® 4 support compact, ol pour l'espace des tenseurs C @3 support
compact et d'ordre k.On note TxE l'espace tangent & E au point x, et T;E son dual.
* désignera l'isomorphisme canonique de T;E dans TxE et , son inverse: ainsi,

8i w est une l-forme de composantes wy dans un systéme de coordonnées locales,

P i .
w* désigne le vecteur de composantes w . Si € et w sont deux formes sur E,
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leur produit scalaire dans 'I';E est noté w.e, et Iml désigne la longueur (w.w)l/z.
Dans tout ce qui suit, d désigne l'opérateur de différentiation extérieure

sur les k-formes, et V l'opérateur de dérivation covariante; A (=ViVi) désigne

1'opérateur de Laplace-Beltrami ( agissant aussi bien sur les fonctions que

. k PP
sur les tenseurs, y compris les formes). Le tenseur de courbure rij est défini

1
en coordonnées par (V]._VJ.-VJ.VJ._)Xk = rijklxl et le tenseur de Ricci Ric est
-p 1
T Tia b

défini en coordonnées par l’i.ic':a . Enfin, dx désigne la mesure riemannienne.

b
On se donne sur E une fonction p(x), de classe Cm, strictement positive,
fixée une fois pour toutes; m(dx) désigne la mesure o(x)dx. Si la fonction p

est dans ILl(dx), on supposera toujours que m(E) =1. L'espace LP(m) est noté

P (1<p< @), et la norme dans LP est notée || “p' De méme, si w est une
1-forme de C (::, on note ||w “p la quantité “ lwl “p’ et E>pdésigne le complété
pour la norme ” ”p de l'espace des l-formes de C‘z.

Pour alléger les notations, on posera <f> = Ifdm et <f,g> = <fg> désignera
le produit scalaire dans ]L2; de la mé€me fagon, on utilisera, pour des l-formes,
la notation <w,e> = <w.e>.

On désigne par L l'opérateur défini sur les fonctions C @ par
Lf = Af + df.dLogp . Si f et g sont dans ch , on a <Lf,g> = <f,Lg>, si bien
que L est un opérateur symétrique dans ]L2: on verra qu'en fait, il y est
essentiellement autoadjoint. Notons immédiatement la formule du changement de
variables pour L: si f=(fl,...,fn) est un n-uplet de fonctions de classe ¢® sur
E, et si ¢o: R"> R est une fonction de classe C co, de dérivées premiéres et
secondes D@ et D, @, on a Lo(f) = Dicp(f)Lfi + Dijq;(f)dfi.dfj .

Enfin,nous désignerons par R le tenseur symétrique Ric-VVLogp ; il
détermine une forme quadratique sur TE , qui s'écrit en coordonnées locales
R(X,X)= RabXaXb. L'hypothése essentielle dans tout ce travail est qu'il existe
une constante, qui sera toujours notée r, par la suite, telle que

R(X,X) > rolxlz.



141

I-Généralités.
Dans cette section, nous suivrons de prés l'article de Strichartz [S]. Aprés

. 2
avoir démontré que l'opérateur L est essentiellement autoadjoint sur 1=, nous

2 s

-> . => : : . =>
construisons un opérateur L, autoadjoint sur IL° ", qui satisfait & dL =L"d.

-=> -=> . . s
Les semigroupes associés Pt = exp(tL) et Pt = exp(tL”) satisfont également 3

dPt = ?:d . Enfin, on prouve la relation fondamentale l?:wl.i e_rotPtlwI .

L'opérateur L et le semigroupe Pt'

Nous commengons par un lemme, qui est une conséquence de la complétion de E,
et en fait lui est équivalent:
Lemme 1.1. Il existe dans C‘t une suite croissante de fonctions (hn) comprises
entre O et 1, convergent vers 1, et telle que Idhnl jg% .
Preuve: tout d'abord, le lemme est vrai lorsque E = R; soit (hg) une suite
satisfaisant aux exigences du lemme dans ce cas. Si d'autre part E est compldte,
il existe sur E une fonction ¢ h y tendant vers 1'infini & 1'infini, et telle
que |dn| < 1 (cf par exemple Gaffney [G]). Alors, la suite (hn) = (hgoh)
répond aux exigences du lemme.

Une des principales conséquences de ce lemme est la proposition suivante:

Proposition 1.2, L'opérateur L, défini sur C‘Z sy ¥ est essentiellement autoadjointj
pour toute fonction f de classe C @ et pour tout g de C(z s On a

<f,Lg> = <g,Lf> = —-<df,dg> . (1.1)

Preuve:prouvons d'abord la formule (1.1), qui démontre la symétrie de L. On ne
perd rien & supposer que f et g sont dans C(ﬁ; on a

<Lf,g> = [pgAfdx + [gdp.df dx . or, [epdf dx = -[d(gp).df dx .
Il ne reste plus qu'ad écrire d(go) = pdg + gdo pour obtenir (1.1).

Pour démontrer que L est autoadjoint, nous recopions ce qu'écrit Strichartz
dans le cas o L = A, Désignons par L' l'adjoint de L dans ZEZ. La formule
(1.1) montre que <Lf,f> < 0 , pour tout élément de C‘z ; dans ces conditions,

nous pouvons appliquer un critére de Reed et Simon [Rs, p.137]: L est
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essentiellement autoadjoint si et seulement si il existe un réel positif qui
n'est pas valeur propre de L'. Or, nous allons voir que, si a>0 , toute solution
de L*!f = af est nulle. En effet, L' est un prolongement de L et L est un
opérateur elliptique: f est donc solution au sens des distributions d‘'une

équation elliptique, et par suite est de classe C m. Soit alors g wun élément

de c"; tona 0<% a<f2’g2> = <L'f,g2f> - <f,L(g2f)> - —<df,d(g2f)> -

= -<82,ldf12> -2<fg,df .dg> .
On en déduit <g?,lar]? < —2<rg,af.ag> < 2<€2,|df|2>1/2||f||2||dgllw .
Par comséquent  <g%,laz|%2 < 2le |, llag -

Dans cette inégalité, remplagons g par l'un des éléments de la suite (hn) du

. 2 2 2
lemme 1.1: on obtient <hn,|df| > _5; “f “2 .

En passant & la limite, on obtient df = 0 3 par suite, f est constante, et

donc 0 =1Lf = L'f =af , d'ou f=0.

Appelons (L) 1le domaine de l'opérateur L' dans ]1.2. La proposition
précédente montre que C: est dense dans ID(L) , avec la topologie du domaine.
La proposition suivante étend la formule (1.1) aux éléments de classe C ©  ge

D(L):

Proposition 1.3. Soient f et g deux éléments de classe c® de D(L); alors

Lf = L'f est dans 12, df et dg sont dans E>2 , et 1'on a

<f,Lg> = —<df,dg> .

En vertu de la remarque précédente, la proposition 1.3 découle immédiatement du

lemme suivant:

Lemme 1.4.Soit £ un élément de classe ¢® 4qu domaine et soit (fn) une suite
d'éléments de C ‘2 qui converge vers f dans ID(L):
1- Pour tout élément g de C?;, (gfn) converge vers gf dans D(L).

2~ (dfn) converge dans £2 vers af.
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Preuve: 1- L étant un opérateur fermable, il suffit de démontrer que la suite
(L(gf )) est une suite de Cauchy dans ]Lz; or, en vertu de la formule du
n

changement de variables, on a L(gfn) = gLfn + 2dg.dfn + fnLg .

2 2
Mais gLfn converge dans I~ vers gL'f, et fnLg converge dans 1L~ vers

fLg. Il nous reste & étudier la suite dfh..dg 3 or

llag .ag - af_.agll, < llagll  llaCe ) 1, et
2
llage -2 ) Il, = =<¢ £ ,u(g-2)> < Nlg -2, I, e g ) I, o

2
Ceci montre que dfn.dg est une suite de Cauchy dans L .

2- La majoration précédente montre qu'en fait, pour des éléments de C cg’ on
a ”df ||2 < ﬂf ” ID(L) . Ceci démontre 2- 1lorsque f est dans C?; . Dans le
cas général, on sait que la suite (dfn) est de Cauchy dans ]I-..'Sz, et il ne reste
qu'd identifier sa limite.w. Soit g un élément quelquonque de Cc:; : d'aprés 1-,
(gfn) converge vers gf dans I(L), et donc, d'aprés ce qui précéde, (d(gfn))
converge dans ]T?Q vers d(gf). Or, d(gfn) = gdfn + fndg y qui converge vers

gw + fdg ; on en tire gw = gdf , et ceci pour tout g de C‘:, d'odl w = df.

La décomposition spectrale de L s'écrit L = -IowkdEX. L'espace propre
Eo associé & la valeur propre O est aisément caractérisable: tout vecteur propre
de L étant de classe C m’ les éléments de Eo sont des fonctions constantes.
Deux cas peuvent alors se produire:

1- m(E) = o ; dans ce cas, aucune constante n'est dans ]I..2, et E = {0} ;

2- m(E) =1 ; dans ce cas, Eo est l'espace des fonciions constantes.

Dans ces deux cas, nous noterons ]Li 1l'orthogonal de Eo dans ]L2.

Le semigroupe de la chaleur (Pt) est , par définition, le semigroupe
d'opérateurs bornés sur L2 dont la décomposition spectrale est Pt = I?e_t)‘dEx.
Lorsque t tend vers 1'infini, Ptf converge, dans ]Lz, vers la projection de f sur
Eo’ que nous noterons donc me. La forme quadratique -<f,Lf> = <df,df> étant
une forme de Dirichlet (au sens du livre de Fukushima [F], par exemple), le

semigroupe (Pt) est en fait sousmarkovien: il transforme les fonctions
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positives en fonctions positives, et Ptl < 1l. Ici, le tenseur R étant borné
inférieurement, nous savons qu'alors Ptl =1 (cf [BZ], par exemple). D'autre
part, l'opérateur L est elliptique, et, pour tout élément f de ILE, la
fonction (t,x)—> P.f (x) est solution, au sens des distributions, de

d

1'équation parabolique Q;{ - L)Ptf(x) = 0. C'est donc une fonction de classe

CCD

sur Ex]0, o[. En fait, nous ne nous servirons de ce résultat que pour des
fonctions f de Cgﬁ et c'est alors un résultat beaucoup plus élémentaire.

Au semigroupe (Pt) est associé un processus de Markov (Xt)’ défini sur
l'espace canonique = des applications continues de [0, dans E: (Xt) est le
processus des applications coordonnées Xt(E) = E(t) , et on peut définir la loi
de (Xt) de la maniére suivante: si F, désigne la filtration naturelle du
processus (Xt)’ il existe, pour tout point x de E, une unique probabilité p*
sur = qui soit telle que, sous Px, Xy = x (p.s.) et telle que
f(xt) - £(x) - I:(Lf)(xs)ds soit une martingale locale pour toute fonction f

de classe C @ sur E. En appelant Ex 1'espérance sous Fx, on a alors, pour

toute fonction f borélienne bornée Ptf(x) = Ex(f(Xt)).

>
t°

Appelons div l'opérateur de divergence ordinaire, défini pour les 1l-formes

L'opérateur L et le semigroupe P

et les 2-formes, c'est & dire l'adjoint de d pour la mesure de Riemann sur E,
et § l'analogue de div dans notre cadre: <fw.e> = <w.de>, Un calcul élémentaire

montre que - pour les l-formes 6w = divw - w.d(Logp);

—pour les 2-formes sw = divw - w(d(Logp)*,.).

- =>
Définition. L'opérateur T est défini, pour les l-formes, par L w = —(ds+5d)w.

La proposition suivante montre comment il est relié au laplacien horizontal
) => . .
A = trace(VV), ainsi qu'au laplacien de de Rahm A& = —(d.div+div.d), tous deux
également définis sur les formes d'ordre 1. Posons, pour tout couple de l-formes
->

(wye) , ® () = d(w.e) + de(w*,.) et wH(e) = Ve(w¥*,.). De la méme

s . =>
maniére, pour toute forme bilinéaire T sur TE , posons T (w)= T(w*,.). On a
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= - = H =>
Proposition 1.5. &) T = 57+ 3(Logp) = & + d(Logo)" - R,

b) Pour toute forme w, L|w|2 = 20,070 + 2|Vw|2 + 2R(w¥*,w*),

Preuve:a) la premiére égalité est une conséquence directe des formules reliant
8w & divw. La seconde provient de la formule de Bochner-Lichnérowicz-Weitzenbock
(voir par exemple le livre de Lichnérowicz [L,p.2]): 5> = - RI3. Or, rappelons
que R = Ric - VV(Logo). La seule chose & remarquer est donc que, pour toute
fonction h, Eﬂ = th + VVﬁ. Cela provient de la formule
d(dh.w) = Vw(.,dh*) + VVh(.,w*) = TVh(w) + Vw(dh*,.) - dw(dh¥,.) .
b) Tout d'abord, il est classique et élémentaire que A|w|2 = 2w.AW + 2|Vw|2.

Ensuite, nous avons, pour toute l-forme ¢, s*(lwlz) = 2Tw(e*,w*) = 2w.eH(w).

Il nous reste (A+e*)(|w|2) = 2w.(A+eH)(w) + 2Tw,Vw,
Compte tenu de la seconde expression de f> dans a) , la formule précédente,

appliquée avec e=d(Logp), n'est autre que l'expression cherchée.

L'opérateur f>, défini sur les 1l-formes C 2, est symétrique dans ZE>2 et
négatif. La formule suivante, valable pour tout couple (e,w) de 1-formes C‘z,
est une conséquence directe de la définition:

<«w,07e> = —<dw,de> - <bw,5e> (1.2)

En fait, la proposition suivante renforce cette remarque:

s => B . .
Proposition 1.6. L” est un opérateur essentiellement autoadjoint sur L>2.

Preuve: la démonstration de ce résultat est trés proche de celle de la proposition
1.2. Comme de plus elle ne ferait que recopier la démonstration de Strichartz [S]

=> =>
dans le cas oi L° =A" , nous l'odmettrons.

. . =>
L'opérateur autoadjoint L~ admet une décomposition spectrale

=> @ => . o s . =
L = ﬂfo XdEX » et ceci nous permet de définir un semigroupe symétrique Pz de

. =>2 = ® =-th . => a
contractions de IL Pt = Io e xdEx. De méme que le semigroupe (Pt) N
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(F;) admet une interprétation probabiliste que nous décrivons ci-dessous, en
suivant Elworthy [E, p.567.08].

Considérons le fibré des repéres orthonormés m: O(E)—> E et le relévement
horizontal Ho: T“(O)E _— TOO(E); on introduit des 6hamps de vecteurs canoniques
sur O(E) en posant Xi(o) = Ho(oi) (o = (°1""’°n))' Introduisons également
le relévement horizontal du champ dLogp* U(o) = Ho(dLogp*(ﬂ(o)). L'opérateur
R z:ixi + U est le générateur infinitésimal d'un processus de Markov (ot)

sur O(E), qui est tel que, sous P°, (m(o,)) suit la loi Pﬁ(o). Pour tout o
t

dans O(E), on peut considérer o, comme une isométrie de Tn(b )E dans
0

?n(ot)E.

=> ~ P
D'autre part, appelons R, l'application de TE dans lui meme définie par

ﬁi(x) = R(X,.)*. On définit un processus (vt), 3 valeurs dans le fibré tangent,

» ; 4 -1 I ¥ -2 .
par 1l'équation 4T % (vt) = -0, (R*Vt) 3 Vg € Tn(oo)E .
Il est & peu prés immédiat sur la définition de oA qu'on a
2 2 t . .
]vtl = lvol - gfoR(vs,vs)ds . Par conséquent, r = étant une
borne inférieure du tenseur R,
|vt| < exp(-rot)lvol . (1.3)

Notons E' la loi de (vt) sous la condition initiale vy =v ( v étant un point
fixé de TE); on peut poser, pour toute 1-forme w de C i, ?t(w)(v) = va(vt).
D'aprés la formule (1.3), on a

5] < Bl (e v, ] < e Tt IvIF ol (n(o,)) = 6o vl lul.

rotPt]wI. (1.4)

On en tire I?tw| <o
D'autre part, pour toute l-forme w 4 support compact, on a
- t= =>
Pw=uw+ joPsL wds
et, par conséquent, ?t définit un semigroupe d'opérateurs bornés sur I qui
=
n'est autre que Pt .

el . =>
La proposition suivante résume les principales propriétés de Pt dont nous

gervirons par la suite:

Proposition 1.7. a) |§:w| < exp(-rot)PthI.

- 2
0 Il < explorg - 210 loll, 5 2

Ia

p

In
8

- o)
c) Pdf = 4P, f ; f €C .
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d) Si w est dans Cu;, Pow est de classe C® sur Ex[0, o[, et 1'on

1
d => =>=> ==>
a Hptw =1L th = PtL w .

Preuve: a) n'est autre que 1'inégalité (1.4).

b). Nous avons déji vu que ?; est une contraction de :E$2. lMais
1'inégalité a) montre que la norme de ?: dans 3&1 aingi que dansfﬂ> @ est
majorée par exp(-rot). b) s'enswit par interpolation.

c) Cette égalité résulte immédiatement de 1'égalité L7df = dLf et du
caractére autoadjoint du semigroupe ?; .

d)C'est immédiat & partir de la construction probabiliste de ?;; en fait,
en vertu du caractére elliptique de f>, ﬁzw est de classe ¢ sur Ex]0, o[

des que w est dans ZE>2.

II Différents types de prolongements harmoniques.

Les démonstrations classiques des résultats sur les transformations de Riesz
dans ]Rn font intervenir les prolongements harmoniques é]Rnx ]R+ de fonctions
définies sur Iﬂn, c'est & dire des solutions de (%;2 + 0)f(x,t) = 0. (t désigne
ici la variable deiﬂ+ et x 1la variable de R". Pour prendre en compte les
phénoménes de courbure, nous allons nous intéresser ici & des solutions, sur
mnx:m+, d'équations de la forme [(%¥ - (s—d)I)(%? - (s+d)I) + L]f(x,t) = O,
ainsi qu'd des solutions d'équations analogues sur les l-formes. Ces solutions
sont définies 3 partir de leur restriction £, au bord {t=0} par
#(x,t) = Q:’dfo(x) , ol les semigroupes Q:’d sont des semigroupes subordonnés
au semigroupe Pt' Dans cette partie, aprés les avoir définis, ainsi que leurs
analogues st,d, nous en donnons les propriétés élémentaires.

Tout d'abord, nous commengons par introduire quelques nouvelles notations.
Sur ZB+ N Do désignera l'opérateur %¥ et Li’d 1'opérateur

(D, - (5-)I)(D, ~(s+d)1) = D2 - 2sD_ + (s°4®)I (s€R, a>0) . On appelle

M, l'opérateur de multiplication par exp(bt) , de sorte que

S, _ ;8+b,d
ML dM_b =L . (2.1)
Sur Exjm+ N Ls’d désigne 1l'opérateur L:’d + L, et f>s’d son homologue
P d  => -
fléché 15¢ L . Lorsque s = d, nous écrirons simplement Lg , Ld N L>d.

(<]
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Enfin, la notation ]Ef'z désigne |df|2 + (Dci‘)Z , et on définit de méme, pour
une famille de l-formes w(x,t) dépendant de t les notations |Ew|2 R |Vw12.

Pour commencer, rappelons la formule du semigroupe stable d'ordre sar

ol

e mt(du) = n-(l/z)tu-(j/z)exp(—tz/(mz)) du . Il satisfait &

,fomexp(—cet)mt(du) = exp(-lc|t) et mt( ]R+) =1,

Définition.Pour tout réel s et pour tout d>0, mous posons, pour toute fonction

£ de 12 Q:’df = J'-ga Pf oxp(st-dzu)mt(du) et, de méme, pour toute l-forme
wde T2 -Q',>ts’dw = Ig) ?;w exp(st—dzu)mt(du).

Proposition 2.1. a) Qs’d

est un semigroupe syméirique sur ]Lz, positif, de

générateur infinitésimal ¢S =61 - (d2I-L)1/2.

s,d s+b,d
v) w,Q30% = 570
c) Pour tout p, l<p<wm, ”Q:’df ”p < exp[t(s-d)] |I£ “p
d) Q:’dl = exp[t(s-d)] ; en particulier, Q i od Q est

markovien.
e) Il existe des constantes universelles c¢(s,d) telles que,
pour tout p , 1<p< w,et pour toute fonction f de Ccz ’
Ssde || < alllell + llus
I < ol el it ).

f) Pour toute fonction f dans C (2, la fonction

Il

F(x,t): (xyt)=—> Q:’df(x) est de classe €% sur Ex]O, o[ , continue sur

Ex[0, [, et solution de 1l'équation Ls’df = 0.

Avant de donner la démonstration de cette proposition, énongons tout de

. s =>s8,d4
suite la proposition analogue relative a Qts’ :

=>
Proposition 2.2. a) Pour tout (s,d) de RxR_, (Q 8,d )

=>s8,d

est un semigroupe

" 1/2

symétrique sur i 2, de générateur C = sl - (d I-L

) M Q>s, C_),:s+b’d

c) Si dZ -r_, on a, pour toute l-forme w,

1/2
153 %l < QS’(d ),
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2

d) si 4% > -r_ l1- -l (_>s d

) est un semigroupe
d'opérateurs bornés sur £>P, de norme majorée par exp{t[s - (d +r o |1~ 21)1/2]}.
e) Si d.zz —roll- _ﬁ[ , on a, pour tout 1<p<m,
1872 % 1, < o(sa) [ ol + 1T I .
f) Pour toute forme w de Ctz, la forme o(x,t) = >s, w(x)
est de classe €% sur Ex]O, o[ , continue sur Ex[o, o[ , et solution de

>s,d— =0

1féquation L
Avant de donner les démonstrations de ces deux propositions, nous énongons
un lemme,dont une partie nous sera utile pour la démonstration de e), et dont le

reste nous servira plus bas.

Lemme 2.3.Les fonctions suivantes, définies sur [0, o[, sont des transformées

de Laplace de mesures bornées:
x1/2

14x)}/2 14x/2 1 ) i
£, (x) f{ﬁ}z— 3 £,(x) e’ 3 £5(x) prepmsv R £,(x) = (1m)

Preuve: rappelons que la transformée de Laplace de la probabilité mt(du) est

1;2
o ¥x . La probabilité nt(du) = exp(t—u)mt(du) a donc comme transformée de

Laplace exp(-t[(1+x)1/2—l]) s par conséquent, la probabilité
n (du) = j:’e_tnt(du)dt admet f3 comme transformée de Laplace.
¥/2 _ 2k

2 3 21 °kf3 s avec ck_z 0 et Eck=1.

-f 3 est la transformée de Laplace de la mesure bornée

*
n'(du) = eg = B o n %k (puissances de convolution de n). Ceci régle le cas de

D'autre part, (l-f )

Par conséquent,

f2, et également celui de f4 , puisque f4 = f3(f2-f3), transformée de Laplace
de n¥*n',

Il nous reste & traiter le cas de fl. Tout d'abord, on remarque que
fg>t—3/2(1—e*tx)dt = 2(nx)1/2. Par conséquent, la mesure bornée

2—1"-1/2t-3/2(1_e-t
1/2_11/2

)dt admet comme transformée de Laplace la fonction

. D'autre part, la fonction (1+J/c1/2)—l est la transformée de Laplace
1/2

s sz ® -t

de la probabilité Io m, e dt , et donc ;f;T7§ est la transformée de Laplace

(1+x)

d'une mesure bornée. Il ne nous reste plus qu'd écrire f. sous la forme

1



1/2

1

fl(x) = [(1+x) /2—11/2} 11/2 + = 173 pour 1l'obtenir comme
1+x 1+x

transformée de Laplace d'une mesure bornée.

Passons & la démonstration de (2.1). On écrit en premier lieu que
I:éxp(—xau)exp(st—dzu)mt(du) = exp[s-(d2+l)1/2]t (pour X > 0). Sur la

décompositionspectrale du semigroupe Pt’ il est alors clair que Qt

I1 est tout aussi clair, sur la définition, que Q:’d est un opérateur positif,

d'ol a).
b) est immédiat sur la définition de Q:’d. c) n'est pas plus compliqué: on
ik . s,d ® g2 _
écrit: ”Qt £ “p 5'I° “Pufllp exp(st-d u)mt(du) < £ Hp exp(s-d)t .
d) provient de P 1 =1 , pout tout u.
v L1/2
e) est une conséquence du lemme (2.3): la fonction = étant la
2..\1/2
transformée de Laplace d'une mesure bornée  , La fonction LE;%EI—— est
1+d " +x

la transformée de Laplace de la mesure bornée dd(du) = exp(-dzu)a(du). Par

@®

conséquent, l'opérateur (d2-L)l/2(1+d2—L)_1 = Io

Puﬁd(du) est un opérateur

borné sur Iy, de norme majorée par Ial- on en déduit que
0,d
(VR o

ez ||

s’d = sl + Co,d.

que C

f) La fonction F(x,t) = Q:’df(x) satisfait, dams :mz, 3 Dof = Cs’df,

et méme, pour tout entier k, 3 Dﬁf = (Cs’d)kf. Mais €59 satisfait &

1'équation (Cs’d)2 - 2sc%% 4 (s2-d2)I
s,d:

-L, et par conséquent T(s,t) est

solution de l'équation L°?"f = 0, au sens Il2, donc au sens des
distributions sur Ex]O, o[. Mais 1'opérateur 1509 est elliptique, et par
conséquent f est de classe C m’ et solution de 1l'équation Ls’df = 0 au sens

ordinaire. D'autre part, la continuité en C provient de l'estimation

d
a8 de - 21l < [Pl %% || gu < 11c® % |l [T exp(e=a)u du.

La majoration e) nous permet alors de conclure. Remarquons au passage que la

. P K
méme démonstration prouve la continuité en O de toutes les dérivées Dof o

s,d _ etcs’

< |~|[(1+d2) £ ”p + |lue “p] . Il ne nous reste plus qu'd remarquer
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La démonstration de la proposition 2.2 est identique & Ia précédente, a
condition de mettre des fléches partout ol c'est nécessaire. Les seules
différences se situent dans c¢) et d). Pour ¢) nous utilisons 1'inégalité a)
de la proposition 1.7 |§;w| < exp(-rou)Pulw| . En 1'intégrant par
rapport & la mesure exp(st-dzu)mt(du), on obtient c). Idem pour e) , en

sqs => 2
utilisant ”Puw ”p < exp(—r°|l- ;lu) llw “p'

Remarque. Dans certaines situations, les semigroupes Q:’d sont tout aussi
naturels que le semigroupe de Cauchy usuel Q:’oassocié 3 l'opérateur L. Ainsi,
lorsque E est la sphére usuelle de R et que L est le Laplacien sphérique
usuel An, le prolongement harmonique & l'intérieur de la boule d'une fonction
f définie sur E est solution, en coordonnées polaires, de 1l'équation

32 n13 .1 . -t
(-—2 +—— = An) F'(xyt) = 0 . En posant r = e = , on obtient 1'équation
o r 3r r

(DE - (n-2)D° + An) F(x,t) = 0 , ce qui correspond au semigroupe an"z)/z.

. n . Lo

On sait que, dans R, le module d'une fonction harmonique, ainsi que son
carré, sont des fonctions sous-harmoniques; il en va de méme d'une forme
harmonique. La proposition suivante étend ce résultat aux prolongements harmoni-

ques qui nous intéressent ici.

Proposition 2.4. 1) Soit f£(x,t) une fonction de classe C® sur Ex]0, o[,

s

satisfaisant & L°1°%1f = 0. On a:
a) 182922 = 2]ar|? + 2[D 2 + (s,-8,)]°
2 .2 2902
+ [2dl—d2-(92-2sl) 1£€.
s 2
b) Si d; > dg: s]2. y on a, pour tout €>0 ,
151295 [(f2+52)1/2—s]43 0.
2) Soit w(x,t) une famille de formes sur E , C® en (x,t),
satisfaisant & 5104 o - 0. On a:

a) Ls2’d2 ,w|2_>_ 2|Vw|2 + 2ID°w+ (sl—sz)mlz

2 2 2 2
+[2d] - a7 - (s,-28))° + 2r°]|w|
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b) Si r°+d§.2 dg > sf s on a, pour tout >0 ,

181795 ( o] +e2)/22e] >0.

Preuve:nous commengons par l). Sur l'écriture explicite de Ls’d s On voit que

8,58, _ (81,4 _ _ 22 .2 .2
L7272 - L1’ 2(s1 s2)D° + (s1 8, +d) dz)I .

D'autre part, la formule du changement de variables donne
8,d d " =12 2 .2
L2 %(£) = o"(£)L%% + o (£)[V£]° +(s°<) [0(£)-10'(£)].
Pour a), nous appliquons cette formule avec (s,d) = (sl,dl) , en utilisant
1'hypothése le’dl = 0, On prend ¢(x) = 12 , de sorte que @-xp' = —xa. Il
d2f2

) s, ~ 2 2 2_ 2.2 _
vient 152 = 2[|ve] +(D,£)°] + (aj-s])f° + 4(s;-s,)fD £

+ sg—sf+df—d§)fz y
ce qui est la formule annoncée.

Pour b) on utilise les mémes formules que précédemment, mais avec 8,8
et o(x) = (12+92)1/2 - ¢ . 0On a alors ¢'kx) = 82(x2+52 -3/2 >0 et
o(x)-xp'(x) = e[e(xa+32 -1/2 1] < 0 < 9(x) . L'inégalité cherchée est alors
immédiate.

Pour 2) , commengons par rappeler la formule de la proposition 1.5 , b):

Llwl2 = 20,00 + 2|Vw|2 + 2R(w*,w*) . On obtient alors

Ls’dlwl2 = 20.07%% 4 2|Vw|2 + 2R(w*,w*) + (d2-s2)|w|2.

L'inégalité a) provient alors du méme calcul que plus haut, et de l'inégalité
R(w*,w*) > rolO|2 .
2,1
Pour b), posons lwle = (|wl2+92 1/2 et o(x) = (x+e%) /2 _ e (x>0) .

On remarque que Y(x) = o(x)-xp'(x) < o(x)/2 . Il vient:

8. ,d 2 1 s, ,d 2 1 = 2|12
1°1°%2 o(lwl®) = gro1%1 2wl - [Flwl <]
2lw € 4|w|2
+ (sf-ad)e(lul®) .
Puisque dg > sf et que ¥ §.¢/2 , on peut écrire

2
1002 gl 2 <t Elgle 1P telul? - JITII1)
w
€

+ Lgi%ggl(lwle—e).
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Mais d'aprés a), le’d2[w|2_z 2|Vw|2 + lw|2[2d —d2—s§+2r 1.

or,  |Tlel?12 = [7]6|?1% + (D lul?]? = 4lve(wr,.) |2 + 4lo.D 0|2
< 4lul?1%|? < alolZ]Tl® .

Finalement, il nous reste
151792 o(Jwl?) > |ul (a2 —dg) + %282 -I—r—[d +r—— 1]

or, lee-z e et d§+r > (1/2)(d2+s1) , et il reste

2 2
le’d2 C?(lwl2) > (lee - e)(d1+r°—d2) > 0.

III Quelques inégalités du type Littlewood-Paley-Stein.

Donnons nous un semigroupe markovien symétrique Tt sur E. La théorie de
Littlewood-Paley~Stein (telle gu*elle est exposée dans le livre de Stein [St],
par exemple), a pour but de comparer, pour toute fonction f définie sur E, la
norme de £ dans LP & la norme de G(f) dams L% od G(£)? J""(dt'rtf) tds.
Dans ce cas, la fonction T(x,t) = th(x) soit est solution de 1'équation de
la chaleur (lorsque Tt = Pt) s 80it est harmonique dans EXIR s au sens du
chapitre précédent (lorsque Tt est 1'un des semigroupes d d = Q ).

Dans ce chapitre, nous établirons des inégalités de la méme forme, mais pour
des fonctions f sur Ex]1+ sous—harmoniques (Ldf‘z 0). Nous comparons alors
la norme dans LP d'une quantité du type G(f) 3 la norme daps L de 1a
restriction fo de f au bord de EXZR+. Dans la section suivante, nous ne nous
" servirons en fait que du cas d = 0 , mais comme ces inégalités ne sont pas plus
compliquées & établir dans le cas général, nous les établirons pour d quelquonque.

Rappelons que, si x est un point de E, P désigne la loi, sur l'espace
canonique, du processus de diffusion de générateur L , issu de X, que nous
noterons Xt . Considérons d'autre part un mouvement brownien auxiliaire B:,
& valeurs réelles, issu de a>0, et indépendant de Xf. On appellera PX'2 1a

loi du couple (X:,B:) , et on notera go8 l'espérance sous Px,a.

La mesure IPx’am(dx) sera notée Pa’ et on ukiligera la netation

Ea(Z) = dePa s bien que Pa ne soit une probabilité que si m en est une.

Puisque nous voulons établir des inégalités relatives & l'opérateur Ld,
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ol d > 0 est un paramétre fixé, introduisons le temps d'arrét

Ta,d

ya,d

= inf{s/ B: - 2ds = 0}.
x a
le processus (xtATa’d’BtAT

défini sur EXI{+ (x et a ne sont 13 que pour mémoire: quand x et a changent,

kppelons 7} a,d - 2a(4AT**Y)), qui est

Xya,d
t

sa filtration naturelle. C'est un processus de diffusion sur Exjm+, de

c'est la loi de 2 qui change, et non le processus lui méme), et soit E}

générateur Ld= (Dg - 2dD° + L), ce qui se traduit par la proposition suivante:

Proposition 3.1. Soit f(x,t) une fonction de classe C® sur Ex]O,af. Le

processus f(Zi’a’d) - f(x,a) - IZ (Ldf)(Z:’a’d)ds est une martingale locale

sur [O,Ta’d[ .

Preuve: on se raméne par arrét au cas ol f est & support compact dans Ex]0,mf,
puis par convergence uniforme sur f et Ldf au cas ol f est combinaison linéaire
de fonctions de la forme g(x)h(t) . Dans ce cas, la proposition est une

conséquence immédiate de 1l'indépendance des processus Xf et B: .

Dans la suite, lorsque f est une fonction sur E, de classe C:’, on
posera, pour simplifier les notations , ?d(x,t) = Q:f(x)z c'est une solution
de 1l'équation Ld(fd)=0 . D'aprés la proposition précédente, fd(zz’a’d) est une
martingale locale sur [O,Ta’d[. En fait, puisque 7% est bornée et que tout

est continu en t=0 , c'est une vraie martingale, et on a donc
’a _ wd/ x,a,d
B2 [2(xp,4)/ T, = T2, (3.1)

Cette formule s'étend aussitdt par classes monotones au cas ol f est
borélienne bornée. De méme, lorsque f(x,t) est une fonction bornée, de classe

¢® mur Ex]O,of , continue en t=0 , et satisfaisant a Ldflz 0O, ona

B2 [2(X,4,0)/ F,] > £(z2%%) . (3.2)

De ces deux remarques, on peut déduire la proposition suivante:

Proposition 3.2. Soit f(x,t) une fonction de classe ¢® sur Ex]O,af , continue

en t=0 , et telle que 1 e 20. Ona, pour tous +t et ude R _,
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e(eyu) 2 £ te). (3.3)

Preuve: un changement de t en t+u nous raméne au cas u = O. Ensuite, dans

les formules (3.1) et (3.2) qui précédent, on fait s = 0 et a = t. Cela

donne (3.3).

Remarque. En changeant f en Md-sf , on obtient une propriété analogue avec

Q:’d ’ Ls’d. L'hypothése & faire alors est que la fonction Md—sf est bornée. De ‘

fagon générale, ce changement de f en Md-sf permet d'étendre les résultats de
s,d

; : . s,d '
ce chapitre aux semigroupes Qt et aux opérateurs L ¢ nous n'en aurons

pas besoin,

Introduisons une nouvelle netation, correspondant au potentiel de

2

1l'opérateur Di - 2dD° dans m+: on pose, pour (s,t) dans IR+

-pour d>0 Vd(t,s) =-%exp{-d[sV(Zs-t)]}sh{d(tVs)}

1 - exp(-2ds) exp(2dt)-1
53 l{s }* exp(=-2ds)[: T

<t ]l{qit}

sAt .

L]

—pour d=0 Ve(t,s)

Le calcul suivant est la généralisation d'un calcul de Meyer [M2]:

Proposition 3.3. Soit f(x,t) une fonction borélienne positive sur ExR . On a

a,d
Eaﬁfg f(Z:’d)dS] = f:’f(.,u)vd(a,u)du .

(Tei, Z:’d désigne clairement le processus (X B d - 2d(sATa’d))

a,d a a
SAT 2 72 TsAT?

sous la loi Pa)'

Preuve:tout d'abord, considérons une fonction h(t) , positive, de classe Caz

3 support compact dans ]C,o[. On a alors
d
s
E[_fo h(B: - 2ds)ds = I:L(u)Vd(a,u)du.

Bn effet, la fonction G(a) = f:h(u)vd(a,u)du est ume fomotion bornée,

nulle en O,solution de 1l'équation L:G = =h, Le processus

G(B: - 2ds) + Izh(Bi - 2du)du
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est donc une martingale, bornée sur [O,sATa’d]. On prend alors 1l'espérance :-ot
on passe & la limite lorsque s tend vers l'infini.

Cette formule s'étend au cas ou f est borélienne positive par un argument
de classes monotones. Ensuite, pour démontrer la propositicn, on se raméne au

cas o la fonction f(x,t) est de la forme g(x)h(t) , auquel cas on a:
Ta’d a,d ® a
’ =
B ([, 223%)a9 = [T B(n(8 - 2ds)1__;a,d)E, (8(X,))ds.
Mais E (g(x])) = (Pg)(x) , et donc E (g(X))= <P g> = <g> .

™% ad ¢ 4
On a donc Ea(j'o n(z3"%)ds) <g>}3(fo B(E] - 2ds)ds)

gfgé(x)h(u)vd(a,u)du>.
Cette égalité se renforce d'elle méme:

Corollaire 3.4. Sous les mémes hypothdses,

a,d
B ([T n(z2%)as/xa,a = ] = [RI(.,8)Vy(a,8)as.

Preuve:il s'agit de démontrer que, pour toute fonction g(x) dans. C:% on a

4 ad o _.d
B [f,  n(z2%)ase(xp,8)] = [7 <Ch(.y8),85V4(a,s)ds .
(Ici, on utilise le fait que la loi de Xpa,d  est m(dx)). Le second membre est
sgal <O n(.,9)8(.,8)Vy(a,8)ds>  (rappelons que E(.,t)=Gge(.)).

Quant au premier membre, il vaut
a,d
™ a,d
Ea[fo n(z3’ %), (g(X4a,a)/ F,)ds].

Mais Ea(g(XTa,d)/ZFs) . éd(ZZ'd) , et il ne reste plus qu'ad appliquer la

proposition 3.3.

Nous arrivons maintenant aux deux principaux résultats de ce chapitre. Tout

d'abord, nous introduisons une nouvelle notation:

1 - exp(=-2du)
2d ’

pour d>0, Vd(u) = Vd(m ,u)

pour d=0, Vo(u) = VO( @,u) =

[
=
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Les constantes C(p) , 1<p< o, qui apparaissent dans les deux théorémes qui

suivent ne dépendent que de p: en particulier ni de f, ni de d, ni de 1l'espace E.

Théoréme 3.5.S0it f(x,t) une fonction positive, bornée, continue sur ExR_,

de classe C® sur Ex]0, o[, et satisfaisant & Ldf > 0. Pour tout p, 1l<p<wm,

on a 19 d(eie)vy(wanl ) < c(o) ll2(.,0) Il .

Théoréme 3.6.Soit f(x,t) une fonction positive, bornée, de classe C ® sur

Ex]O, o[, telles que £ et Dof soient continues en 1=0, et satisfaisant 3

Ldf<z 0. Supposons qu'en outre

<,f§°[|L‘:fzt + |Le?] + |D°f|2 + vV (n)aws < o.
Pout $out p, 1<p<z, on a

T2 L vganl/2 11 < e(e) lleC.,0) Il

Preuve du théoréme 3.5:d'aprés la proposition 3.1, pour tout (x,a) de Ex]O,af,

le processus Y, = f(Z:’a’d) - f(x,a) est une sous martingale bornée, nulle en

Xya,d

< )ds.

a,d
t=0. Son processus croissant associé s'écrit At = IZAT Ldf(Z

Les inégalités classiques de la théorie des martingales montrent qu'alors

Ex’a(ATa,d)p.S C(p)Ex’aIYTa,dlp , pour tout p, l<p<m.,
(Voir par exemple l'article de Lenglart-Lépingle-Pratelli [LLP], théoréme 3.2.)
En intégrant par rapport & m(dx), on obtient Ea(ATa,d)p_g C(p)EaIYTa,dlp.
Or, l'opérateur d'espérance conditionnelle diminue la norme dans LY (1e
fait que la mesure soit éventuellement infinie n'y change rien). En

conditionnant par rapport a XTa,d = X , on obtient

E,[E,(4a,d/%p8,d = .)]P < C(p)E, | Y a,alP.
Mais Yga,d = f(XTa,d,O) - f(xo,a) : sa norme dans LP est donc majorée par
”f(.,O)le +|1£(.,a) ”p . Or, puisque Ldf_z 0, nous savons que f(.,a) est
majorée par Qif(.,o). Puisque QZ est une contraction de IEp, le second membre
est majoré par C(p) ||£(.,0) ”i; (Comme d'habitude, la constante C(p) varie de

place en place.)
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Quant au premier membre, le corollaire 3.4 mon1:re qu'il vaut
o . d,.d
Ea{Lro Qu(L £( .-,u))Vd(a,u)du](X,ra,d)}p + qui n'est amtre gue
o .d, . d
1”0 Qu(L f)Vd(a,u)du ”i . Il ne nous reste plus qu'd
faire tendre a vers 1'infini pour obtenir le théoréme 3.5.

Remarque: cette démonstration recopiemot & mot celle de Meyer [M2] dans le cas

d=0.

Preuve du théoréme 3.6: elle est un peu plus compliquée, et n'utilise pas de

probabilités. Nous commengons par un lemme:

Lemme 3.7.S0it f(x,8) (notée parfois fs(x)) une fonction positive de classe
¢® sur Ex]0,af, telle que f et D f eonvergent en t=0. Supposons qu'en outre
. N d
f satisfasse & 1) <J'ZJ(|L°fs| + |Lfs|)Vd(s)ds> <m.
2) Pour presque tout x de E , f:’ lDofIVd(S)dB <o .

3) Pour presque tout s de R,, <|stl> <o .

Alors <£(.,0)> > <,7[‘:’ Ldfsvd(s)ds> .

Preuve:Tout d'abord, fixons s et approchons fs par hnfs’ ol hn est 1l'un des
éléments de la suite du lemme l.1. On a <L(hnfs)> = 0. Or,
<hn,Lf_s> = —<d.hn,dfs>z on en déduit que, pour presque tout s, <Lfs> = 0., Par
conséquent, <I? Lf, V,(s)ds> = 0.

I1 ne reste plus qu'ad montrer que <f0> > < :LngVd(s)dp +« On va voir

qu'en fait, il s'agit d'une inégalité ponctuelle. En effet

t .d
IO Lo(£,)ds = 24 - 2, + Vo(8)D, 2, .

Or, dans les conditions dans lesquelles nous nous sommes placés, pour

presque tout x, Dof(t)Vd(t) tend vers O lorsque t tend vers 1l'infini. Etant

donnée la positivité de £, il nous reste & la limite £, > jﬁtg(fs)vd(s)ds.

Nous pouvons maintenant passer & la démonstration du théordme 3.6, en

recopiant une démonstration de Stein, [St, p.50—51]. Posons q = % , et

s

s 2 . 2 .
appliquons le lemme précédent a la fonction fe,q = (f +e)q -9 , od €& est
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réel strictement positif fixé. On a

- 2. \q=2| 00212
Lie ) = (£%e)T(£2) + (q-1)(£%+e)T2|ve2|2
q €,4q
. -1.d,,2 2. \qQ=2/ .2\2
Pe méme Lidr ) = (£%e)T Y (£?) + (q-1)(£%e)T2(D £2)2,
q o €,q ] o)
Le lemme précédent s'applique & fe q et on obtient
H
-}Ed-e o(+50)> > [T (£2+e) 71 [1%2 + (a-1)(£%+e) ™ T2% |20V, (5) s>
b
or, 13(£%) = 2r1% + 2|72|2 > 2|72)? - %f-‘?l?lea.
Donc, Ld(fz) 3%(f2+e)-1|7f2|2 , d'oll 1'on tire
Lee (.,0)> > (2a-1)< [R£%+e) 14 (£2)v, (s)de> . On peut
q &,q - o d

alors passer & la limite lorsque € tend vers O, et l'on obtient
1 P ® p-2.d, .2
STy <E(+0)P> 2 < fo £P7L(£%) v, (s) s>, (3.4)
Posons maintenant f#* = sups|fs|; on a
i I -
[J:’Ldf: Vd(s)ds]p/z < £¥5(P 2)[I:’ £P 2Ld(f2)Vd(s)ds]p/2.

En utilisant 1'inégalité de Holder avec exposants —2-% et % , on obtient

L[R2, (5)as]P/ % < || 2¥ Ilplz)’( 2P [® P2 3(e2)y (s)as>?/2.

Dans le membre de droite de cette inégalité, on majore le second terme par
1'inégalité (3.4) précédente, tandis que, pour le premier, on remarque que
f(x,8) < Q:f(x,o), et donc que f¥* < supsQ:f(x,O). Il nous reste alors a
utiliser 1'inégalité classique sur les semigroupes markoviens symé‘triques,

”Buple:fI ”p < ¢(p) Il “p (1<p<w), pour obtenir notre résultat.

Remarque., Il est clair, d'aprés la démonstration du théoréme 3.6, qu'on n'a pas
besoin de supposer que f soit c® et satisfasse Ldf > 0, pour obtenir ce
résultat: il suffit que f2 soit C® (en fait C2) et satisfasse, pour tout e>0,

d 1
a L (f2+e) /2 > 0 . Comme on l'appliquera avec f = lwl, ol w est une famille

® R
de l-formes C, cette nuance a son importance.
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IV Application aux transformations de Riesz.

Rappelons que r, désigne une borne inférieure du tenseur R. On ne perd
rien & supposer que ry est négatif ol nul, et on posera r, = -32 (qzo). Le

principal résultat de ce chapitre est le théoréme suivant:

Théoréme 4.1.Pour tout p, l<p<w, il existe une constante C(p) telle gue, pour
toute fonction f de C:z on ait
1/2
daf <C ~-L f + f .
laz I < o)L NG 2e 1 + allell )
Insistons sur le fait que C(p) est une constante universelle, ne dépendant

ni de la constante a, ni de la-dimension de E, ...

Le lemme suivant va nous permettre de nous ramener & une situation plus
simple:
Lemme 4.2.I1 existe deux constantes universelles 2 et oy telles que, pour
tout p, 1<p<m, pour tout générateur L d'un semigroupe markovien symétrique, et

pour pout a>0, on ait

ofaliell + w20 < 2021l < o laliell, + HIG-0)Y22 1)

Preuve:quitte & changer L en L/a.2 , on peut toujours supposer que a = 1. Or,
le lemme 2.3 montre que la fonction (1+x)1/2(1+xl/2)_£ ainsi que son inverse,
sont transformées de Laplace de mesures bornées, soient ny et n,e En prenant

P, = exp(tL), on a alors (I-L)1/2(I+(—L)]'/2)_1 =(f? Psnl(ds) est un opérateur
borné sur 'Lp, ne norme majorée par Inll. On en déduit la seconde inégalité.

Pour la premiére, on a de méme Hf+(—L)1/2f “p < |n2| "(I—L)l/zf “p' Comme
d'autre part (1+x)_1/2 eat également tranformée de Laplace d'une mesure bornée

(toujours le lemme 2.3), on a également une inégalité Ilf||p <c “(I—L)1/2f|k.

On a alors l'inégalité cherchée par différence.

Preuve du théoréme 4.1: d'aprés le lemme, il est clair qu'il suffit de démontrer

que, pour tout d>a, [|as “p < ¢(p) “Co’dfllp , pour f dans C:{ Désignons

alors par q l'exposant conjugué de p: il suffit de démontrer que, pour toute
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1-forme w de cgi ona <df,w> < C(p) Hc°’df||pl|m|]q .

=>0,d =>
Pour simplifier les notations, nous noterons QS’d = Qt ’ Qto’ = Qt ’

2

0,d _ C, etc. D'autre part, posons b2= a°-a , F(x,t) = ft(x) - Qtf(x) , et

c
B(x,%) = Gu(x) = 5,(x).

Pour tout r, l<r<w , on a, d'aprés les majorations des propositions 2.1
et 2.2, N N <™ el 03, I < e llwll, Na?, Il < e |zl . ve

méme, on a des majorations de la forme

< e-dt

s ”Ckf ”r < Ke-thigg ”Lifllr , pour tous les entiers k,

K
llo z, Il
et des majorations analogues avec Dlgd:-ft et Dﬁﬁt en remplagant d par b, Ces

considérations nous permettent de justifier les calculs qui suivent: on a
- o 2/= 2= .
£=F = [OD(Z )eds = 4 ADF ), sds . On en tire
[ - [« S
af = 4[7 (D24F), sds , et donc <df,w> = 4fo<(nodf)25,w>sds.
. 2.= 2 =>=> ;
Mais (Dodf) 0g = 4C°Q, F = §°QdCQf , et par suite
<(p%aF), ,w> = <dCQ_f, & @ w> = <dCF ,D & >
o /28’ s’ ) s’ os °
Posons Es = CQ_f = QCf ; EO = g = Cf, On peut alors écrire
W/ - - -2 1/2 - 12 1/2
<df,w> = 4<[ 7 (a8 .D 5 )sds> < 4<[[]dZ_|%sds] / s[J1p 3 |%aas] /2,

< 4l laz, Psas)™2 || 11f 1,5, |2ae1™/2 .

Or, la fonction ét(x) = g(x,t) est solution de Lo’dé = 0. Et de méme,
o(x,t) est solution de E>O’d5(x,t) = 0. On peut donc appliquer la proposition
2.4, et 1'on obtient, en rappelant que LO n'est autre que LO,O’

0,=2 -2
L(8°) > 2lagl; (4.1)
0)=12 -12
L°1al° > 2lp 3| <. (4.2)
Pour tout €>0, LO[|§|2+5]1/2 >0 ; (4.3)
Or|=12 1
L[] %+e] /23!0 . (4.4)

Nous allons maintenant distinguer deux cas.

. . -2 - a
a) Si p>2: on majore aleowI sds par ILolwlzsds grace & (4.2) , puis on
applique le théoréme 3.6, valable puisque 1<q<2.0n obtient

IS 15,1281 /2 I < e(a) Nlwll .
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o’ddé = 0. On peut

D'autre part, la forme dés est également solution de L
donc lui appliquer la proposition (2.4), et on obtient LC°|dg|% > 0. Par

conséquent,d'aprés la proposition (3.2), on a ldézslz‘s Qg|d§s|2 . On a alors
-2 -12 Oj.— 12 Or,0/= 2
Jlag |%sas = 4flazl; sas < 4fa;lag, |“ads < 2fa [L°(Z,)%]sds .
Il ne nous reste plus qu'd appliquer 3.5 & la fonction Ez(x,t), avec
1'exposant p/2, qui est strictement plus grand que 1. (Remarquons que dans ce
cas précis, le théoréme 3.5 peut s'appliquer avec exposant 1, si fait que

notre démonstration reste valable avec p=2.)

On obtient ainsi

H[I|d§|25d5]1/2 “p.i c(p) llg ”p , et on a notre résultat.

b) Si 1<p<2: on fait un raisonnement analogue, mais en inversant les rdles de
dg et w.
Tout d'abord, on remarque d'aprés (4.2) que L0|D°5|2 3 0, et donc que

|56, 1% < ln,a

2 0/.01= |2 . ' R Lo
MEX ul < Qu(L |uul ) , ce qui nous permet d'appliquer le théoréme

3.5 & la fonction lalz, avec l'exposant gq/2, pour obtenir la majoration

IS 12,31 2eas] 2 1l < o(a) llo Il -

Ensuite, on majore ||Lf|d§slzsds]l/2 ”p par  ©(p) llg “p’ grice aux

formules (4.1) et (4.3) , en utilisant le théordéme 3.6 .

Comme d'habitude, des inégalités inverses de celles du théoréme 4.1

g'obtiennent comme corollaire:

Corollaire 4.3. Sous les mémes hypoth®ses, il existe des constantes C(p) telles
que ||Co’af “p < c(p)alle “p + ||as ”p], pour toute fonction f

de C:ﬂ (Rappelons que %2 . (aZI-L)l/Z)

Preuvestout d'abord, le lemme 4.2 permet de se ramener au cas ou a>0. Ensuite,

on remarque que l'image par 1l'opérateur CO’a de C t est dense dansimp N

pour
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tout p, 1<p< ®. En effet, si q désigne l'exposant conjugué de p et f un élément
de 12 orthogonal & Co’a(C c:), on a, pour tout élément g de C: ,

<f,g> = <f,Q2’ag> , et, par conséquent, f = Qs’af . Mais, puisque a>0, QS’af
converge vers O dans 19 lorsque t tend vers l'infini. Donc f = 0, et
1'orthogonal de 00'3(025 dans e est nul: c'est ce qu'on voulait démontrer.

On peut donc écrire

%22 |l <«c%3¢,002%>

= B (geo [1c%% |l 1)

< sup }[az<f,g> + <df,dg>]

sup [a2]] £ 13+ llag 1121%/2a |lg 1|2+ |lag 12142
{eee} P P q q

IA

D'aprés le théoréme 4.1 et le lemme 4.2 , on a
2 2 291/2
(a2 Ilg 112+ llag 112172 < o gl o llag I,
o(@)la llg ll + 1) 2 ]

c(a) |lc%3 lly -

1A

In

Lorsque & =0, on déduit de ces inégalités un résultat intéressant:
appelons ]Dp l'espace engendré dans E>p par les l-formes du type df, ol f est

dans C:’. On a

Corollaire 4.4. Lorsque roz 0, pour tout p, l<p< ®w, le dual de IDp est ]Dq N

oli q désigne l'exposant conjugué de p.

Preuve: tout d*abord, ]:Dq s*injecte de mawmidre évidente dans le dual de ]Dps 1

nous suffit dome de démontrer que, pour toute fonction f de C:’ , On a
daf <C .
llae il < (P)“"{gec;"; llag Il <1} <3f»9>
o=
Mais un argument semblable & celui utilisé dans le corollaire précédent
0 0, ~0
montre que ”C big ”p < sup{gec:); “Cog “qi 1} <C"f,C g> . Puisque ”d.f ”p est

équivalent & “COf ||p et que “dg “q est équivalent 3 ”C’o's “q’ le résultat

s'ensuit.
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V Transformations de Riesz sur les champs de k-formes.

Le théoréme 4.1 repose essentiellement sur la formule de Bochner-
Lichnérowicz-Weitzenbdek (proposition 1.5 b). Or, on a une formule analogue pour
les formes d'ordre quelquonque, ce qui va nous permettre d'étendre nos résultats.

Pour simplifier les calculs, nous supposerons dans ce qui suit que p=1,
c'est & dire qu'on travaille avec la mesure riemannienne et que L =A. Si w est

une k-forme lw|2 désigne sa norme en tant que k-forme (c'est sa norme en

fal

|
tant que tenseur). On définit alors les espaces ]Lp’k des champs de k-formes de
LP. (Ainsi, TP s'appelle maintenant ]Lp’l.)

Si O désigne l'opérateur de divergence, le laplacien opérant sur les
k-formes sera l'opérateur Ak = -(dd3+dd) : awsigne prés, c'est le laplacien de

de Rahm (tel qu'il est défini dans le livre de de Rahm [dR], par exemple). Notre

variété E étant compléte, c'est un opérateur autoadjoint sur ]Lz’k: la

démonstration de ce résultat, identique & celle du cas k=1 , se treuve dans
Strichartz [S]). On voit immédiatement que c'est en fait un opérateur négatif
dans Lz’k, et qu'on a <Akw,w> = =<dw,dw> - <dw,dw> pour les k-formes w de
C: .(On a utilisé la méme notation <.,.> pour désigner le produit scalaire dans

tous les ]I..2’k.)

2

Du fait que d° =3° =0, on a inmédiatement A d = dA

k-1 3 By By -

En outre, A, satisfait & une formule de Bochner-Lichnérowicz-Weitzenbock 3

k

—éﬁlwlz = Wb+ %1 lvwl? + Q (w,0) (5.1)

ol Q’k est une forme quadratique sur les k-formes faisant intervenir tout le

. . R k
tenseur de courbure. En coordonnées locales, si on se souvient que rij 1
i

désigne le tenseur de courbure, et Rab le tenseur de Ricci o b , on a

1 ai ...i b
Q(wy0) = Iy Ry 277k @ iyeeedy

1 PAisesed rs
* &) Tpars® 0 K dgenedy
(Voir par exemple le livre de Lichnérowicz [Li], p.3)

Dans cette section, nous supposerons que toutes les formes quadratiques Qk

sont minorées: Qk(w,w) > -alilw|2 yoll les a, sont des constantes positives.
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(A priori, cette hypothése ne semble pas &tre une conséquence de la minoration

de la courbure sectionnelle.)
On peut alors répéter les constructions des paragraphes précédents:

1) Les semigroupes Pf = exp(tA. ) : ce sont des ‘semigroupes symétriques de

contractions de Lz’k, qui satisfont en outre &
Pl:dw = dPl;_lw ; P},:aw - aplt‘*lw. (5.2)

De plus, grice & la formule (5.1), on a la majoration
ol < exp(aZt)p, lul. (5.3)
Cette dernidre inégalité, qui est l'analogme de 1l'inégalité a) de la proposition
1.7, se démontre de maniére analogue. Néanmoins, si l'on veut éviter de faire
appel & une construction de type de celle d'Elworthy de P:, on peut recopier la
démonstration du théoréme 6 de [B2]: nous lai serons ce soin au lecteur.

k,s,d

2) Les semigroupes Q- = expt[sI—(d2I—A,)l/2]: ce sont des semigroupes

bornés sur ]!..z’k, ainsi que sur ]Lp’k, a4 condition que d2 > aﬁll— -EI.

De 1'inégalité (5.3), on tire les inégalités:

1
Ith’s’dwl < Q:’d ol , avec a' = (d2 - ai)l/z (ici, a® > a2);
= - 'k
1 k d
e ller® %l < expe(s-ap) lloll 5 avee ar = (a® - aZh1- 2))¥/2,
Désignons par Ck’d le générateur du semigroupe Qf’o’d et par bk le
plus grand des nombres ap et a - On a

Théoréme5.1. Il existe des constantes universelles ¢(p,k) telles que, pour

toute k-forme w de Cgi on ait Ildwllp < c(p,k)I|Ck’bk wllp

et 2w Il < o(p,k) 116591 o [

En fait, le lemme suivant permet de comparer dans iEk’p les différents

opérateurs Ck’b:
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Lemme 5.2.Pout tout p, 1<p<®, posons aﬁ P = aﬁll— %I et, pour tout d>ak p’
’ Ky

2

d = e2+a§ p (e>0) . Il existe deux constantes universelles C et C telles
’ =

1 2
que, pour tout (k,p) s pour toute k-forme w, et pour tout d>ak o’ on ait
- K

k,a k,d k :
6yle llo |+ llesc,0mll T < 5% Il £ cle llull_+ Il %%, pull ).

Preuve du lemme:elle est identique & celle du lemme 4.2. Les fonctions fl, £ et

2 ®
f3 du lemme 2.3 étant transformées de Laplace de mesures bornées, on intégre par
rapport & ces mesures les opérateurs Pisexp(—aﬁ,p cs) , qui sont des
contractions de ka’p. On ajuste ensuite le paramétre c¢ pour obtenir le
résultat.

Remarque: on ne sait pas donner d'équivalent analogue de ||Ck’dw|]p s pour

d<a.

k,d°

Démonstration du théoréme 5.1: on écrit la démonstiration pour la premiére

inégalité (majoration de ”dwllp) le cas de Hawllp se traitant de la méme
manidre.

Tout d'abord, le lemme précédent montre qu'il suffit d'obtenir une
majoration de la forme |ldw Hp < c(p,k) HCk’dwllp s pour tout d>bk. Ol encore,

pour toute k-forme w et toute (k+l)-forme T, toutes deux de classe C:ﬁ que

<dw,M> < c(p,k) “C wll “ﬂ H , o0 q désigne 1l'exposant
- k,d p q
conjugué de p.
Or, un résultat analogue & celui de la proposition 2.4 2) peut s‘énoncer

pour les k-formes.(C'est un résultat purement calculatoire qui ne repose que sur

la formule de Bochner-Lichnérowicz-Weitzenbtck.) Si nous posons posed
L:'d + 48, , on a, pour toute famille de k-formes w(x,t) satisfaisant &
8104, 20,

2 2 2 2
,IVw|2 + 2|Dow+(sl-sz)w|2 + [2d1—d§-(se-2sl) -2ak]|w| (5.4)

L:sz,d.2 lw|22i2§_

et, si di-ai_z d2 > sf , pour tout >0 ,

1510950 ( o] 2+e2)/22¢] > 0 (5.5)

Ayant alors fixé d>bk , notre k-forme w et notre (k+1)-forme T, nous
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posons w(x,t) =
et Wx,t) = ‘f+1’o’dﬂ(x).

Puisque d>a,, la formule (5.4) montre que

[
£

L1512 > & 1|2 > 2laml? .
Une inégalité semblable est vérifiée par & et T (puisque d.>ak+1) ; on a

aussi L0|ﬁ|2‘3 2|Doﬁ|2 y ainsi que, pour tout >0,
Lo 5] 2+e]2/2 >0 19 |8|%4e]1/2 >0 1OF|M|%e)Y/2 >0,

On peut alors répéter la démonstration du théoréme 4.1 :

<aw,M> = [P 23, N> sds = 4P <ad,0 B> sds < 4 ||[[Pas]%sas]/? I, =
o 2 1/2
1T 12,1 %sds] “q

Dans le dernier membre de cette inégalité, le premier terme se majore par

o(») I8, I, = c(p) NS % Il et 1e second par c(a) 1T, Il = c(a) In 1l

exactement comme dans la démonstration du théoréme 4.1 .

De la méme fagon que dans le cas des fonctions, le théoréme précédent

admet comme corollaire des inégalités inversées:

. 2 2 (1/2 2 2 \1/2 i
Corollaire 5.3. Posons dk,p (bk_ak,p) + (bk—l_ak,p) + 2ak’p . I1 existe
des constantes universelles C(k,p) telles que, pour tout p, l<p<m N pour
toute k-forme w et pour tout e >d , On ait

k,p

”Ck’ewllpli C(k,p)[ellwllp + “dwllp +||aw||p].

Preuve:l'argument utilisé dans la démonstration du corollaire 4.3 montre que

1'image par Ck’e de C:

est dense dans .Lk’p, pourvu que e>ak p* Cn peut alors
9
écrire
IIC wll < sup, k,e <Ck’ew Ck’eﬂ> = sup <(e2I~A Jw,M>
kye” Tp = 2P n/ {le® 6 || <1 ’ {eee} K/ =

= Sup{”.}[e2<w,ﬂ> + <dw,dN> + <dw,dM>] <
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< Lelloll +llawll + lowll 3 eu y Telnllg + Hanll, + llanll)

Mais, d'aprés le théoréme précédent,
X,b k,b
lan Il + Hon il < elae)Lle™ e nll + e a1 n ] 3.

D'aprés le lemme, tette derniére quantité est majorée par

e{l(02-a, 2+ (-2 VATl IR )

Il nous reste & majorer une quantité de la forme
k k
-2a, DIl + e, il par c(i,p) le™ 5 Il .

2 2 \1/2
ak,P)

+d.
(e k,p

Or, e+d < 2e < 2[(e -ay p] s on obtient donc une majoration de la
9

k,p
forme C(p,k) [(e2-a§’p)l/2||ﬂ ”q + ”Ck’ak,p ul “q] qui se majore d'aprés le

lemme 5.2 sous la forme désirée.

VITransformations de Riesz pour les tenseurs dans le cas des variétés d'Einstein.

Rappelons qu'une variété d'Binstein est une variété Riemannienne sur
laquelle le tenseur de Ricci est proportionnel 4 la métrique : R = cg. Dans ce
cas, on a bien évidemment VR = O , et c'est de cette seule propriété dont nous
servirons. Comme dans le paragraphe précédent, nous supposerons que o = 1, c'est
a4 dire qu'on travaille avec la mésure riehannienne. A désigne le laplacien
horizontal sur les tenseurs: il vérifie A|T|2 = 2T.AT + 2|VT|2. C'est un
opérateur autoadjoint négatif, et donc exp(tA) est un semigroupe de contractions
de ZLZ, que nous noterons Pt'

Introduisons un nouvel opérateur E sur les tenseurs, défini de la maniére
suivante: AT = AT - RT, oi R est un opérateur tensoriel dont 1'expression en

coordonnées locales s'écrit, pour un tenseur T d'ordre k, k> 2,

k i 1
(RT), . = cT, . =20 T, .. i . . .
11...1k 11...1k q=2 llllql .12...1q_1.1q+1

(On rappelle que rijkl désigne le tenseur de courbure et c¢- est le rapport

ceedy

de proportionnalité entre R et g).

On a VAT = AVT , pout tout tenseur T d'ordre > 1. (6.1)
Pour démontrer la formule (6.1), il suffit de faire le calcul dans un

systéme de coordonnées locales: pour simplifier les notations, si o est un
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1

C s . . 8 . . k
multiindice (11,...,1k), TS i T, désigne Eq=l T5i T4 1

q "1 q-1 1q+1"'lk

On a alors, pour tout tenseur T d'ordre k,

i i i 1 B i
Va(AT)d =77 ViTq =7 vavde +r, 707 T(y +r VT

i 8 i 1 Boin _
= vivivaTd + 7 (raio TB) +r.0,7 Ta +r, VT =

lo
_ B.i i i B
= AVaTd+ 2rai~ VT, + T 1VlT~ + V raig TB'
Or, si nous contractons la deuxiéme identité de Bianchi, nous obtenons, en

notant comme toujours Rij le tenseur de Ricci,

i
Va1 = Yafj1 T TiRya - (6.2)

Cette derniére quantité est nulle, puisque VR = O. On obtient ainsi la

formule (6.1).

Remarque 1: l'hypoth&ése VR = O n'est en fait utilisée dici que pour annuler le
terme (6.2): on pourrait étendre les résultats de ce chapitre & toutes les

variétés telles que VR soit un tenseur symétrique en ses 3 indices.

Remarque 2: notre opérateur A n'est pas le Laplacien de Lichnérowicz. sur les

tenseurs, [Lizsp.27].

Les symétries élémentaires du tenseur de courbure montrent que l'opérateur
K est symétrique. De plus, N vérifie une formule de Bochner-Lichnérowicz-—
Weitzenbock:

(BLW) AIT‘z = 2T.AT + 2|VT[2 + 2Q(T,T) , ol la forme quadratique Q
a'est rien d'autre que T.RT ,

Pour obtenir des résultats sur les transformations de Riesz sur les tenseurs,
on est ammenés a supposer que cette forme est minorée, et on désigne par -ai
un minorant de cette forme sur les tenseurs d'ordre k: Q(T,T).z —a§IT|2 .

Sous cette hypothése, une conséquence immédiate de la formule (BLW) est
que l'opérateur A est semiborné: <T,AT> = =<VT,VT> — <Q(T,T)>.5 -a§<T,T>.

On peut alors répéter 1l'argument de Strichartz [S] pour démontrer que

5 est en fait un opérateur autoadjoint, générateur d'un semigroupe symétrique
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borné, ?t exp(tE). On a les propriétés élémentaires suivantes:

|p, 7l

I

Pt1T| 3 IﬁtT|~i exp(ait)PtlTl (T tenseur d'ordre k);

VP, T = I_’tVT, etc.
Les semigroupes Pt et ﬁt sont donc des semigroupes bornés sur les espaces

1P de tenseurs, et on peut dérouler toute la mécanique des deux paragraphes

précédents, et l'on obtient les théorémes:

Théoréme 6.1. Pour tout p, 1<p<m , il existe des constartes universelles c(p)
telles que, pour tout tenseur T d'ordre k, on ait

llve I < ofs) l1(a2,,- )42

.
iz 2 1/2 -
La quantité “(ak— A) 'I‘“p est équivalente, avec des constantes
universelles ne dépéndant ni de E, ni de p, & ay “T “p + ||(ﬂA)1/2TJ'p , et

on obtient également des inégalités inverses:

Théordme 6.2. Pour tout p, 1<p<w , il existe des constantes universelles c¢(p)

telles que , pour tout tenseur t d'ordre k,

10320 11 < o(o) oy 7l + Hvnll ]

On obtient également un analogue du eorollaire 4.4. En désignant par ka p
’

le sous espace de l'espace des tenseurs d'ordre k dans P engendré par les

tenseurs &c la forme VT, ol T est un tenseur d'ordre k-1 , on a:

Corollaire 6.3. Si la forme quadratique Q(T,T) est positive sur les tenseurs

d'ordre k, le dual de :Dk v est IDk q’ ot ¢ est l'exposant conjugué de p.
b b

Démonstrations: identiques & celles des paragrapheg 4 et 5 .
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