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INEGALITE DE SOBOLEV SUR L'ESPACE DE POISSON

Lining wu®*)
0. INTRODUCTION.

Sur 1'espace de Wiener, 1'inégalité de Meyer pour le semi-groupe d'Ornstein-
Uhlenbeck est bien connue [7 ]. Elle constitue la base de la théorie des espaces de
Sobolev sur 1'espace de Wiener.

Cet article a pour but d'établir cette inégalité pour le semi-groupe de
Wiener-Poisson (Pt) tsq Sur 1l'espace de Poisson, introduit dans 1'article précé-
dent. B

Nous continuons a employer les notations du premier article. et ajoutons un
symbole '"I'" pour référer a ses résultats, par exemple : § I.2.1, Lemme I.1.2.1,
Théoréme I.2.2.1, (I.2.2.5) etc.

Précisément. nous allons établir 1'inégalité suivante pour le semi-groupe de
Wiener-Poisson (P.) :

(0.1) CI') IIQME, < ||VE(e,9) lp < Cp IIC¢|ID (1 <p<+w)

ot C est l'opérateur de Cauchy associé a L ; c'est-a-dire le générateur du semi-
groupe de Cauchy (Qt) associé a (P) ; Q. est défini par :

(0.2) Q, = J u, (ds)P
t R t S
et la famille (ut) £20 est caractérisée par :
” - -\pt
(0.3) Mg * My = Hgyp 5 JO n (ds)e PS _ "W

I1 est clair que (Qt) est aussi un semi-groupe symétrique markovien dans
2
LX) -

Cet article est divisé en deux parties :

Dans la premiére partie (§ 1 et § 2), on établit 1'inégalité de Sobolev (0.1)
pour le semi-groupe de Wiener-Poisson associé au semi-groupe (Tt) du mouvement
brownien dans ]Rd. Pour ceci, on établit d'abord (0.1) pour le semi-groupe de W-P
associé au mouvement brownien sur le tore (voir § 1), puis on approche ]Rd avec
les tores ]Rd/ d a Cette idée a été proposée par P.A. Meyer.

2N Z = [N-N]

(*) UNTVERSITE PARIS VI - Laboratoine de Probabilités - 4, place Jussieu - Tourn 56
32me Etage - 75252 PARIS CEDEX 05
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Dans la deuxiéme partie (§ 3 et § 4), on travaille dans un cadre général.
L'hypothese essentielle faite pour (Tt ,A,@) est la suivante :

(0.4) rhee, ) %L e, n-rl s a1z 0, vee D

Sous cette hypothése, on établit dans la Proposition 3.1.1

(0.5) r2(¢,¢) = %—[Lr(¢,¢) - 2r(¢,L¢)] 2 O.

Dans son travail concernant la transformation de Riesz pour les semi-groupes
symétriques, Bakry [1] a établi 1'inépalité (0.7) en supposant (0.5) et plusieurs
hypotheses techniques (pour appliquer les résultats de Meyer [6]) qui ne sont
malheureusement pas vérifiées par notre systéeme (Pt,L,R) .

Le paragraphe 3 est consacré a des préliminaires nécessaires a 1'application
de la méthode de Bakry [1], puis dans le paragraphe 4, nous établissons 1'inégalité
de Sobolev (0.1).

Indiquons grossigérement 1'histoire de 1'inégalité (0.71) :

(D pour le semi-groupe du mouvement brownien dans ]Rd, ou dans un groupe

de Lie localement compact, ((.1) est établie par Stein ([8], 1967-1970) ;

@ pour le semi-groupe de convolution dans ]Rd. elle est établie par P.A.
Meyer ([6], 1973) ;
@ pour le semi-groupe d'Ornstein-Uhlenbeck sur 1'espace de Wiener, elle est

établie par P.A. Meyer ([7], 1982) ;

@ pour le semi-groupe symétrique de diffusion vérifiant r2(¢,¢) > 0, elle
est établie par Bakry [1] ; et dans un travail a paraitre, il a relaxé la
condition précédente pour le semi-groupe du mouvement brownien sur une

variété.
1. L'INEGALITE DE SOBOLEV SUR L'ESPACE DE PQISSON ASSQCIE AU TORE.

1.1. Nous commencons par 1'espace de Poisson sur le tore. Dans ce cas parti-
culier, les idées sont claires. et il est facile d'établir 1'inégalité (0.7) a par-
tir des résultats connus pour le mouvement brownien sur le tore ( [11. 181).

Soient E =]Rd/ZN zd le d-tore (N un entier > O, on peut considérer E
comme [-N,N]d), A(dz) = dz 1a mesure de Lebesgue sur le tore E. Soit (Tt) le
semi-groupe markovien de générateur A, ot A est 1'opérateur laplacien sur le tore.

Comme A(E) = (ZN)d <+, si (X,u) est l'espace de Poisson sur

CRd/ZN QZd ,dz), alors :

ul{x € X/x(E) = +»}) = 0O
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et par conséquent, nous pouvons nous placer sur {x € X/x(E) < + «}. qui sera

noté encore par X simplement.

Nous introduisons maintenant, un espace intermédiaire
suit :
0

.x8 %E" ot E°L {3} ou 3¢E
n_

- A = o(AE 1a tribu boréliemne/n=0,1,2,...)

et ; est la mesure de probabilité sur (f(,d?) définie par :

SE%) = e ME)
(1.1.7) »
Q(A1 xoox A) = ?.?,__ AAD - AA)
on A e Jo@E.
Considérons 1'application suivante ¢ : X » X :
n

a(x) = k§1 GZk, si x = (21’°"’Zn)

(i’d)]:) déflni comme

qui est do/a?-mesurable et satisfait o(X) = X (a cause de la convention ci-

dessus). I1 est facile de vérifier :

(1.1.2) b= oG,

1.2, Nous nous restreignons dans ce paragraphe a 1'espace intermédiaire

(X, a,u)-
Soit (Pt)t 50
i) E® est une classe invariante pour ﬁt

®n
=T .
® t
Evidemment, P, est symétrique dans LZ(X,u).

t
o . € CTED
¢ : X>R

i) ﬁtl

Posons : \ﬁ/ =

0,L60,0Le),...e n  IPE,W

1<p<te

o L est le générateur de (f)t)tZO’ i¢ est défini par :

(i¢)|En = 3, 06] )

ou A, est 1'opérateur laplacien sur E" (c'est aussi le générateur de

le semi-groupe de noyaux markoviens de X dans 5(, tel que

T ®h

tz0

)
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Nous adoptons les notations suivantes : T (- 5*),C ,Dp(f,) qui ont le méme sens
que l"(-,-),C,Dp(L), mais sont relatives a (Pt)t; o’

Nous allons €établir la

Proposdition 1.2.1 ¢ (4) ﬁ,g n Dp(l:)., R est stabke par L, et pour
1gp<te

1 < p<+ o, nous avons L'inégalité de Sobolev sulvante :

(1.2.2) Cpl1Cell, < Jf(¢,¢l|% =C, llColly, vo e R

ol Cp,% sont des constantes positives dépendant seulement de p.
(44) de plus, s4 nous définissons fm(-,-) sur j?, xR par :

Frlo,w) = Tlo,v)
(1.2.3)

- 1 - - - - -
Teplesw) = Z(Lr (6,9) - 1, (o,Ly) - 1, (Lo,9))
ators T (9,6) 20, wm=1,2,..., 4€ R ot powr tout 1 <p <+ =, £'indga-

Lite sudlvante a Lieu :
m - m
(1.2.4) %mncukgumewnpﬁc%pHC¢%

o C et C!
m

mip sont des constantes positives dépendant seulement de m et p.

P

Pour établir ces résultats, il nous faut rappeler 1'inégalité du méme type
pour le semi-groupe du mouvement brownien sur le tore E = ]Rd/ d
2N &

Lemme 1.2.1 : Soit B L&'opératewr de Cauchy associé & A ; on a pour 1 <p<+tw

k4

m=1,2,... :
vie C(e), ¢ 18| <V (4,4) | sc N8l
_ m’ﬂ P(E,dz) " LP(E,dz) m’J LP(E,dz)
ol Ch p,Cr;, p sont des constantes positives dépendant sewlement de "p et m".

PrAn('") se deginit de La méme maniére que l:mlo,-) (voin (1.2.3)).

Remarque : Nous désignons par v = (31,...,ad) le gradient sur le tore, il n'est
pas difficile de vérifier que

A d
(1.2.5) rm(f,g) = z

3 fe5 g
k]:-.-,km=1 (k1’.'.’k) (k "k)

m 127" m

ot f,pe C(B), a(kp.”,km)f = ak1(...(akmf)...),.
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Le résultat du Lemme 1.2.1 est bien comnu : 1ié a la transformation de Riesz
il a été établi par Stein [8] (voir aussi [1]).

A

(i) pour chaque ¢ € R, € Cw(En), si on regarde localement :

¢|En
(i¢) = A (¢, ) ou A_ est le laplacien sur " = IRnd .
lgp = "0 n /o 2

Puisque L¢ € n Lp(f(,;), on en déduit immédiatement :
1sp<t=o

o€ n D).
1§p<+m
La stabilité de JQ, par L est évidente.

Ensuite, nous calculons, d'aprés la construction de notre espace intermédiaire
X,u) ¢

J P00 = 3 J Glo,0) 1w dz....d eM®
~ ’ n= X T(¢,9 Z,eeosdZ_ o
X i=1 En fEn 1 n n!
@ A -A(E)
_ n D e
= x r s dz,...dz_-.
n=1 JED[ Ggotnl 0

. n . - .
d'autre part, puisque E est une classe invarilante pour P,, on a aussi :

(C¢)IEn = Bn(q’lEn)’ ol Bn est 1'opérateur de Cauchy associé a An(Bn = -\/—An). Le

méme calcul que le précédent donne :

© oA (E)

Ca 1P al = p
J)A( |Co]F du = = |¥ dzy...dz .

— B ( )

n=1 n J B | n <1)|En

Finalement, nous appliquons le lemme 1.2.1 @ ces deux formules et obtenons
1'inégalité (71.2.2).

(ii) L'inégalité (1.2.4) résulte du méme raisonnement.

Remarque : Dans la démonstration ci-dessus, le fait que les constantes dans 1'iné-
galité du lemme 1.2.1 dépendent seulement de petm indépendant de

' = 1,2,...)) joue un role tout-a-fait essentiel. C'est pourquoi nous soulignons

toujours que les constantes sont universelles.

1.3. Dans ce paragraphe, nous allons traduire les inégalités de Sobolev pour

-~

®iso

Nous énoncons d'abord le :

en inépalités de Sobolev pour le semi-groupe de W-P (Pt) ts0°
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Théondme 1.3.1 : Soit (X,u) AL'espace de Poisson surn Le tore (E,A) = FRd/ZN Zd,dZ)
(Pt)tg 0 Le semi-ghoupe de W-P associé au semi-groupe (Tt)t; 0 du mouvement
brownien sur Le Ztore.

Alons, sun £'algebre de fonctions-test :

§. € CTIE), 4= 1,...,n
Ro= SFixty),xig,) |

F un polyndme

nous avons Les inégalités de SobolLev sulvantes (1 < p < + =)

“ e, HchHp < |IVrie,o¢) Hp s ¢, HC¢||p Vo € R

(4i)  si on choisit T [+,+) sur R x R de ta meme manione que rle,e)
((1.2.3)), akons :
r(6,6) 20 et pour tout ¢ R :

¢t c"s| < |l vT (e, < C c"sll, =1,2,..
m,p 1€7el, < (VT o edlly s ¢ N8l m

ox C,C'.,C ,C! sont des constantes positives universelfles.
p”pT mpTom,p

" R n
Démonstration : Rappelons la définition ¢ : X+ X (X = (z1,...,zn) > I8, )
_____________ k=1 k

si nous désignons par (§t) le processus de Markov, de semi-groupe (ﬁt), alors
(c(gt))t=~0 est, d'aprés (I.2.1.5), le processus de Wiener-Poisson.
A chaque fonction ¢ : X + R, nous associons une fonction ; :  +R définie
par : 5(&) = ¢(oX). En tenant compte du fait ci-dessus, nous pouvons obtenir :
~ a ~ - <
voe R:Po =Po et e R (dapres la définition de R et R)
d'olt i1 résulte :

A P ~a A N A P n A
Ly = L¢ r(¢,¢) =T(¢,9), Cp =cp , Fm(¢,¢) = Fm(¢,¢)

Finalement, le fait que u = o-; et la proposition 1.2.1 entrafnent

=V Gesedll o .

) P (X, )

= IV Gl -
1P(

X,u)

VDI,

sH

~ Tl L. = lIcT|

&, P X,
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Le théoréme est démontré.
Remarque : Comme C"(E) est dense dans Dp(A) ~pour tout p : 1= p <+ =, d'apres
le théoréme I.2.2.1, R est dense dans Dp(L) pour tout p: 1=p < +», Par

conséquent, les inégalités de Sobolev dans le théoréme 1.3.1 sont vraies pour tout
D_(L).
$ € p( )

2. INEGALITE DE SOBOLEV PQUR LE SEMI-GROUPE DE WIENER-POISSON ASSOCIE AU MOUVEMENT
e
BROWNTEN DANS R™.

2.7. Dans toute cette section, nous nous placons dans le cas olt (E,)) =(Rd,dz)
(Tt) est le semi-groupe du mouvement brownien ]Rd (de générateur A)

D - ¢ @Y.
Soit  {(X,),(P),  osL-R} 1le systeme associé a (®,d2), (1) gots D 5

nous recopions la formule (I.2.2.1) :

v = F((£),...,p(f)) € R
n n
(2100 Lo = 5 B @, x(E)POE + | T By @, p ) POOE;-VEy).

Nous commencons la discussion en présentant le :
Théoreme 2.1.1 : Définissons 1, (+,+) sur R xR par :

r,(¢,¢) = 1l¢,9)

Tpe (000) = 7 Urylesp) = 1 lo,ly) - 1, (Lo w11, m= 1

Alonrs, rm(¢,¢) 2 0 et £'inégalité de Sobofev suivante a Lieu :

) m m - . -
(2.1.2) Cm,p [|C ¢||p < ||\/rml¢,¢i “p < Cm,p l|c ¢||p, m=1,2,...; 1 <p<+o,
oa C, p,cy’n p sont des constantes positives univenselles.

. . . N d
Démonstration : L'idée essentielle consiste & approcher R~ par le tore

d d _
R/ gd = NN (N =1,2,...).

F(x(f1),...,x(fn)) e R , choisissons un entier No > 0, tel que pour

Fixons ¢
n d > rd

tout N 2 No HEA supp(fk) < 1-N,N[™  (puisque fk € C0 (R™).
k=1

Soit (TEN)) le semi-groupe sur IRd tel que :

- la restriction de (TE) au tore [-N,N]d est le semi-groupe du mouvement
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brownien sur le tore
s s ™ d d Vs : .
- la restriction de : 2 R™ <~ [-N,N] est l'opérateur identité.

Soit (P(N)) L(N),r(N)(-, ), C(N)} le systeéme sur l'espace de Poisson (X, )

t ‘'t =20

. e N )
associé a (T,E ), Bm)) olt B(N) est 1'opérateur de Cauchy associé a (T,EN))tZO.

D'aprés la formule 2.7.1 (voir également (I.2.2.1)), on peut affirmer que

pour ¢ ci-dessus :

-

j Lo =1My, e = @wMymy

(2.1.3)

Ny

o, = ™™ 6,0, 1 (6,0 = 1N (4,0

I1 est facile d'établir 1'inégalité suivante, a partir de 1'inégalité de
Sobolev pour le semi-groupe de W-P associé au mouvement brownien sur le tore
(Théoréme 1.3.1) :

(N)\m N) s ~(N)\m
2.1.4 C' C < <C C .
1.4 g 1M s 1 Gl s 6 1™
Pour établir 1'inégalité de Sobolev 2.7.7 , nous considérons deux cas :

Premier cas : m est pair.

En remarquant que C2 = L. Nous avons donc dans ce cas :

€™My = ™2 @OHM2, Ly M2, Ly

Par suite, 2.1.3 et 2.1.4 entrainent 2.71.2.

Deuxieéme cas : m = 2k+1 ou k = 0,1,2,....

Nous allons utiliser le lemme suivant dont la preuve est donnée dans le pro-
chain paragraphe (§ 2.2).

Lemme 2.1.1 : Pour ¢ € R, §dixée on a :

C(N)¢M> C¢ dans Lp(X,) powt tout p : 1 <p <+ .

A partir de ce lemme, nous pouvons déduire pour tout p : 1 Sp < + = :

N)

0y 2k, () (K (convention : (L)% = 4))
- C(N)(qub) (Lk¢€ R d'apres 7.1.1)
Move) cokyy o 2KH

P (X,
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Finalement, 1'inégalité 2.1.2 est une traduction de 2.17.4 . o

2.2. Démonstration du_lemme 2.1.1 : Notre démonstration est basée sur le résul-

tat suivant, classique en analyse harmonique :

(2.2.1) vieco®y, Ml AR DI
ol B est 1'opérateur de Cauchy de A, i.e. B = - y-A.

N) < PN

B( est 1'opérateur de Cauchy associ€ a (T,EN)), défini dans § 2.1.

Nous avons maintenant, pour ¢ = F(x(f,),...,x(£)) € R , d'apres le lemme
1 n

1.1.2.1,

m .
~(k)
6= p T x oo xf.)
k=0 k kk

ou les fonctions f k=1, g =1,...,k0 (£ 0o ©St constante) appartiennent
a 1'algebre engendree par {f1 """n}’ et donc a C°o° (]Rd).
N e i . N)
D'aprés la définition des semi-groupes de W-P (Pt)t;O et (Pt )¢ 50
(voir (I.1.3.1)), nous avons :

n
My - I p(k)(BkN)[f ®...®f,])

2 m
@sapres (1.1.2.3) et 2.2.1)) &) 5 pW@ £ @... 05,0 -
k=1

ou B]((N) est 1'opérateur de Cauchy associé a TEN) ®... @T,EN) ,
k fois
B, est 1'opérateur de Cauchy associ¢ a T, @ ... DT,.
S—N
k fois

D'autre part, il résulte de 1'inégalité 2.7.4

(cl'))'1 V™ 6,6 I,

(C')“1 1VECo, ) ”p pour tout 1 Sp < + @

IA

™)
e @l

ou C' =C} dans 2.1.4
ST M
Finalement, le théoreme de convergence sous intégrabilité uniforme entraine :

||C(N)¢ - C<1>||p Y pour tout 1 Sp < + «.

Le lemme 2.1.1 est établi.
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Remarque : Comme :k), est dense dans Dp(L) (1 £p <+ x), d'aprés 1'inégalité de

Sobolev 2.1.2 , nous avons pour tout ¢ € Dp(L) :
Cf) ||C¢|lp < \/1‘(¢,¢)|lp s cp ||C¢|lp (1<p<+w
3. PRELIMINAIRES POUR LE CAS GENERAL.

Jusqu'a la fin de cet article, nous travaillons dans le cadre général intro-
duit dans le premier article :

. (E,0), (Tt)tzO,A,.@,rA(-,-)
- X, By, ool RyTCeye)

outre les hypotheses faites dans § I.2.1 pour (Tt,A,Q), NOuS SUpPpOSONnS encore :
(i) r‘z\(f,f) é% At - 2D 20, vEed

(ii) 1'application (u,v) - AFA(Tuf’TvgJ appartient 2
G, (R, xR~ IP(E,7)) pour tout 1 s p<+w, fg€ @ .

Remarque : (i) est essentielle, tandis que (ii) est une hypothese technique.

3.1.

Proposition 3.1.1 : Sous Les hypothises gaites pour (T t,fD,A), nous avons :

(3.1.1) r2(¢,¢) 9% [Lr(e,d) - 2rie,L¢)] 2 0 pour tout ¢ € R, .
Remarque : La forme bilinéaire 1“2(-,-) sur R xR définie par :
Ty (6s9) = 3 [LT(4,9) - T(o,L4) = T(Lg,0)]

est appelée 1'opérateur carré du champ itéré dans Bakry [1].

le théoreme I1.2.2.1 :

Démonstration : Pour ¢ = F(p(f1),...,p(fn)) € 52, » nous pouvons calculer d'apres

n n
Ly = E.( Af. F.. . £,
¢ 151 10 ) P(A£)) + i,JZ'=1 1J( ) pl( (fl,fJ))
n A
r(¢,¢) = = F, () F, L f.
ije1 b 500 (55,550

(3.1.2) ry(4,9) = % {Lr($,¢) - 2r(¢,L¢)]
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n

A
= F, £
i,§=1 ;1 O) p(rz(fl,fj))
n A .
z F. F. M . .
' i,3,k,e=1 1k( ) JR'( )-plr (fl’fJ)) p(r (fk’fg,))
+ 2 F.() F..() [zp(rA(f FA(f. f-))-p(rA(f. FA(f_ .
ket 10K kit " oty
= 2
& _3F ok
ou F;() = 3, (PE,- - p(ED),  Fys() = 5§;5§5'(p(f1)""’p(fn))-

Maintenant, nous posons :

N

1A
nen = TELED; 5 g
N ‘
2 A
oo = T (fi,fj))

N3 est une matrice n nz, dont 1'élément a la position (i,j-1)n+k)

est FA(fk,rA(fi,fj)) - %-FA(fi,rA(fj,fk)) et définissons le produit tensoriel de

deux matrices M, et M, par :
ma pxq
11 1,n
My My, MM,

Nous pouvons réécrire la formule 3.7.2 en :

p(N,) p(3)
T
(3.1.3) T,(,4) = ve v
pOND) DN ©D(Y,)
o v = (Fy(),een,F () 5 FyyC)yee P O)yee e By O B O

T indique la transposition :
pan™ = pu).

I1 résulte du fait suivant (classique en théorie des matrices) :
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M1 20, M2 2 0= M1®MZzO
nxn nxn
= (M1 + MZ) ® (M1 + MZ) 2 M.] (3] 1\11 + Mz@)M2
que : p(NZ) ®p(N2) 2 p(N1 ® NZ).
Par suite,
J
N Ny T
(3.1.4] F2(¢,¢) 2 ve P T L]
N3 NZ ® N2

D'autre part, pour un polyndme arbitraire G a n variables sans terme

constant, nous obtenons de la méme maniére que ci-dessus :

N N \
A 1 50\t .
r,GHE,,. .., f£),...,6(f,,...,£)) = w- 2 0 (par hypothese)
2 1° ’’n 1 n T 1

Ny N, @,

ol w = (6 (fy,enyf)se,G () 5 Gy y(),een,6

(J)yeeesG (), ,G (D).

n ’"n1 nn

Puisque G est arbitraire, nous déduisons :

N1 N3
20
T
Ny N, ®Ng
d'ou il résulte :

N1 N3

P 20 et r2(¢,¢) 20 d'apres 3.7.4 . ©
T
Ny N, 8N,

Remarque : On peut conjecturer :

v

si Fﬁ‘l(f,f) 0 pour tout feg) ,m=1,...,n ; alors

r (6,4 20  pour tout ¢ € Roetm- 1,...,0.

I1 s'agit ici de calculs compliqués, et nous ne connaissons pas la réponse.

3.2. les martingales fondamentales associées & notre systeme (Pt,L,R).
Comme nous 1'avons déja indiqué dans 1'introduction, notre travail est basé
sur les travaux de Bakry ([1]). Mais on ne peut pas appliquer directement ses résul-

tats a notre systéme (Pt,L,J-\’,), parce qu'en comparaison avec les hypothéses faites
dans [1], il nous manque les propriétés suivantes :
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(i) les éléments de R ne sont pas bornés. Ce fait nous empéche d'apliquer
les résultats de Meyer [6] (surtout le lemme 7, p. 156) qui sont techniquement la
base du travail de Bakry [1].

(ii) v n'est pas une mesure de référence, autrement dit, les ensembles
u-négligeables ne sont pas slirement les ensembles de potentiel nul ; par exemple,
{x € X | x n'est pas une mesure de Radon} est un ensemble p-négligeable, mais
pas un ensemble de potentiel nul (ceci est clair si on regarde la construction du
processus de W-P).

Pour surmontrer ces difficultés techniques, nous allons redémontrer quelques
résultats de [6], convenant a notre systeme (Pt,L,j?/).

Nous désignons par o 1'espace (X xIR)]R“‘, par Yt = (Xt’Bt) 1'application

coordonnée d'indice t sur g, par P’ (, une loi sur X et a > 0) 1'unique

loi sur o telle que :

. (Xt)tgo et (Bt),c > 0 sont indépendants.
. (Xt)tgo est un processus de Markov, de semi-groupe (Pt)th’ de loi
initiale wv.
2
- (B,) est un mouvement brownien a valeurs dans R, de générateur .
t’t20 ’ dtz

(<B,B>t = 2t), partant de a € (0,+=).
L a . a . %x,a
Nous désignons en particulier par P® 1la loi P"»2, par P2 1a loi P %2,

- .
Soit (Pt) t0 le semi-groupe du mouvement brownien (Bt) nous désignons

tz0

par (’I\D't) le semi-groupe produit :

tz0
B, o) - ?
(3.2.1) Pt((x,r),-) = Pt(x,-) o) t(r,-).
Nous allons établir le résultat suivant qui généralise le lemme 7 de [6]
(p. 156) :
Lemme 3.2.1 : Soit u: X xR >R une fonction O x BIR) mesunable.

On suppose que pour t ¢ R fixé, u(.,t) appartient a D1 (L) et 1'applica-
tion t - u(.,t) appartient a Clz) (R » L] (X,u)). Soient a,b deux fonctions

QAL « &(]R)-mesurables de X xR dans R, vérifiant :

a(e,t) Y% L@u( ,t)

(3.2.2)
b(.,t) ¥B-S- th_;(-,t) (au sens de Fréchet dans L'(X,1)) ;
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si on suppose encore que l'application t - a(.,t) appartient a Cb (]R,L1(X,u)),

. . - . - -p.S. —
alors il existe une version ude u (i.e. : vr € R, u(.,r) " B u(s,r) telle
que le processus

t
(3.2.3) u(x,,B.) - Jo fa(xg,Bg) + blxg,B.) ldx

est une Pa—martingale continue.

Cb (R ~ L1 (X,1)), muni de la norme : ||Julj| = sup [julx)|| 1
reR L X,

On calcule (u(r) éu(-,r)) :

T Bum - ue) = t_1[Pt(LR P, (r,ds) u(s) - u@mI=t" [P - u)]
1
+ P,c[t—1(LR .I:t(r,ds)u(s) - u(r))] 'l('t(%%% a(r) + b(x).

Par conséquent :
Y t Y 1
Ptu(r) = u(r) + J Ps(a+b) (r)ds dans L' (X,n)
0]
d'ol il résulte immédiatement que le processus
t
u(xt,Bt) - J (a+b) (xs,Bs)ds
0 ;

est une Pa-martingale (non nécessairement continue).
_ N N - . -,
Prenons u = R)\()\u—a—b)+ - R)\(Au—a-b) (avec la convention -« = 0), ol
Y Y
R)‘()\ > 0) est la résolvante de (’Ixt)t>0' Comme P, est une contraction de

G (R > ! X,u), u e G (R > L1(X,u)) et U =u dans cet espace. Autrement dit,

nous avons :
u(r) = u(r) dans L (X,u) pour tout r ¢ R
u est donc une version de u.

Le théoréme de Fubini entraine que les deux processus (G(Xt,Bt)) et

tz20
(u(Xt,Bt)) ts0 sont équivalents sous la loi P2. Pour terminer la preuve de ce
lemme, il nous reste & établir la continuité p.s. du processus (ﬁ()(t,Bt))t .o Sous
la loi P? = p¥o@,

Posons v_= (u-a-b)* ou (Au-a-b)”, nous choisissons une suite croissante
de fonctions AP« JA(R)-mesurables bornees positives (plps1s telle que

Vh, t vV partout sur X x R.
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N N
D'aprés le lemme de Fatou, R)\ v, * va partout.

Comme dans la démonstration de la proposition I.2.3.1, on peut démontrer que
v
Ry Vn(xt’Bt))th est un processus p.s. continu pour tout P°% (x€X, a € (0,+w)

arbitraire), donc pour la loi P? = pH°2,

_.)\t o

t
A -
D'autre part, Nf: =e R}\ vn(xt’Bt) + JO e S vn(XS,BS)ds est wne P%-

martingale continue positive. Remarquons :
b Aow t s
osM M =e R, V(X_,B,) + J[o e v(Xg,By)
partout sur @ x R, et M € L] .

{Mg,t € [0,T], n =1,2,...} est donc borné dans L1(Pa) pour tout T > O, et en

plus, d'aprés le lemme maximal pour les martingales, M) est une suite de Cauchy

pour la convergence uniforme sur les compacts en probabilité, donc M! > M unifor-

mément en probabilité sur les compacts, donc M est Pa-p.s. continu. En particu-
. Y .

lier, (RA V(Xt’Bt))t;O est un processus continu. o

Remarque : Soit u ume version de u. Nous avons, d'aprés le théoréme de Fubini :

E(XT,BT) = u(XT,BT) Pa-p.s. pour un temps d'arrét 1 du mouvement brownien

(Bt) . Ce fait nous servira beaucoup.

t20

Posons :

(3.2.4) T = inf{t 2 0 : Bt =c} (celR T =T,

Nous allons démontrer :

Lemme 3.2.2 : Soit u : X xR, >R L'une des fonctions suivantes P.o, Qpré
T(Ped,Pud), T(Qus, Q0] 00 ¢ € R,. Alons il existe une version de u, notée
encore u telle que :

Z
(3.2.5) W = ulx

2
/tAt,BtAT) - 4{0 {lu + thu)(xé'BA)dA

504t une Pa-ma/z,tinga,te continue.

Preuve : Choisissons une fonction p : R >R vérifiant :

0 €C(R) avec supp(p) < (e/gs+=) 5 p =1 sur [e,+=)

I1 n'est pas difficile de vérifier a partir des hypotheses faites pour le systeme

(Tt ,d),A) et des résultats du premier article que la fonction pu : X xR >R
définie sur X xR par :
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pux,t) = 0 (t<0) ; =pt) ux,t), tz0
vérifie les hypothéses du Lemme 3.2.1.

Par conséquent, le Lemme 3.2.1 entraine que :

€
= u(X -
My (t/\Te,Bt/\Te) f

est wne P2 -martingale continue.

ta T 2
o (Lu + Dtu) (XS,BS)ds

Prenons une suite (en)ng1 telle que ey ¥ 0 (gn < a). Nous avons :

Nous vérifions d'abord la continuité de (Mltx)t>0 (sous la loi 'Pa), i.e. celle de

(U(Xt /\T’Bt AT))tz 0

I1 est évident que (u(X, B ))

ar'Bta))ts0o ©St continu sur [O’Ten[ U [T,+> ) ;
pour établir sa continuité, il nous reste a démontrer :
a
u()(T ,BT ) > u(XT,BT) P%-p.s.
h tn
(i.e.)
a
(3.2.6) u(xT :en) > U(XT,O) P -p.s.
€
n
Remarquons d'abord
fluX_ ,e) - u 01, o
€ L™ (P
n
< ]|u()(T sey) - ulX, ,0) ”LZ(Pa) + |[u()(T ,0) - ulX ,O)HLZ(Pa)
En €n €n
(1a loi de X sous P* est )
Ten
=HuC-,e) - ul-,0| *lux, ,0) - uX_,0)|| >0
2 b b
n L () e, e
parce que u(-,0) € R, et (u()(t,O))tzo est un processus continu.
I1 reste a choisir une sous-suite de (en)n>1 telle que 3.2.6 soit vraie ;

ainsi, nous avons établi la continuité de (u(X B ))

. pa
t APt AT sous la loi P<.

tz20
tatT tAT

€ €
. . t
Fixons maintenant t € R, Mu n, Mu Pa-p.s. et comme {Mu n,n 1}

[\%
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tATE
M T’»M;‘l dans L'(PB) (n o> + )

(Mfl) est donc une P%-martingale. o

Corollaine 3.2.1 : Soit ¢lx,t) = Qt¢‘ 12 existe une version de ¢, notée encone
9, telle que fLe processus

(3.2.7) Melo) = olx, \ ,B, ) - ¢lx ,a)

504t une mantingale continue (sous La Loi ).

-
Nous désignons par M(¢) la projection orthogonale de M(¢) sur le sous-
espace stable engendré par (Bt), par ' (¢) 1la projection 'verticale'" de M(¢)

sur le sous-espace orthogonal.

Nous avons :
> At
(3.2.8) Mt(¢) = L) D¢ (xS,BS)st
> tat —2
TR OF O N OLCR NI
4 " tat
(5.0.100 M @M@ =2 [ TEDx B,
: 0

Preuve : Parce que L¢ + D,§$ = LO_t¢ + QtC2¢ = 0, d'aprés le Lemme 3.2.2, M(¢) est

une martingale continue, et la formule d'Itd entraine :

taT

(5.2.11) () M($)>, = 2 f (r(5,8) + DE) (x,B,)ds

0

Remarquons que 3.2.9 résulte de 3.7.8 (<B,B>t = 2t), et que 3.2.10
résulte de 3.2.9 et 3.2.11 . I1 nous suffit de montrer 3.2.§ .

Choisissons une fonction g : R >R telle que

L e G (R

+ supp(g) < [e,*o[ ou ¢ Vérifie : O<ex 1/2, ae [25,5—1].

cglt) =t sur [25,9_1] .
Posons u(x,t) = g(t) ¢(x,t). Lemme 3.2.1 entraine que le processus

t

2
u(xt,Bt) - J'O (Lu + Dtu)(xs,BS)ds

est une martingale continue.
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. 2 - 2= - 2
Mais Lu + Diu = g(Lé + D¢) + ¢+ Dg + 2 D,g-D,s

— 2
=¢-D'g+2DgeD3

IA

par suite, pour t Tyge AT g <T!
€

t
2
u(xt,Bt) - [O (Lu + Dtu)(xS,BS)ds

t
= ¢(xt,Bt)Bt -2 fo Dt¢(xs,BS)ds

Par conséquent, le dernier membre est une martingale jusqu'a 1'instant

T, AT _4. 11 en résulte :
2e 8-1

AT, AT 4

3.2.12 <M(¢),B> =2 € D.(x_,B)ds
( ) o tATZFAT€_1 Jo t*ss

En faisant tendre ¢ vers O dans 3.7.72 , nous obtenons :
tat _
<M(¢) ’B>t = <M(¢),B>tAT =2 fo Dtd)(XS,BS)dS.

D'autre part, nous écrivons la représentation comme intégrale stochastique

Hs est la densité de d<M(¢),B>t par rapport a d<B,B>t = 2dt, et HS est

donc égale a (DtE)(xs,Bs). o
3.3. Dans ce paragraphe, nous allons établir la :

Proposition 3.3.1 : Pour toute ¢ € R, 1 < p <+ =, nous avons L'inégalité

sulvante :

1/ > 1/
2 <o Nt 2
(3.8.10 [1<dlto) el 2l €, lloll, < Gyl ggoll, + 11 <lo) i), 21 ).

Remarque : L'inégalité ci-dessus reste encore vraie quand Eﬁ¢) est remplacée par
M'(¢) ou M(4), d'apres 1'égalité 3.3.3 .

Démonstration : Comme Pt est symétrique et markovien dans LZ(X,u), nous avons :

(3.3.2) <C¢,C¢>u = -<¢,Ly> = <r(¢,¢),1>u.

1

D'aprés 3.2,9 et 3.2.10, nous déduisons :
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T
(5.3.3)  B%(o) Mw)>, =2 B f (D9 ~Dy¥) (Xg,B.)ds
0 s°'sS

T
: =2 B2 [o Jx Co + Cp(+,B)du ds

(3.3.2) -
- 28 [ rGDeBa s
0’X

13.3.10)
= B* oM (e), M)>

par suite : =~ B2 <M(¢), M(y)>

N =

E” M (6) M_(y)

N =

(fx oy du - fx 0p0 + O ¥ du)

N —

a
pour tout  ¢,p €3/, ot E? = Ep .

11 résulte de 3.3.3

IA

|<8,05 | 5 1<Quo,Qqp |+ 2/E® <o) v, |

1/ 1/
< |<Q, 0,05 | +2]l o) Me)> 2 | ) Maw)>_ 2l
2a n ) Lp(Pa) ) Lq(Pa)

d'aprés 1'inégalité de Kunita - Watanabe, ol

+

= 1.

gl=
al=

D'autre part, d'aprés 1'inégalité de Burkholder, nous avons :

A

Ty e 2l s c | X, B
“< V), ¢)>m “(l q|zu€p]R lekxt/\T’ t/\T)lh
+

A

Cy IIw(xT)HLq (1'inégalité de Doob)

G0
Cy vl

d'otl Tésulte 1'inégalité de gauche de 3.3.1

Pour établir 1'inégalité droite de 3.3.1 , remarquons que R, est dense dans

LP(X,u) pour tout 1 £ p < + «, NOUS avons donc :
Nl = suw  <o,v> |
k’ vER "

lollgs 1
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1/ a VY
I AR B (OOF: (R N B OORH OB N
livlly=t llwllgs1
> > 1/2
< 1Qqpelly + Cg 11<MCed MCo)>, lg
3.3.1 est établie.

4. INEGALITES DE SOBOLEV POUR LE SEMI GROUPE DE WIENER-POISSON DANS LE CAS
GENERAL.

Nous nous plagons dans le cadre introduit dans le § 3.

¢4.1. Domination de C par r(-,-).

Nous commengons par présenter le résultat suivant dont la démonstration est
empruntée a Bakry [1].

Théonéme 4.1.1 : Sodt 1 < p < + o ; nous avons :

HchIIpéCplIJE(n-) ¢ € R

ol Cp est une constante positive univernselle.

o

Démonstration : Prenons u(-,t) = F(Qt¢,Qt¢) ; nous calculons d'aprés le Lemme

ﬁU
c
I

= 2r(Q.9,Q.C¢)

=
=
[

20 = 2(QuCe,Q.C) + 2r(Que,Q,C20)

2
Lu + Dfu = 2r(Q.Cy,Q.Ce) + 2r,(0,9,0,4) 2 2r(Q.Cs,0,C4) 2 O.
D'aprés la Proposition 3.2.1, le processus,

Z, = u(

¢ )

X, B
tAaTt  tAT
est une sous-martingale positive avec la décomposition de Doob-Meyer :

Zt = B% + At

N taT 2 taT
ou A = JO (Lu + Dtu)(xs,BS)ds 22 (0 F(Q-C¢,Q-C¢)(xs,Bs)ds

= <M*(C¢),Mf(C¢)>oo (d'aprés 3.2.10 ).

I1 résulte de 1'inégalité 3,3.7 (pour M¢(C¢)) que :

1/
o1l = Cllagael, = I8 @) At ccor> 2l
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¢ 12
- ¢, cloyonl #1182

En faisant tendre a vers + « , d'aprés 1'inégalité 3.4.Z , nous avons :

-1
l10,5C8ll, s C;(22) Tell, > O-

1/
I1 nous reste a estimer : [[A 2|[p

Pour deux temps d'arrét bornés S,T : S< T, on a :

E(Ap - AQ) = E(B, - 3) s 5[21 1[S<T]]

*
ol Z1 = sup Zt, d'aprés le Lemme de Lenglart - Lépingle - Pratelli, nous déduisons :
t<T

(4.1 EAlsc E@D VO<q<+oa

Considérons le processus (\/Z_t) Qs qui est aussi une sous-martingale positive
d'aprés [1]. D'aprés 1'inégalité de Doob, nous avons :
<P/ ?/2 /2

C, E2 '?<CcEz *=¢C r(4,

v/
EA 2

A

car la loi de XT est u. o

4.2. Majoration de \/1:(-,-) par C

Nous présentons dans ce paragraphe 1'autre moitié de 1'inégalité de Sobolev ;

la démonstration est tout-a-fait identique a celle domnnée en [1].

Thégneme 4.2.1 : Soit p > 2. Pour tout ¢ € R, vérnifiant :

2
(2.1 g EHul 0 a4

nous avons

(4.2.2)  |IVkls,0lll,

Remarque : Lorsque ¢ € LZ(X,u) vérifie 4.2.1 on dit que ¢ est sans partie

IA

Cc ||IC .
pll oll,

invariante.

Conolhaire 4.2.1 : (4) quand A(E) < + «, &4 on suppose
2

(4.2.3) T4 ELEl g (t>+e  vie d

alons L'indgalite 4.2.7 est vhaie pour tout o€ R

(i4) quand A(E) = + =, 84 on suppose

2
(4.2.4) T4 FEW, o (s vie D
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L'inégalité 4.2.2 a Lieu aussi powr tout ¢ € R .

Preuve : (i) v¢ € R :

m
n .
o= T 3 )(fn,1®... ®f ) ru@), ot £ el

m
Posons : ¢ -u() + £ PUOE, D@ @AE Ne n P,
n:‘l b b 1§p<+°°

D'aprés notre hypothese, nous avons :

2
Pt(¢ - 4)00) —L—(X—’ul> 0 (t > + )

2
= Qt(¢ - ¢m) L—(XLQ> 0 (t » + ») d'aprés la définition de Qt'
D'autre part, d'aprés la définition du semi-groupe de W-P (Pt) t » 0> Dous avons
aussi : Pt‘% =9, d'ol il résulte : Lg = Co, =T(_,¢) = 0.

Finalement, v € R , 1'inégalité 4.2.2 entraine :
= - - < C_||C(¢- =C_||C
Il\}f(¢,¢)llp Ve Co-o_,0 ¢m)llp < pll (¢ ¢w)||p pIl ¢>llp
(ii) Dans ce cas-la, nous obtenons :
Pt(¢-u(¢)) + 0 dans LZ(X,u) lorsque t + «
ce qui implique :
Q(o-u(9)) » 0 dans LP(X,u)  (t > ).
Une application de 1'inégalité 4,2.2 a ¢-u(¢), nous donne le résultat.

Remarque 1 : Les conditions 4.2.3 ou 4.2.4 expriment justement 1'ergodicité du
semi-groupe (Tt)t 50

Remarque 2 : En supposant 1'ergodicité du semi-groupe (Tt) ¢ Q» TOUS avons :
C'|lc < , < C 2
5 1Celly Ve Co )l = ¢, [1Coll, (pz2)

pour tout ¢ € DP(L), parce que R est dense dans Dp(L).

4.8. Nous terminons cet article en présentant une application des résultats
généraux précédents.
. _nd p(2) N o d .
Prenons (E,A) =(R,e dz) ol p € C(R7) avec :

[vo(z)] = CC1 + |z]).
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Cette condition assure que la diffusion de générateur
A=A+ vypey , dans Rd n'explose pas.

Soit (Tt) le semi-groupe de la diffusion précédente, nous pouvons vérifier
d'aprés la relation de Kolmogorov que (T{) est symétrique dans LZ(E,A), par

suite, A(dz) = ep(z)dz est une mesure invariante pour (Tt)).
Prenons 5) = C: (]Rd).

Quand p est concave, on peut vérifier :
M, 2 0 vEec ('

D'aprés la théorie générale des diffusions (nous n'entrons pas dans les dé-
tails voir [9]). Nous pouvons vérifier les autres hypotheses techniques y compris
1'ergodicité de (Tt)).

Finalement, 1'inégalité de Sobolev pour le semi-groupe de W-P associé a (Tt)
(Théoréme 4.1.1 et Corollaire 4.2.1).
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