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INEGALITE DE SOBOLEV SUR L’ESPACE DE POISSON

Liming WU(*)

0. INTROVUCTI0N. 
’

Sur l’espace de Wiener, l’inégalité de Beyer pour le semi-groupe d’Ornstein-
Uhlenbeck est bien connue [7 ]. Elle constitue la base de la théorie des espaces de

Sobolev sur l’espace de Wiener.

Cet article a pour but d’établir cette inégalité pour le semi-groupe de
Wiener-Poisson (P..)..~~ sur l’espace de Poisson, introduit dans l’article précé-
dent.

Nous continuons à employer les notations du premier article. et ajoutons un

symbole "I" pour référer à ses résultats, par exemple : § 1.2.1, Lemme 1.1.2.1,
Théorème 1.2.2.1, (1.2.2.5) etc.

Précisément, nous allons établir l’inégalité suivante pour le semi-groupe de

Wiener-Poisson (Pt) :

(0.1) Cp C p (1  p  

où C est l’opérateur de Cauchy associé à L ; c’est-à-dire le générateur du semi-

groupe de Cauchy associé à (Pt) ; Qt est défini par :

(0.2) 
+

et la famille est caractérisée par :

( 0. 3 ) Ps * u - t 
= 

Il est clair que CQt) est aussi un semi-groupe symétrique markovien dans

.

Cet article est divisé en deux parties :

Dans la première partie (§ 1 et § 2), on établit l’inégalité de Sobolev (0.1)

pour le semi-groupe de Wiener-Poisson associé au semi-groupe (Tt) du mouvement

brownien dans ]Rd. Pour ceci, on établit d’abord (0.1) pour le semi-groupe de W-P

associé au mouvement brownien sur le tore (voir § 1), puis on approche R avec

les tores 
Rd/2N Z

d 
n- d. 

Cette idée a été proposée par P.A. Meyer.

(*) UNIVERSITE PARIS VI - Laboratoire de 4, place Jussieu - Tour 56

3ème Etage - 75252 PARIS CEPEX 05
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Dans la deuxième partie (§ 3 et § 4), on travaille dans un cadre général.
L’hypothèse essentielle faite pour (Tt ,A,0) est la suivante :

(0.4) 0393A2(f,f) 1 2 [A0393A(f,f)-203932 (f,Af)]~ 0, ~f ~ D.

Sous cette hypothèse, on établit dans la Proposition 3.1.1 : :

(0.5) 1 r~(~) = ~ [Lr(~~~) - 2r(~,L~)] >-_ 0.

Dans son travail concernant la transformation de Riesz pour les semi-groupes
symétriques, Bakry [1] a établi l’inéalité (0.;) en supposant (0.5) et plusieurs
hypothèses techniques (pour appliquer les résultats de Meyer [6]) qui ne sont
malheureusement pas vérifiées par notre système 

Le paragraphe 3 est consacré’ à des préliminaires nécessaires à l’application
de la méthode de Bakry [1], puis dans le paragraphe 4, nous établissons l’inégalité
de Sobolev ( 0 ,1 ) .

Indiquons grossièrement l’histoire de l’inégalité (0.1) :

(D pour le semi-groupe du mouvement brownien dans R , ou dans un groupe
de Lie localement compact, (Oj) est établie par Stein ([8], 1967-1970) ;

(?) pour le semi-groupe de convolution dans lRd, elle est établie par P.A.
Meyer ( [ 6 ] , 1973) ;

0 pour le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck sur l’espace de Wiener, elle est
établie par P.A. Meyer ([7], 1982) ;

O pour le semi-groupe symétrique de diffusion vérifiant r2(~,~) >__ 0, elle
est établie par Bakry [1] ] ; et dans un travail à paraître, il a relaxé la

condition précédente pour le semi-groupe du mouvement brownien sur une
variété. .

1. . L’INEGALITE DE SOBOLEV SUR L’ESPACE DE POISSON ASSOCIE AU 

1.1. Nous commençons par l’espace de Poisson sur le tore. Dans ce cas parti-
culier, les idées sont claires, et il est facile d’établir l’inégalité (0.1) ) à par-
tir des résultats connus pour le mouvement brownien sur le tore ([1], [8]).

Soient E le d-tore (N un entier > 0, on peut considérer E

comme [-N,N]d), = dz la mesure de Lebesgue sur le tore E. Soit (T ) le

semi-groupe markovien de générateur A, où A est l’opérateur laplacien sur le tore.

Comme À(E) = (2N)d  + co, si (X,u) est l’espace de Poisson sur

alors :

E X/x(E) = = 0
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et par conséquent, nous pouvons nous placer sur (x e X/x(E)  + ce) , qui sera
noté encore par X simplement.

Nous introduisons maintenant, un espace intermédiaire (Î, défini comme

suit:

. ij En où ( à ) où ~ ~ E
n=0

. Éé° = a (À la tribu borélienne/n=0,1 2 , ... )

et  est la mesure de probabilité sur (, °) définie par:

§ (E° ) = 

( l , l , l )
A 

. 

-X (E)
(1.1.1) {(Eo) = e-03BB(E)

= e-03BB(E) n! 03BB(A1)...03BB(An)(A1 ...  An) = e-03BB(E) n! 03BB(A1)...03BB(A n)

où Ak e J% E> .

Considérons l’ application suivante a 1 1 + X :

~ 
n

= z , si À = (z ~ , ... , z~)
k=1 k n

qui est â°/a°-mesurable et satisfait a (1) = X (à cause de la convention ci-

dessus). Il est facile de vérifier:

[ 1 , 1 . 2 ) v * 

1 . 2, Nous nous restreignons dans ce paragraphe à l’espace intermédiaire

(1, à>1) .
soit 

0 
le semi-groupe de noyaux markoviens de 1 dans 1, tel que

1) En est une classe invariante pour t
ii) t|En = Tt~n.

Evidemment, t est symétrique dans L2 (,).

Posons: = 03C6 :  ~ IR |03C6ÎE É , 1  n LP 1 , § >03C6,L03C6,L(L03C6),...~ Lp(,)}

où É est le générateur de (t)t~0, i§ est défini par :

= 

où 0394n est l’opérateur laplacien sur En (C ’est aussi le générateur de n)t~ 0)
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Nous adoptons les notations suivantes : F(-,’),C,D (L) qui ont le même sens

que r(’,-),C,D (L), mais sont relatives à (t)t~0.
Nous allons établir la

?.2J : : (i) J 
i +m 

P (), est stable par L, , et pour

?  p  + nous avons l’inégalité de. Sobolev suivante :

f~~~) ~ c~c~~ ~ ~7)!!~~ !!c~~v~~ ~
c’ù C p, C’p sont des constantes positives dépendant seulement de. p.

J de- , si nous définissons r (.,.)  par :

(?.2.3) J ~ ~~~’ J " ’’~’ J( ~~~~’ J = ~’~(~~) - r~(~) - r~f~~)) J
alors m(03C6,03C6) ~ 0, ~ m = 1,2,..., 03C6 C pour tout y  jo  + co, , 

lité suivante a lieu :

’~-" j ~tjc%!~~r,~,)j!~c~ 
p u 

sont des constantes positives dépendant seulement de m et p.

Pour établir ces résultats, il nous faut rappeler l’inégalité du même type
pour le semi-groupe du mouvement brownien sur le tore E = ]R~/ / 2N :

Lemme y. 2 J : : Soit B l’opérateur de Cauchy A ; ; pour 1  p  + ~,

w = ~2,~. : :

v.c-.,, c..~!~,~~~.~~~.e,~~~~~ J
~ ~~’~ p ~~~ ~~ de "p e~ ~". °

03930394m(.,.) 1 se définit de la même manière que r (’,-) J (voir (y.2.3)).

Remarque : Nous désignons par V = (3~...,~) le gradient sur le tore, il n’est
pas difficile de vérifier que

f?.2.5) 03930394m(f,g) = 
k1 ’ ° ’ 

3 

(k1 , ’ ’ 
,

où 3 
(kl ’ 

’ ° ° ,km) f = (...~kmf)...).
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Le résultat du Lemme 1.2.1 1 est bien connu : lié à la transformation de Riesz

il a été établi par Stein [8] (voir aussi [1]).

:

(i) pour chaque {) e à, (h ) ~ C°°(E~), si on regarde localement :

(03C6)|En 
= A ((f)..) où A est le laplacien sur En 

2N ..

Puisque L~ ~ n on en déduit immédiatement : :

~ ~ D P (L).

La stabilité de J~ par L est évidente.

Ensuite, nous calculons, d’après la construction de notre espace intermédiaire

(X,) :

p(03C6,03C6)d =  En ((03C6,03C6)|En dz1...dzn.e-03BB(E) n!

= En[0393 0394n(03C6|En]p dz1...dzn.e -03BB(E) n!

d’autre part, puisque E~ est une classe invariante pour on a aussi :

(C(()), ) E~ 
= B ), où B est l’opérateur de Cauchy associé à = -B/~). Le

même calcul que le précédent donne :

l03C6lp d =  e-03BB(E) n! En
| Bn (03C6|En)|p dz

1
... dzn.

Finalement, nous appliquons le lemme 1.2.1 1 à ces deux formules et obtenons

l’inégalité (?.2.2).

(ii) L’inégalité (?.2.4) J résulte du même raisonnement.

Remarque : . Dans la démonstration ci-dessus, le fait que les constantes dans l’iné-

galité du Lemme 1.2.1 i dépendent seulement de p et m indépendant de

= 1,2,...)) joue un rôle tout-à-fait essentiel. C’est pourquoi nous soulignons

toujours que les constantes sont universelles.

~. Dans ce paragraphe, nous allons traduire les inégalités de Sobolev pour

o 
en inégalités de Sobolev pour le semi-groupe de W-P 

Nous énonçons d’abord le : :
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Théorème ?.3J : : Soit (X,p) J de. Poisson sur fe. tore (E,03BB) J = (IRd/2N
(Pt)t~0 le semi-groupe de. W-P associé au semi-groupe (Tt)t~0 du mouvement

brounien sur le tore .

Alors, sur l’algèbre de bonctions-test:

bi ~ C~ ( E ), i = 1, ..., n}

,x(bn )|
F un polynôme }

nous avons les inégaliés de Sobolev suivantes (? 1  p  + oo)

~) ~ c~!c~~!!B/F[~7)!~ c~!~~~ 
(ii) si on choisit r (.,.) sur R x R de la même manière que r (’,’) i

(f7.2.3)), , :

0393m(03C6,03C6) ~ 0 et pour tout 03C6 e R :

c~!!c~!~!!/r~~)!!~c~!!c~~ , .= ~~.

oa C p,C’p,Cm, p,C’m,p sont de6 constantes positives universelles.

~ ~ 
n

Démonstration : Rappelons la définition 03C3 : X ~ X (x = (z1,...,zn) ~ z 6 ) ;~~~~~~~~ ~~~~ ’ ~ 
k=1 ~k

si nous désignons par (x ) le processus de Markov, de semi-groupe (P.), alors
(o(x~))~o est, d’après (1.2.1.5), le processus de Wiener-Poisson.

A chaque fonction ~ : X ~R, nous associons une fonction 1 : X -~]R définie

par : (j!(x) = 03C6(03C3). En tenant compte du fait ci-dessus, nous pouvons obtenir :

~03C6 ~ R : Pt03C6 = t et  ~ (diaprés la définition de R et )
d’où il résulte :

= 0393(03C6,03C6) = (,) = 0393m(03C6,03C6) = ? (,)
Finalement , le fait que p = o-p et la proposition 1.2.1 1 entraînent

"’~~.~~~p~
- "~~’~,
~’"~-"~"~..
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Le théorème est démontré.

Remaraue : Comme C~ (E) est dense dans p (0394) pour tout p : 1 ~ p  + ce , d’après

le théorème I.2.2.1, ~ est dense dans D 
P 
(L) pour tout p : 1 ~ p  + Par

conséquent, les inégalités de Sobolev dans le théorème 1.3.1 1 sont vraies pour tout

.

2. , INEGALITE pE SOBOLEV POUR LE SEMI-GROUPE DE WIENER-POISSON ASSOCIE AU MOUVEMENT

BROWNIEN ’DANS 

- 

.

2,Z, Dans toute cette section, nous nous plaçons dans le cas où (E,~) =(lRd,dz)
(T ) est le semi-groupe du mouvement brownien Rd (de générateur à)

D = C~o (Rd).
Soit { (X,u), (P ) ,L,JZ} le système associé à (T ) - > ,o, 

nous recopions la formule (I.2.2.1) : :

~~ = E. JZ

n n

(2.1.1) L03C6 =  Fi(p(f1),...,x(fn))p(0394fi) + F 1 Fij(p(f1),...,p(fn))p(~fi.~fj).

Nous commençons la discussion en présentant le :

Théorème 2.1.1 1 : Définissons rm ( ., . ) ] sur R x R par :

03931 (03C6,03C8) = 0393(03C6,03C8)

1 [L0393m(03C6,03C8) - 0393m(03C6,L03C8) - 0393m(L03C6 03C8)], m >-- 1

’ r m (03C6,03C6) J >__ 0 et de Sobolev suivante a :

(2.1.2) j p ‘-- ~ rm ~~~) Il p ‘-- C 
rn,p 

, m = 1~2,... ; ; 1  p  + ~. .

où des constantes positives universelles.

Démonstration : i L’idée essentielle consiste à approcher 1Rd par le tore

(N = 1,2,...). °

Fixons § = F R , choisissons Un entier No > 0, tel que pour

tout ]-N,N[ d (puisque f k E C~o(Rd)).o 
k=1 

k 
.

Soit le semi-groupe sur Rd tel que :

- la restriction de au tore est le semi-groupe du mouvement
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brownien sur le tore

- la restriction de TNt à [-N,N]d est l’opérateur identité.

Soit (P(N)t)t~0, L (N) , ( ., .), C (N) } le système sur i’esPace de Poisson 

associé à (T(N), où est l’opérateur de Cauchy associé à o.

D’après la formule 2,1.1 i (voir également (1.2.2.1)), on peut affirmer que

pour 03C6 ci-dessus :

(2.1.3) 

L 03C6  = L (N)
03C6, Lm 03C6 = (L (N) )m 03C6

0393(03C6, 03C6) = 0393(N) (03C6,03C6), 0393m (03C6, 03C6) = 0393 (N)m (03C6,03C6) .

Il est facile d’établir l’inégalité suivante, à partir de l’inégalité de

Sobolev pour le semi-groupe de W-P associé au mouvement brownien sur le tore

(Théorème 1.3.1) : :

(2.1.4) > 

Pour établir l’inégalité de Sobolev 2.1.2 , nous considérons deux cas :

Premier-cas : m est pair.

En remarquant que C2 - L. Nous avons donc dans ce cas :

(C (N) )m~ _ C-1)m/2 (L (N) )ml2 ~ _ Lm/2 ~ = 

Par suite, 2.1.3 et 2.1.4 entraînent 2.1.2.

Deuxième cas : m = 2k+1 où k = 0,1,2,....

Nous allons utiliser le lemme suivant dont la preuve est donnée dans le pro-
chain paragraphe (§ 2.2).

Lemme 2.1.1 : : Pour 03C6 E R fixée on a : :

C (N)03C6 (N~+~) > C03C6 dans Lp (X, J pour tout p . . 1 s p  + 

A partir de ce lemme, nous pouvons déduire pour tout p : 1 ~ p  i

(C(N))2k+1~ = C(N)[(L(N))k~] (convention : (L(N))o~ _ ~))
- C ~) (Lk ~ E ,2 d’ après 2 .1.1 )

C2k~ 1 ~
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Finalement, l’inégalité 2.1.2 est une traduction de 2.1.4 . . o

2.2. : Notre démonstration est basée sur le résul-

tat suivant, classique en analyse harmonique :

( 2 . 2 .1 ) J > Bf

où B est l’opérateur de Cauchy de A, i.e. B = - 

B (N) est l’opérateur de Cauchy associé à (T(N)), défini dans § 2.1.

Nous avons maintenant, pour § = E Jt, , d’après le lemme
I.1.2.1,

03C6 = (k)(fk  ... X f )

où les fonctions fkQ (k = 1,...m ; Q = 1,...,k) (foo est constante) appartiennent

à l’algèbre engendrée par { f , ... , f } , et donc à C~ ( lRd) .

D’après la définition des semi-groupes de W-P (P ) > et (P~ ~o
(vo ir (1.1.3.1)), nous avons :

. 

C(N)03C6 = (k)(B(N)k[fk1 ~ ... 

(d’après (I.1.2.3) et (2.2.1)) > 

1 
® ... © - C

où est l’opérateur de Cauchy associé à Tt) ® ... ® 

Bk est l’opérateur de Cauchy associé à Tt ® ... 0 Tt.

k fois

D’autre part, il résulte de l’inégalité 2.1.4 :

i 

= 
1 

pour tout 1 s p  + ce

où = dans 2.1.4 . .

Finalement, le théorème de convergence sous intégrabilité uniforme entraîne :

-~ 0 pour tout 1 __ p  + ce.

Le lemme 2.1.1 1 est établi.
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Remarque : Comme R est dense dans D (L) (1  p  + ce) , d’après l’inégalité de

Sobolev 2.1.2 , nous avons pour tout ~ ~ p(L) : :

r (~ ~~) ~~ ‘ p ( 1  p  + ce)

3. . PRELIMINAIRES POUR LE CAS GENERAL. .

Jusqu’à la fin de cet article, nous travaillons dans le cadre général intro-
duit dans le premier article :

. (E,~), 

~ (X~u), 0’ L , ~ , r C . , . )
outre les hypothèses faites dans § I.2.1 1 pour (Tt,A,~), nous supposons encore : °

(i) 1 ArA(f,f) - 0, df E ~

(ii) l’application (u,v) + appartient à

C- - b + LP(E,À) ) pour tout 1 __ p  + ~ ~ f,g F 

Remaraue : (i) est essentielle, tandis que (ii) est une hypothèse technique.

3.1. .

3.1.1 1 : Sour les hypothèses faites pour (1 , D,A), nous avons :

(3.1.1) i 03932(03C6,03C6) 1 [L0393(03C6,03C6) - 20393(03C6,L03C6)] i ~ 0 pour tout 03C6 ~ R.

Remaraue : La forme bilinéaire r 2 C . , . ) sur R  R définie par :

r2(~~~G) = 2 1 [Lr(~~V~) - r(~~LV~) - r(L~~V~)] i

est appelée l’opérateur carré du champ itéré dans Bakry [1].

Démonstration : t Pour ~~= E ~ , nous pouvons calculer d’après
le théorème I.2.2.1 : :

L03C6 = 
1 

Fi( ) + 

=1 1 
Fi. ( ) p(1’A(f.,f .))

n

0393(03C6,03C6) = F 
* 1 

Flo() F.( ) 

(3.1.2) J 03932(03C6,03C6) = Z [L0393(03C6,03C6) - 20393(03C6,L03C6)]
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- . ~ n Fi( ) p(r2(f.,f.))
l~j-1 

1 J

+ ~ n F. ( )F. ( ).p(r A (f. ,f.)) p(rA(f ,f ))
i,j,k,Q=1 

lk JQ i ~ k Q

+ i, j n ~ ,k=1 1 F. 1 ( ) FJ.k() (2p(rA(f k ,rA(f.,f.)) i J 

A 

J k ))~

,aF a2F
ou Fi( ) - ay. (p(f1),...,p(fn)), Fij() = 

~yj~yj (p(f1),...,p(fn)).
1 1 J

Maintenant, nous posons:

N1 _ A
n n 

= 

 = (0393 A(fi,
fj))

N 3 est une matrice n n2, dont l’élément à la position (i,j-1)n+k)

est 2 et définissons le produit tensoriel de

deux matrices M1 et M2 par:

mXn pX~

11 1,n
M1 .MZ,...,M1 ’M2
: :

M1 ® M2 = . . ~

f~’ 1 .~~ , ... , mn X nQ

Nous pouvons réécrire la formule 3.1.2 en :

13.1.3j r 2 (03C6,03C6) 
= v’ 

p (N1 ) p (N3) 

) ,vT03932(03C6,03C6) = v.

p (N3) p (N2) ~ p (N2)
où v = (F1 ( ),...,Fn( ) ~ F11 ( ) ~...,Fln( ),...,Fn1 ( ),...,F~( ))

T indique la transposition:

p (M) 
ij = p (Mi j) .

Il résulte du fait suivant (classique en théorie des matrices) :
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M1 >_o, M2 >_o~ 
nxn nxn

~ CM1 + (r~1 + r~2) >-_ M1 0 rv1 + rv2 © r~~2

que : p(N2) ® p(N2) >__ p(N1 (2) 

Par suite,

(3.1.4) 03932(03C6,03C6) ~ 03BD. p

N1 N3 .03BDTNT3 N2 ~ N2

D’autre part, pour un polynôme arbitraire G à n variables sans terme 
’

constant, nous obtenons de la même manière que ci-dessus :

rA(G(f 2 1 ,...,f n ),...,G(f 1 ,...,f n )) - M.{ /~1 ~3 , T >__ 0 (par hypothèse)

N2

où w = (G1 (fl,..., n),...,Gn( ) ; G11 ( ),...,Gln( ),...,Gn1 ( ),...,G~( )). °
Puisque G est arbitraire, nous déduisons : 

_

N1 N3 ~ 0
Nj 3 

r° 0

d’où il résulte : 

p N1 N3? 0 et 03932(03C6,03C6) ~ 0 d’après 3.1.4 . o

NT3 N2 ~ N2

Remarque : On peut conjecturer :

si 0 pour tout f ~ D , m = 1,...,n ; alors

0393m(03C6,03C6) ~ 0 pour tout  E Jv et m = 1,...,n.

Il s’agit ici de calculs compliqués, et nous ne connaissons pas la réponse.

3. 2. Les martingales fondamentales associées à notre système 
Comme nous l’avons déjà indiqué dans l’introduction, notre travail est basé

sur les travaux de Bakry ([1]). r~ais on ne peut pas appliquer directement ses résul-
tats à notre système parce qu’en comparaison avec les hypothèses faites
dans [1], il nous manque les propriétés suivantes :
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(i) les éléments de J. ne sont pas bornés. Ce fait nous empêche d’apliquer
les résultats de Meyer [6] (surtout le lemme 7, p. 156) qui sont techniquement la
base du travail de Bakry [1].

(ii) p n’est pas une mesure de référence, autrement dit, les ensembles

-négligeables ne sont pas sûrement les ensembles de potentiel nul ; par exemple,
{x E X ] x n’est pas une mesure de Radon} est un ensemble -négligeable, mais
pas un ensemble de potentiel nul (ceci est clair si on regarde la construction du

processus de 

Pour surmontrer ces difficultés techniques, nous allons redémontrer quelques
résultats de [6], convenant à notre système 

Nous désignons par n l’espace (X par Y - (X ,B ) l’application

coordonnée d’indice t sur n, par (v une loi sur X et a > 0) l’unique
loi sur 03A9 telle que :

~ (Xt)t >__ 0 et (Bt)t >__ 0 sont indépendants. °

’ est un processus de Markov, de semi-groupe 0, 
de loi

initiale B).

. (Bt)t >_ 0 est un mouvement brownien à valeurs dans lR, de générateur 

(B,B>t = 2t), partant de a E (0,+co). 
s

Nous désignons en particulier par Pa la loi par Px’a la loi P x’a.

Soit (t)t~ r) 
le semi-groupe du mouvement brownien p, 

nous désignons

par le semi-groupe produit :

(3.2.1) J = P~(x,.) 0~(r,.).
Nous allons établir le résultat suivant qui généralise le lemme 7 de [6]

(p. 156) : :

Lemme 3. 2.1 i : Soit u : : X x IR une fonction 03B1° x B f 1R 1 mesurable.

On suppose que pour t ~ R fixé, u(.,t) appartient à D1 eL) et l’applica-

tion t -~ u(.,t) appartient à c; CF. + L1 (X,u)). Soient a,b deux fonctions

C~? x .~J (R) -mesurables de X X lR dans lR , vérifiant :

(3.2.2) ~ 
~ a(.,t) ° 

L(u~ ( ,t))

(3.2.2) 

/ b(.,t) u-.s.
° D2 ( , t ) (au sens de Fréchet dans L1 (X,u)) ; j
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si on suppose encore que l’application t ~ a(-,t) appartient à C (]R,L~(X,p)),
alors il existe une version u de u (i.e. : vr pR, u(.,r) ~"P’~’ ° u(.,r) telle

que le processus

(3.~.3) J 

est une Pa-martingale continue.

Preuve : On considère comme un semi-groupe de contractions, dans

C~ OR + iJ (X,p)), muni de la norme : = sup ~ 
.

On calcule (u(r) = u(.,r)) :

t-1(tu(r) - u(r)) = t-1[Pt(IR Pt(r,ds) u(s)) - u(r)] = t-1[Ptu(r) - u(r)]
+ Pt[t-1(IRPt(r,ds)u(s) - u(r))] i L1(X, ) (t ~ 0) a(r) + b(r).

Par conséquent :

=u(r) + t0s(a+b) (r)ds dans L1(X, )
d’où il résulte immédiatement que le processus

u(xt,Bt) - t0 (a+b)(xB Jds
est une P -martingale (non nécessairement continue).

Prenons u = R 03BB(03BBu-a-b)+ - R 03BB(03BBu-a-b)- (avec la convention ~-~ =0), ’ où

R03BB(03BB > 0) est la résolvante de Comme t est une contraction de

C~ (R -~ L (X~p)~ u e C~ (R ~ L (X.p)) et u = u dans cet espace. Autrement dit,
nous avons :

u(r) = u(r) dans L (X,~) pour tout r e R

u est donc une version de u.

Le théorème de Fubini entraîne que les deux processus et

(u(X~,B~))~~~ sont équivalents sous la loi P~. Pour terminer la preuve de ce

lemme, il nous reste à établir la continuité p.s. du processus sous

la loi P~ = 

Posons v= (~u-a-b) ou nous choisissons une suite croissante
de fonctions 03B1° B(IR)-mesurables bornées positives i , telle que

v partout sur X x R.
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D’après le lemme de 03BB vn ~ 03BBv partout. °

Comme dans la démonstration de la proposition I.2.3.1, on peut démontrer que

(03BB vn(Xt,Bt))t~ 0 
est un processus p. s. continu pour tout (x E X, a E 

arbitraire), donc pour la loi pa = 

D’ autre part , ’ e-03BBt v n( X t’ B t) + t0 e-03BBs vn(Xs,Bs)ds est une P a-

mart ingale continue positive. Remarquons :

partout sur s~ x et M t E L 1 ( pa) .

F [O,T], n = 1,2,...} est donc borné dans pour tout T > 0, et en

plus, d’après le lemme maximal pour les martingales, est une suite de Cauchy
pour la convergence uniforme sur les compacts en probabilité, donc I~~ + Ni unifor-

mément en probabilité sur les compacts, donc M est continu. En particu-

lier, (03BB v(Xt,Bt))t~ p 
est un processus continu. o

Remarque : Soit û une version de u. Nous avons, d’après le théorème de Fubini :

ü(X ,B ) = u(X ,B ) pour un temps d’arrêt T du mouvement brownien
T T T T

0’ 
Ce fait nous servira beaucoup.

Posons :

(3.2.4) Tc 
= 0 : Bt = Ci (c T = 

To .

Nous allons démontrer :

Lemme 3 . 2 . 2 : Soit u : : X x lR+ ~ IR l’une des fonctions suivantes Pt03C6, Qt,03C6
> l E ~, . ° .~ une de u, notée

encore u que :

(3.2.5) > M_ U. = 

03C4, Bt^ T 
) - (Lu + 

une Pa-martingale continue .

Preuve : Choisissons une fonction p : lR vérifiant :

p F C (R) avec supp () ~ (~/2,+~) ; § p 
= 1 sur [~,+~)

Il n’est pas difficile de vérifier à partir des hypothèses faites pour le système

et des résultats du premier article que la fonction pu: X x 

définie sur X X 1R. par :
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pu(x,t) - 0 (t  0) ; § = p (t) u(x,t) , t >__ 0

vérifie les hypothèses du Lemme 3.2.1.

Par conséquent , le Lemme 3.2.1 1 ent raîne 

n T£, B t n T£ ) - t^03C4~0 (Lu + 

est une Pa-martingale continue.
Prenons une suite (£n)n > 1 telle que 0 (En  a). Nous avons :

T fi T.

~n

Nous vér if ions d’ abord la cont inuité de (Mû) t > 0 ( sous la loi Pa) , i . e . celle de

> 0.

Il est évident que (u(X t n T’Bt n T ) ) t >__ 0 
est continu sur [ U [T,+~ ) ; ’

pour établir sa continuité, il nous reste à démontrer :

u (X ,B ) ~ u (X ,B ) 
T T T T

En En

(i.e. )

(3.2.6) u(XT ,en) ~ u(XT,O) 

Remarquons d’abord :

~u(X03C4 ~n,~n) - u(X03C4 ,0) ~
2 a >

‘-- ,0) ~ 2 a + ,0) - u(XT ,0) ~ 2 a

en en L (P ) En 
~ 

L (P )

(la loi de XT sous Pa est u)
En

_~ E~ u(. ~rn) - u(. ~0) ~~ 
L 
2 
(u) 

+ 

en 
~0) - ~~ 

L 2 (P ) a 
-~ 0

parce que u(.,0) E ~ et 0 
est un processus continu.

Il reste à choisir une sous-suite de 
1 

telle que 3.2.6 soit vraie ;

ainsi, nous avons établi la continuité de 
T T))t > 0 sous la loi Pa.

tnT tnT

Fixons maintenant t E lR , M 
£n 

-~ Mt et comme {M 
e n 

n >-_ 1 }+ u u u ’ "
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tnT

M E n -~ r~ dans 

est donc une Pa-martingale. a

3.2.? : : Soit 03C6(x,t) I = Qt03C6. It existe une version de 03C6, notée encore

03C6, telle que le 

(3.2.7) 

une continue (sous la loi Pa).

Nous désignons par M(03C6) la projection orthogonale de M(03C6) sur le sous-

espace stable engendré par (Bt), par T4~(~) la projection "verticale " de M(({))

sur le sous-espace orthogonal.

Nous avons :

(3.2.8) 
0 

Dt03C6 (xs,Bs)dBs

(3.2.9) M(03C6),M(03C6)>t = 2 t^03C40 (D t 03C6)2(x s B s ) ds

(3.2.1d) M~(03C6),M~(03C6)>t = 2 Jo 
Preuve : Parce que L03C6 + D2t03C6 = + = 0, d’après le Lemme 3.2.2, M(03C6) est

une martingale continue, et la formule d’Itô entraîne :

(’~.2.11I M(~),M(~)> - 2 tnT (r(~~~) + D2~) (x ,Bs)dst3.2.11) M(cf» t 
= 2 

J~ 
(r(cf>,cf» + 

t s s

Remarquons que 3.2.9 résulte de 3.2.~ = 2t), et que 3.2.1a

résulte de 3.2.9 et 3.2.11 . Il nous suffit de montrer 3.2.~ .

Choisissons une fonction g : IR ~ IR telle que

. g ~ C3b (P.)
~ supp(g) c où E vérifie : 0 E. 1/ , a e [2£,£ 1].

~ g(t) = t sur [2e,e’ 1] .

Posons u(x,t) = g(t) 03C6(x,t). Lemme 3.2.1 entraîne que le processus

u(xt,Bt) - t (Lu + D2u)(x ,Bs)ds
est une martingale continue.
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Mais Lu + Dtu = + D2t03C6) + 03C6 . D2tg + 2 

- 

par suite, pour n T -1 
 T :

u(x ,B ) - t0 (Lu + 

= 03C6(xt,Bt)Bt - 2t0 Dt03C6(xs,Bs)ds
Par conséquent, le dernier membre est une martingale jusqu’à l’instant

T2e: A T -1. Il en résulte :

( 3.2.12 ) 

e: 

-1 

~
-1 

s

En faisant tendre e vers 0 dans 3.2.12 , , nous obtenons :

M(03C6),B>t = = 2 t^03C40 Dt03C6(xs,Bs)ds.

D’autre part, nous écrivons la représentation comme intégrale stochastique

de M(03C6) : Mt(03C6) = t0 Hs dBs.

Hs est la densité de par rapport à = 2dt, et Ns est

donc égale à (Dt~) a

3.3. Dans ce paragraphe, nous allons établir la : :

Proposition 3.3.1 1 : Pour tou.:te 03C6 E R, 1  p  + ~, nous avons l’inégalité

suivante :

(3.3.1) ~ (03C6), M(03C6) >1/2~p ~ Cp~03C6~p ~ C’p~Q2a03C6~p + ~
(03C6),(03C6)> 1/2~~p).

Remarque : L’inégalité ci-dessus reste encore vraie quand M(~) est remplacée par
ou M(1», d’après l’égalité 3.3.3 .

Démonstration : Comme Pt est symétrique et markovien dans L2(X,u), nous avons :
(3.3.2) = -~,L~>~ _ rC~~~)~1>u.

D’après 3.2,9 et 3.2.1~, nous déduisons :
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(3.3.3) Ea(03C6),(03C8)>~ = 2 Ea 0 T 
‘ 

- 2 Ea 0 X C03C6 . C03C8 ( . , Bs ) du ds
(3.3.2)

- 2 Ea 03C40 X 0393(03C6,03C8)(.,Bs)d  ds

Î3.3.1 t))
- Ea (~) ~ r~~ (~’)’~

par suite: - 2 Ea M(~), 
- 1 2 E~M~(03C6)M~(03C8)
- 

1 
(I Qa03C6 . Qa03C8 du)

~ a a
pour tout ~,~ où Ea - EP .

Il résulte de 3.3.3 :

|03C6 ,03C8> 
u 
I ‘ I Qa03C6,Qa03C8>u I + 2 |Ea M(03C6) ,M(03C8)>~|

~ |Q2a03C6,03C8> | + 2~M(03C6), :-} 1/2 M(03C8),M(03C8)> 1/2

d’après l’inégalité de Kunita - Watanabe, où

~+~-1.
p q

D’autre part, d’après l’inégalité de Burkholder, nous avons:

Il M(03C8) ,M(03C8) >1/2~
Il ‘ Cq il I 03C8 I (Xt A T ’ Bt A T) ~q

_ Câ Il Il 
a a 

(l’inégalité de Doob)

d’ où résulte l’inégalité de gauche de 3. 3.1 .

Pour établir l’inégalité droite de 3.3.1 , remarquons que R est dense dans

pour tout 1 -_ p  + ~, nous avons donc:

= sup 
2 |03C6,03C8> |

1
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1 + sup 2~M(03C6),M(03C6)>1/2~~p Il 
(I 1 1

3.3.1 est établie. .

4. INEGALITES p£ SOBOLEV POUR LE SEMI GROUPE ’D£ WIENER-POISSON pANS LE CAS

GENERAL.

Nous nous plaçons dans le cadre introduit dans le § 3.

4. 1. Domination de C par ~r(-,’).

Nous commençons par présenter le résultat suivant dont la démonstration est

empruntée à Bakry [1].

Théorème 4.1.1 : Soit 1  p  + ~ ; nous avons :

~ 

~ F,2~

où Cp une 

Démonstration : Prenons u(.,t) = nous calculons d’après le Lemme
3.2.2 :

Dtu = 

D2u t = + 

Lu + D2tu = 20393(QtC03C6,QtC03C6) + 203932(Qt03C6,Qt03C6) ~ 20393(QtC03C6,QtC03C6) ~ 0.

D’après la Proposition 3.2.1, le processus,

~t A T ,B 
est une sous-martingale positive avec la décomposition de Doob-Meyer :

~t = r~t + At

où At = (Lu + 2 rt A T 
= (d’après 3.2.10 ).

Il résulte de l’inégalité 3.3.1 (pour M~(C~)) que :

~C03C6~p ~ Cp(~Q2a03C6~p + ~M~(C03C6),M~(C03C6)>1/2~~L
2(P a)
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= Cp + 1 1 Al~ ~ l i .
En faisant tendre a vers + ~ , d ’ après l’inégalité 3 . 4 . 2 , nous avons:

~p~~~~ ~ÎÎ ’ Î’p ~ ~°
Il nous reste à estimer: ~A1/2~~p.

Pour deux temps d’ arrêt bornés S,T: S s T , on a :

~ ~~T ~s ~ ~ ~Î ~Ù ~ i S  T ] ~
*

où Z1 = sup Zt , d’après le Lemme de Lenglart - Lépingle - Pratelli, nous déduisons:
tsT

( 4. -1 , l J E C E (Z~~) v 0  q  + m.
°’ q °’

Considérons le processus (Zt)t~ 0, qui est aussi une sous-martingale positive

d’après l j . D’après l’ inégalité de Doob, nous avons:

E Ap/2~ ~ Cp/2 E Z*p/2~ ~ Cp E Zp/2~ = Cp (0393(03C6,03C6)p/2)

car la loi de X est . a
1

4.2. Majoration de 0393(.,.) par C

Nous présentons dans ce paragraphe l’autre moitié de l’ inégalité de Sobolev ;

la démonstration est tout-à-fait identique à celle donnée en [ l j .

Théorème 4.2.1 : Soit p > 2 . Pour tout w e Ôil vérifiant :

1 4 . 2 , 1 J 
~ 
~ 

~ ~ ’ " ~ 
> 0 1 a + + ce ]

nous auonô :

1 4 . 2 . 2 J Il 0393(03C6,03C6) ~p ~ Cp Il |C03C6 ~p.
Remarque : Lorsque , e L2(X, ) vérifie 4. 2 , 1 on dit que w est sans partie

invariante.

Corollaire 4 . 2 , 1 : 1 À J qu.and À 1 E J  + ce , ôÀ o n suppose

j4 ° z ° 3j T t j 
L~ (t + + oej vj e $

a£où £.’ lné galité 4 . 2 . 2 eôt vraie pour tout W 6 fl

(jléj qu.and ÀIEJ = + m, ôÀ on suppose

(4.2.4) Ttb
L2 lE> P o j f _ yi e
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4.2.2 a lieu. pour

Preuve : (i) V~) E j~ :

~~~ ~ fn ,k 6 à

Posons : 03C6~ = (03C6) + z 
1 

(n)(03BB(fn,1) ~ ... ~ 03BB(fn,n)) ~ 
1 

n 
 

.

D’après notre hypothèse, nous avons :

Pt (~ - ~~) L2(~~u)> 0 ( t -~ 

~ Qt (~ - ~~) L (X~u) > 0 (t -~ + ~ ) d’après la définition de Qt.
D’autre part, d’après la définition du semi-groupe de W-P p, 

nous avons

aussi : Pt~~ - ~~ d’où il résulte : L~~ = C~~ = r(~~,~) - 0.

Finalement, v~ E J!/ ~ l’inégalité 4.2.2 entraîne :

(ii) Dans ce cas-là, nous obtenons :

P t (~-u(~)) ~ 0 dans 

ce qui implique :

Qt(~-u(~)) ~ 0 dans (t + 

Une application de l’inégalité 4.2.2 à ~-u(~), nous donne le résultat.

Remarque 1 : Les conditions 4.2.3 ou 4.2.4 expriment justement l’ergodicité du
semi-groupe (Tt)t > o’ °

Remarque 2 : : En supposant l’ergodicité du semi-groupe p, 
nous avons :

2)

pour tout ~ E D P (L) , parce que J~ est dense dans D P (L). 
’

4.3. Nous terminons cet article en présentant une application des résultats
généraux précédents.

Prenons (E , À ) où p F avec :

C(1 i + 
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Cette condition assure que la diffusion de générateur

A = ~ + vp.v , dans R n’explose pas.

Soit (Tt) le semi-groupe de la diffusion précédente, nous pouvons vérifier

d’après la relation de Kolmogorov que (Tt) est symétrique dans L2(E,a)~ par

suite, ;B(dz) = eP(z)dz est une mesure invariante pour (T t )).
Prenons :U = 

Quand p est concave, on peut vérifier :

0 d f E C~ (1Rd) ([1 ])

D’après la théorie générale des diffusions (nous n’entrons pas dans les dé-

tails voir [9]). Nous pouvons vérifier les autres hypothèses techniques y compris
l’ergodicité de ’(Tt)).

Finalement, l’inégalité de Sobolev pour le semi-groupe de W-P associé à (Tt)
(Théorème 4.1.1 et Corollaire 4.2.1).
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