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CONSTRUCTION DE L’OPERATEUR DE MALLIAVIN

SUR L’ESPACE DE POISSON

Liming WU(*)

0. INTRODUCTION :

Pour résoudre le problème de la régularité des diffusions avec sauts, Bichteler-

Gravereaux - Jacod ont introduit dans [1] ] un opérateur de Malliavin formel sur l’es-

pace de Poisson. Avec cet opérateur, ils ont généralisé les travaux de Bismut ([2])

qui utilisait le calcul des variations stochastique.

Rappelons que l’opérateur de Malliavin sur l’espace de Wiener est le générateur
du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck. Dans cet article, nous essayons de construire

l’opérateur de Malliavin sur l’espace de Poisson de la même manière :

Soit (X,u) l’espace de Poisson sur (E,B), soit o 
un semi-groupe

symétrique de diffusion dans L 2 (E,À). On définit le semi-groupe de Wiener-Poisson
(Pt)t~0 associé à (Tt)t~0 par :

y ~ F LZ (X,u) , ~ _ ~ p(n)(f) est sa décomposition’ 

n=0 
n 

suivant les chaos de Poisson, où fn ~ L2 (En, 03BBn) et Il f n ~2L2 (an)  + ~

1 p (n) t 
n=0 

t n

où Tt~ n - T ~ ... ~ Tt est ~.e produit tensoriel. °

n o is

Surgaîlis a démontré dans [10], [11] que (Pt) est un semi-groupe markovien.

Nous démontrons dans le théorème 2.2.I que (Pt) est un semi-groupe symétrique de

diffusion au sens de Stroock [9]. D’après [9], ce genre de semi-groupes permet jus-

tement de faire du calcul de Malliavin. Comme cas particulier, on montre à la fin

de § 2.2 que l’opérateur de Malliavin formel introduit dans [1] l est précisément le

générateur d’un semi-groupe de Wiener-Poisson. L’idée d’utiliser 
le semi-groupe de

W-P pour construire le calcul de Malliavin a été proposée par J. Jacod.

Dans un deuxième article, nous établirons l’inégalité de Sobolev pour le semi-

groupe de W.P, correspondant à l’inégalité de Meyer sur l’espace 
de Wiener. .

1. . PRELIMINAIRES.
1.1. Eôpace de Poisson : Nous commençons par introduire l’espace de Poisson : :

(*) UNIVERSITE PARIS VI - Laboratoire de Probabilités - 4, place Toun 56

5b-66 - 3ème Etage - 3S2S.°. PARIS CEDEX c75
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Soient E un espace L.C.D., À(dz) une mesure de Padon, chargeant tous les
ouverts de E, diffuse (i.e. a{z}) - D, Vz e E), sur la tribu borélienne E).
L’espace de Poisson (X,Q,p) sur (E,x(dz)) est défini par :

X = {x = k z 03B4zk (somme dénombrable) /zk E E

03B1° = 03C3{p(A) : x ~ x (A) A ~ B(E)}

et p est une mesure de probabilité sur telle que

( ) i p(p(A) = k) = e , k = 0,1, 2 ,... où A E 

(ii) pour tout A,B E avec A n B = 0, p(A) et p(B) sont

-indépendantes.
Finalement, est la tribu complétée de Cé par p.

Dans la définition ci-dessus, la mesure de probabilité  est déterminée

uniquement par les propriétés (i) et (ii).

Sur l’espace de Poisson, p(x,’) = x( . ) est une mesure aléatoire de Poisson,
de moyenne 

Nous désignons par p la mesure aléatoire de Poisson compensée (p = p-À).
Remarque : D’après [6], J on a :

E X/x est une mesure de Padon}) = 1

X/3z E E t.q. : l x({z}) > 1}) = 0

1. 2 . Intégrale stochastique multiple de (en abrégé : i.s.m.p.) :

A chaque f E on peut associer l’i.s.m.p. p(n)(f) vérifiant :

(1.2.1) p(n)(f) = p(n)(sym f) E 

~1.2.2~ p(n) (f), p(n) (g)> L2 (X~ u) = n! sym f, sym ~> L~ 
(1 . 2 . 3) p (n) (f) , p (m) (g) > = 0 si n ~ m

où sym f(zl,...,zn) = est la symétrisation de f.

Convention : LZ (E°, a°) ~ {c E lR} et p (°) (c) a c.
Remarquons aussi que pour f E 

(1.2.4) (n)(f)(x) = f(z1,....,zn)(x-03BB)(dz1)...(x-03BB)dzn)
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où ~’ ~ ~ ~~l ’ * ° " ’~n~ ~ ~j ~~ l et le côté droit de ~~ .~. 4~ est une

intégrale de Stieltjes, qui est bien définie pour -presque tout x 6 x.

Pour les résultats ci-dessus, on peut consulter 13 ] , j7 j .
Nous définissons le chaos C ? sur l’espace de Poisson par: °

Cn * lp (£)/£ e L E ,x ) j .
Posons:

* 1£ E L2 (En,03BBn)/f * SYW £1

Il 1 f ~sym = n! Il Î £ Il Î 2
L (E ,x )

(L2sym(En,03BBn), Il.11 |sym> e st un e space de Hilbert, et i ’ 1 , s , m , p  . > e st une

isométrie de L2sym(En, 03BBn) sur le chaos de Poisson Cn d’après (1 .. 2 2 > . C n
est donc un espace de Hilbert.

Il est bien connu (c£ : j3j) que 

’

 1 . 2 . 5 > L~ x , y > * l~ c~
n=o

où v est le symbole de somme directe hilbertienne.

Par suite L2(X, ) est isométrique à l’espace de Fock sur L2(E,03BB), c’est-à-
dire : 1 L2(En, 03BBn).

n=o ~Y~

Il y a donc deux interprétations probabilistes très différentes de l ’espace de

Fock (qui est une notion fondamentale dans la théorie des champs quantiques) :

- une sur l’espace de Wiener (voir par exemple: jsj , j8j et [ j)

- 1"autre sur l’espace de Poisson (travaux de Surgaîlis j10j , j l l j ) .

Meyer j4j et Ruiz de Chavez j7j , considèrent simultanément les deux interpré-

tations.

Nous présentons maintenant un résultat qui nous servira beaucoup.

Lemme 1 . 2 , 1 :

1 à l ôl 1 e n L? I E , x 1 , alors 1 1 1 1 e fl Lp(X, ) ;
1 *p + ce 

. 

si fn ~ f dans Lp(E,03BB) pour tout z * p  + ce, alors )jj ) + §É[j) danô

Lp(X, ) pour tout 1 s p  + ce.

j ié ) pour tout j , l i = i , ... , n ) e n Lp(E,03BB), nous avons :
’~ 
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~1.2.sJ (~ 1 ® ... ~ ~ n I = ~(plg 1 ,...,p(g n l) 1 u p.~s. .

où F est un polynôme, de degré ~ n, et = 1, ... , m1 appartient à 

engendrée par {f1,...,fn} ; p(g)  ) E 9(zl 1 p(dz).

Inversement, pour tous gl,...,gm ~ n LP (E , À) et tout polynôme F à n
1 

.

variables, de degré n, on a :

~1.2.7J F(p(g ),...,p( )) - ~ (f 1 ® ... ®f ) + C1 gm 
n=1 

k 1 kk

où k = 1,...,n ; Q = 1,...,~, appartiennent à l’algèbre engendrée par

{gl,...,gn}, c ~ R est une constante.

Démonstration :

(i) Il est bien connu que

(1.2.8) [g ‘ ]g ‘ ~ p Il ~(f > > vf E 

où Cp, C’p sont des constantes positives dépendant seulement de p, 1  p  + ce.

On établit maintenant (i) par récurrence en p : 1 s p  + ce ;

- pour 1  p s 2, (i) est évident d’après (Z,2,2J

- pour 2n __ p s 2n+1, grâce à (Z,2,8J, nous pouvons nous ramener au cas où

2n_1  P  2n.

(ii) Bien que l’assertion soit longue à écrire, sa preuve est simple et peut-être

établie à partir de (~. 2. 4J .

Pour les détails, voir Ruiz de Chavez [7j.

Remarque: : Rappelons que les v.a. d’un chaos sur l’espace de Wiener appartiennent

à tout LP p s + ce) ; ce n’est plus vrai sur l’espace de Poisson. C’est une
différence importante. .

2. . LE SEMI-GROUPE ET LE PROCESSUS P~ WIENER-POISSON.

Pour résoudre le problème de la régularité des diffusions avec sauts,
Bichteler-Gravereaux-Jacod ([1j) ont introduit un opérateur de Malliavin formel sur
l’espace de Poisson. Dans cette section, nous allons démontrer que cet opérateur de
Malliavin peut être considéré comme Je générateur infinitésimal. de notre semi-groupe
de Wiener-Poisson.
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2. y. . Nous commençons par introduire le semi-groupe de. 

Soit (Tt)t >_ 0 un semi-groupe symétrique markovien dans LZ(E,~), nous dési-
gnons par A son générateur, par D P (A) le domaine de A dans LP(E,X) (ceci a

un sens, parce que (Tt) est un semi-groupe de contractions dans pour

tout 1 -_p+~),
Nous faisons les hypothèses suivantes :

(i) (Tt) est fellerien et admet une réalisation canonique continue (Zt)t >_ 0
à valeurs dans E.

(ii) il existe une algèbre D ~ n D (A) fl stable par A, dense dans
P 

Dp (A) muni de la norme :

~f~Dp(A) = ~f~p + ~Af~p,
et dense également muni de la topologie de la convergence uniforme

sur les compacts.

: Le semi-groupe de Wiener-Poisson (P(T ) ) ~ sur est déf ini

par :

(2.1.1J P(T )~ = E~ + F pen) (Tt @n fn)t 
n=1 

t n

où ... 0 Tt
n fois

L2(X,u), qui se représente, d’après (1,2.SJ, comme :
~ = E~ + ~ (f )

n=1 
n

avec f E L 03BBn) et Il 2 n 
> 

 + ~.

Comme T t est une contraction dans L (E,03BB), T~nt est une contraction dans

L2C,Àn), d’après (Z,2,2J, est bien défini par (2.1.V, et PCTt) est

une contraction dans 

Il est évident que o 
est Un semi-groupe symétrique dans 

Surgailis ([10]) a démontré que PCTt) est aussi markovien.

Suivant Surgaîlis [11], nous donnons ici la construction d’un processus de

Markov 0 
à valeurs dans l’espace de Poisson X, de semi-groupe 0’

de loi initiale v (une mesure de probabilité sur ex,(t))  ;
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Sur un espace de probabilité (W,Wt,P), est définie une famille des processus

de Markov { Cwt (z) )t ~ O’z E E}, indépendants entre eux, ’ où (wt (z) )t > 0 est un

processus de Markov à valeurs dans E, continu, de semi-groupe partant
de z(e E).
Posons y 

’ 

.

(03A9,Ft) ,P03BD) = (W,(Wt) ,P) x (X,03B1,03BD) et w = (w,x) E St :
(2.1.2) 

Xt(03C9) 
(X ) 03B4Wt(z).

Nous notons en particulier : Px  P , remarquons aussi :
x

(2.1.3) P ~ = x P x v(dx).
Le processus de Markov (Xt)t~0 est appelé le processus de Wiener-Poisson, il

admet p comme mesure invariante.

Avant d’étudier le semi-groupe de W-P, nous faisons quelques remarques sur le

système (Tt ,A, 5)) introduit au début de ce paragraphe.

Soit réalisation canonique continue de p, pour tout

f E ~ , le processus

(2.1.4) f 
est une martingale continue.

L’opérateur carré du champ r(-,-) est une forme bilinéaire sur D x ~
définie par :

Af,g) = ~ A(f,g) - f.Ag - g.Af .

Une simple application de la formule d’Itô donne :

(.2. T. 6J = 2 r A (f,g)(z s )ds

(2.1.7J 
l 

où f,g, f. (i = 1,...,) ~ D ; u est un polynôme sans terme constant ;

1 
= 

ay i ’ 
= ; ces notations seront utilisées dans la suite sans autre

indication.

2.2. . Nous désignons désormais par (Pt)t~0 le semi-groupe de 

lp(T~)~ ~ ~ ~. 
’

Nous désignons par L le générateur du semi-proupe de W-P, par D (L) le
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domaine de L dans domaine que l’on munit de la norme

.

Nous établissons maintenant le résultat principal de cet article, qui permet
de faire du calcul de Malliavin sur l’espace de Poisson.

Théorème 2. 2.1 1 : Considérons l’ ensemble des fonctions-test R :

R  {03C6 : X ~ R/03C6 = F(p(f1),...,p(fn)), , ou. F Un. polynôme

~~ ~ ~, ~. = 1 , .. , n ) .

NOM avons :

(i) R ~ n Dp (L), dense dans dp (L) pour tout 1 ~ p  + ~ et

l E ~,~ ,

(2.2.1) L03C6 =  Fi(p(f1),...,p(fn))p(A(fi)+ Fij(p(f1),...,p(fn))

plr~l~ .,~ ~I ) 
(il) F polynôme à n 

n n

(2.2.2) LF(03C61,...,03C6n) = 
1 

Fi(03C61,...,03C6n)L03C6i + 
1 Fij(03C61,...,03C6n)0393(03C6j,03C6j)

où 0393(.,.) l’ opérateur carré du champ associé à L, défini par :

f2.2.3J r(~) = ~ [L(~~) - 
Démonstration :

(i) Remarquons tout d’abord que le lemme 1.2. 1 entraîne 
 +ce 

IjP(X,p).

Pour démontrer que R c 
i 

D (L), nous commençons par considérer la fonc-

t ion la plus simple : (f) = p (f ) où f E aU .

t-1(Pt p(f) - p(f)) - t-1(Pt pet) - p(f)) (Pt est markovien)

= p(t 1[Ttf - f]) (À est invariante pour Tt)
+ p(Af) Ct -~ ~+)

dans LP(X,p) pour tout 1 ~ p 5 + d’après le lemme 1.2.1 ; par suite : 1

12.2.4J et Lp(f) = p(Af) .
1~p+~
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La deuxième chose que nous allons établir est : pour tout f,g ~ cU ? on a :
/p(f)p(g)~ n DO) et

P

(2.2.5) L(p(f) p(g)) = p(Af)p(g) + p(g) p(Af) + autrement dit

( r(p(f),p(g)) = p(0393A(f,g)).

Pour ceci, nous calculons d’abord d’après (1.2.4) :

(f) (g) = 
EZ f(z1)g(z2)(dz1)(dz2)

(2.2.6) = f i ~z2] f(z1)g(z2)(dz1)(dz2) + f 1=z2}f(z1)g(z2)(dz1)(dz2)
+ p ( fg)

par suite :

p(f).p(g)] 1

= p~~(f3)g) - + p(f.g) - p(fg)] 1

~~-> + foAg) + p(A(f.g))

pour tout 1 ~ p  + ce d’après le lemme 1.2.1.

Finalement, ~.~.5~ est une conséquence directe du résultat ci-dessus et de

~.~.~~ r~.~.

Maintenant, nous allons démontrer :

, pour x e X, > le processus M.,-. = X (f) - t0 X (Af)ds est

Px-martingale continue, où (Xt)t~0 est le processus de Wiener-

Poisson sur (03A9,(Ft),Px) (voir (2.1.2)).

Pour démontrer ceci, posons :

N~ = {x e X/3Z e E : x({z}) > 1}

N2 = {x ~ EN: v x(f ds = +. co}.

Il est facile de vérifier que u N2) = 0.

Pour tout x E (N~ U sous la loi P~, nous avons d’après ~.~.~ :
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Puisque f,Af E Cb(E) d’après notre hypothèse, les processus :

sont des Px-martingales continues, indépendantes entre elles (zi ~ zj).
Un calcul direct va nous donner :

1 k 
EPx |Mnk|2  + 00.

Il résulte finalement de l’inégalité de Doob que

Mt f = i Mk
est une Px-martingale continue. (2.2.7J est établie.

Puisque P = X (dx) P , est une P -martingale continue.

D’après la formule d’Itô et (2.2.5~ : :

M p(f) , M p(~) > - t 2 ~ t X s (rA(f,g))ds. °
Tout est maintenant prêt pour établir (2.2.5~.

= F(p (f 1 ) , ... ,p ( n) ) E ~, > sur (n,K.),P ), nous appliquons la formule
d’ Itô à

~(xt) - ~(xa) = F(x~(f),...,xt( n)) - 

et obtenons :

(2.2.8) 03C6(Xt) - 03C6(X0) = n F 
i 

+ 
i f (f ),...,X s(Afi)ds

i,j=1 t0Fij(Xs(f1),...,X S 1 ’’

Le premier terme du côté droit de (2. 2. 8) , noté Mt03C6, est une vraie martingale,
puisque M ,M >t E 

i 
n LP(P). 

’

Il résulte donc de (2.2.8J que :

t _ 1 (P ~-~) (x ) = E P uLt _ 1 (~(xt) - i

converge dans Lp(P ) vers
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n Fi(Xo(f1),...,X (f )) P.. (Xo (f1) ,... ,Xo (fn) .Xo (1 A >(f/j’))
lorsque t tend vers 0, pour tout 1 ~ p  + ce.

Puisque la loi de X est p (sous P ), ceci signifie :

~ (L) et Lé est donné par (2.2.1).
1 p

Il reste à démontrer que Jt est dense dans D (L) (1 ~ p  + co) ; pour cela
il suffit de prouver que est dense dans D2(L). Remarquons :

(2.2.9) JL = k=0 p(n)(fk1 ~ ... ~ fkk)/fkl ~D}
Comme D est dense dans D2(A), l’espace vectoriel engendré par
{f1 0 ... ® fn : f. 1 est dense dans Dz (A n ), où A 

n 
est le générateur de

(Tt ® nlt ~ 0. D’après l’égalité (1.2.2), l’ensemble qui figure du côté droit de
(2.?_.9) est par conséquent dense dans D (L) .
(ii) La formule (2,2.2J est une conséquence directe de la formule (2,2.Z), a

Corollaire : Pour 03C6 = = J 

(2.2.IOJ 0393(03C6,03C8) = 
1 
z 

1 Fi(p(f1),...,p(fn))Gj(p(g1),...,p(gm).p(0393A(fi,gj)1

C’est une conséquence directe de (2.2.1).

Remarque : Le théorème ci-dessus dit que le semi-groupe de Wiener-Poisson 

est un semi-groupe symétrique de diffusion au sens de Stroock [9], où il est montré
que, ce genre de semi-groupes permet de faire du calcul de Malliavin.

Nous présentons un exemple :

soit e un ouvert de de frontière aU suffisamment lisse, muni
de la mesure de Lebesgue dz ; soit

p : e + 

une fonction C°° telle que la diffusion de générateur pA + ~03C1.~ n’atteigne jamais
30. Nous posons :

(E,03BB) = ([O,T]  03B8 , dt  dz)
f ~ Co([0,T]  03B8) 

}D = {f(t,z) : [O,T]  03B8 ~ R ~t ~ [O,T ] fixé: f(t,.) ~ C~(03B8)

Dzr f ~ Co([0,T]  03B8)

(Tt) le semi-groupe de la diffusion de générateur
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(2.2.11) Af = 03C1.0394zf+~03C1.~zf ~f ~ D .

Le système ainsi donné vérifie les hypothèses faites dans § 1.1 1

Remarquons aussi que :

rA(f ~~) = p 

Soit l’espace de Poisson sur (E,x) = ([0,T] x x dz), et soit
le système associe à (Tt,~,A). Alors, d’après le théoréme ~.2.~ , ,

nous avons :

V~ = F(p(f1),...,p( n)) = G(pC~1),...,p(~~)) 
n

L03C6 = Fi(p(f1),...,p( n)) .p(p 
(2.2.12)

+ Fij (p(f1),...,p(fn)) p(03C1 ~zfi.~zfj)

(2.2.13) 0393(03C6,03C8) = Fi(p(f1),...,p(fn)).Gj(p(g1),...,p(gm))
P(p 

L~, donné par (2.2.12~, est précisément l’opérateur de Malliavin formel sur

l’espace de Poisson, introduit par Bichteler-Gravereaux-Jacod [1].

Nous ne présentons pas ici les applications de l’opérateur de Malliavin L

aux diffusions avec sauts. Le lecteur qui s’intéresse au problème de la régularité
des diffusions avec sauts peut consulter par exemple [1], [2] et les références

de ces articles. .

2.3. Nous terminons cet article en concernant les

propriétés du de W-P (Xt)t~0 .

2.3.7 : :

ji) Posons X’ = {x X/x est une mesure de Radon) ; X w X’ est

un 

(,ü) : X ~ R, ao-mesurable, bannée, processus

P , continu, où (XJ processus de est une loi

,~~.~e e~ R~ de 

Démonstration :

(i) Soit ( n)n_1 2 , , , une suite de compacts dans E telle que :

n c n+1 , 
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Nous posons 
-

Nous avons : N = U N > 

Pour démontrer que N est p-polaire, i.e. P(T  + ce) = 0, il nous suffit

de prouver : P  (T n  + ce) = 0, yn = 1,2,....
Ceci se traduit par :

(2.3.1~  + ce) = 0 pour p-presque tout x F X.

Choisissons une fonction f (Co(E) telle que

fE >-_ 0 et f£ = 1+e sur n, où e > 0.

. 

Puisque D est dense dans C.(E) muni de la topologie de la convergence uni-
forme sur les compacts, il existe une fonction f telle que :

sup ff(z) - Î  2 . e
zEK n

Prenons f = f2 6 > alors f ~ 
n

Par suite, pour établir (2.3.Z), il nous suffit de montrer :

(2.3.2) pour p-p.s. dx F X : P (sup x (f)  + ce) = 1 (VT > 0)
x 

Remarquons : De l’égalité x (f ) = + p t x s (Af ) ds on déduit :

sup xt ( f ) _ sup l + t xs p( ) 0

et EP  T xs ( | Af|) ds = T. 03BB ( | Af |)  + ~.

D’autre part, nous avons indiqué dans la démonstration du théorème 2.2.1

que )t z p est une Px-martingale continue pour u-p.s. x E X. Par suite, >

le lemme maximal entraîne :

Px(sup |Mtp(f)|  + ~) = 1 pour x p X.

(2.3.2) est établie.

(ii) Puisque P~ = 1 x il nous suffit de considérer le processus de W-P

(X..). = ~ Q partant de x = ~ k arbitraire.

Nous considérons deux cas :

Premier cas : x(E) = + ce

Soient ~ _ ~+ ~ Yt = (z 0 t ,z t 1 ,...) l’application coordonnée d’indice t
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sur 03A9, et P (zk)k=o;1,2,... la loi unique sur 03A9 telle que :

(zk)t >__ 0, k = 0,1,2,... ° sont indépendants. °

pour chaque k = 0,1,2,..., un processus de Markov fort, >

continu, de semi-groupe (Tt)t > 0, partant de zk.
Remarquons que (Y ) t t>0 est un processus de Markov fort, ’ continu pour la

topologie produit sur t, semi-groupe Tt~ N.

Considérons l’application suivante :

y = (z , o z 1, ... ) -~ ~ k à 
zk 

qui est J~ (E~) / (~,°-me surable .

Remarquons le fait suivant :

(zk)
(*) Sous la loi P , le processus (o(Yt)) est le processus de W-P partant

de x = 03B4zk.

A chaque fonction (~,°-mesurable ~ : : X  R, nous associons une fonction

~ : ~ r -* R définie par :

~ (y) - ~ c~ (y) )

qui d’après la mesurabilité de o.

Nous désignons par R a la résolvante de T t ® N ; d’après (*) ci-dessus, nous

avons, pour tout y E ~ : ,

= P t J R~ = (y)).

D’après un résultat de [12] (p. 89), (R ~(Yt))t > p est un processus continu

sous la loi P (zk) . Par conséquent, (Yt)) = R~ est continu sous la loi

P (zk) , mais u n 
est le processus de W-P partant de x = k Z , le résul-

tat est établi.

Deuxième cas : x(E) = n  + ce

C’est encore plus simple. On peut démontrer le résultat de la même manière en

remplaçant 03A9 par et en remarquant que (Tt~n)t~0 est un semi-groupe

de Markov droit.

Remarque : :

(i) X-X’ est un ensemble p-polaire, mais nous ne savons pas si le processus de
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~-P ~B~o partant de x ~ X’ arbitraire quitte ou non X’. Cette difficulté
nous empêche de travailler dans l’espace X’, qui peut-être muni de la topologie de
convergence vague des mesures de Radon.

(ii) On peut démontrer de la même manière la propriété de Markov forte du processus
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