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Sur la représentation comme intégrales stochastiques

. d
des temps d'occupation du mouvement Brownien dans R".

Marc YOR

1. Introduction.

~

(1.1) Soit (B t > 0) mouvement Brownien 2 valeurs dans le, issu de O.

t H
L'objet de ce travail est de montrer :

(i) pour d=1, 1l'existence des temps locaux WX ; xer, t>0)
définis ici pour tout t >0 donné comme densité par rapport a4 la mesure de Lebesgue

de la mesure :

t
f > Jods f(Bs) (f € CC(R))

(ii) pour d=2 ou 3, 1l'existence des temps locaux d'intersection
(a(x;t) ; x € Rd, t > 0) définis, pour tout t =0, comme densité par rapport 3 la

mesure de Lebesgue de la mesure :

t (t d
f - L)dsfsdu £(B,-B,) (f € C.RM)

en s'appuyant uniquement sur la représentation de f(Bs), resp : f(Bu-BS), comme
somme d'une constante et d'une intégrale stochastique.

Cette méthode est particuliérement simple et rapide, en comparaison des méthodes plus
classiques que sont les approches par le calcul stochastique (Millar [6 1; Meyer [5 1)
ou par la transformée de Fourier (Geman-Horowitz-Rosen [ 31, Rosen [ 71). Elle peut
s'étendre trés aisément 3 de nombreux processus de Markov, sous des hypoth&ses adé-
quates portant sur leur semi-groupe ; on devrait pouvoir obtenir ainsi les résultats
de Rosen [ 8] qui a étudié la question (ii) pour des diffusions générales.

Un autre intérét de la méthode est qu'elle attire 1'attention sur le soin

qu'il faut apporter & l'interversion de 1'ordre de certaines intégrations stochas-
tiques et déterministes. A titre d'exemple, rappelons la formule de Tanaka-Rosen en

dimension 2, qui figure en [9 ] sous la forme :
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t t
ds{log|B,-B -y|-1 }=| (aB ;f Y+mo(y;t) (y#0)
Jo og|B,-B_-y|-logly| Jo w ), m

et remarquons qu'elle peut étre &crite sous la forme :

t B B t u B -B
Io J @i m) I (@, f T‘_—_YTZ)'"“(Y 1) (y#0)

Enfin, cette méthode de représentation au moyen des intégrales stochastiques permet

d'obtenir trés aisément le résultat de renormalisation de Varadhan en dimension 2 ;

la méme méthode nous permet d'obtenir un résultat de renormalisation pour certaines

intégrales triples du mouvement brownien plan [11 ],

(1.2) La représentation des variables f(BS), pour f € CC(Rd), et s >0, a déja
rendu de grands services pour la résolution de problémes tout 3 fait différents de
ceux considérés ici : Bass [1 ] donne une solution au probl&me de Skorokhod i 1'aide
de cette représentation, tandis que Kunita [4 ] utilise cette représentation pour
remplacer 1'&quation du filtrage markovien non-linéaire obtenue par Fujisaki-
Kallianpur-Kunita [2 ], et difficile & &tudier directement, par une &quation &quiva-

lente pour laquelle la méthode des approximations successives converge.

2. Temps locaux du mouvement Brownien réel.

(2.1) Préliminaires.

Soit (Bt ; t 2 0) mouvement Brownien 3 valeurs dans [Rd, issu de 0. On note (Pt)

sa filtration naturelle, et (Pt) son semi-groupe. On a :

-1 Ixy|?
P, (x,dy) = exp (- )dy.
£ (dy @2 P ey

Soit f : le +R, fonction continue, & support compact. On a, pour u < s, grice 3

la propriété de Markov : Hf (Bs) | ‘qu 1=P__ £ (Bu) R

puis, grice & la formule d'It6 :

Qa)  HEB)|F, J-chs)h[ @8, ; V@, DB

d'ol la représentation explicite :
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E[f(B)lﬁ{‘ ] 2
IB,-vl

-H£G,) 1- jdyf(y)—-m[ (@8, 5 3,7) ——7 o0 gl )
(s-v) Wi

(2.b)

Remarques : 1) L'échange de 1'ordre de 1'intégration en (dy) et de 1'intégration
stochastique ne pose ici aucun probléme.
2) La formule (2.b) n'est autre que la version intégrée (en (dy)) du

développement comme intégrales stochastiques des martlngales fondamentales :

|B,-¥1?
(B ;y) = (u<s)
Ps-u(ByiY) m’z X" sy
On a, en effet :
2
1 B, I Byl
(2.) A o 7z 2L J‘?L f(dB’ . 3 )Py )

(s v) ‘7

3) Si 1'on fait tendre u vers s- dans la formule précédente, on

obtient :

2 s B -y [B_-y|
Cd et B[ @, s e S

Cette égalité entre constante et intégrale stochastique (pour s fixé) s'explique
partiellement par le fait que 1'intégrand n'est pas de carré intégrable par rapport

2 dwp . Nous verrons, par la suite, d'autres exemples de telles égalités.

(2.2) Nous conservons les notations et hypothéses utilisées en (2.1). On a, pour

toute f € Cc (Rd) :

t t
J ds £(B_)=1im j ds HE®Y|F. 1 P p.s.)
0 ST es0 e s-€ )
1i ftds{E[ £(B.) 1 —d771 IS‘E (©ByiBy ) ( 2k
=lim - exp(-
e0 ‘¢ s (2m) 0 (S-V)‘ +§. P Z(s-v)
fdsE{f(B)l lmIWf()f—(dB B )Jtd ( IBV-)'lz) !
- y B, - s exp(-
0 (Zn)a72 VY e RN I (S_V)u%
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Introduisons les notations suivantes :
d vt M X
V= -1 et ¢v(x)=2 1rdv vvexp(—v)=2\)+1(—1)vxv+1 d—-\; ( eT ),
X dx
cette dernidre formule étant valable au moins pour les valeurs enti&res de wv.

On a alors, de facon immédiate, la

Proposition 1 : Pour toute fonction f € Cc(Rd), et tout t >0 :

t t
J ds f(Bs)—J ds HLf(B) ]
0 0
(2.e) 2 2
t-c (dB, ;B ~y) IBv-yl le—y|

1 .
= - im Idy f'(y)f ¢ ( )=¢_( )}
a7z -
) 0 IBv‘yld v 2(t-v) v 2e

(2m)

(2.3) Le cas de la dimension 1.

a) Il est naturel, 3 la suite de la formule (2.e), de chercher 3 intervertir
lim et intégrales. Une telle interversion peut &tre 1légitimée sous les hypothéses

>0
suivantes :

Lemme : Soit u(dy) mesure positive o-finte sur Rd.

Soit, pour tout € > 0, he s [0,1 1x(® +><Q) *ﬂ?d processus mesurable par rapport d
@[0,1 1 @Q o @ désigne la tribu prévisible associée d la filtration ( :Ft)‘

Supposons de plus qu'il existe une fonction C : ﬂ?d ~IR,, mesurable, telle que :
1
pour tout € > 0, E‘[[ dulhe(y;u,w) [2 ]1/2 < C(y)
0
et Iu(dy)C(y) < o,

et, d'autre part, que wu(dy) p-.s. helyse) E:Wﬂz(y;-) dans L2(Q x [0,1],P(dw)du)

1 2 1
L
Alors, Iu(dy)[o(dBu;he(y;u))__) Iu(dy)jo(dBu;h(y;u))

La démonstration du lemme est une application immédiate du théoréme de convergence
dominée.
b) Pour la dimension d=1, le lemme s'applique 3 la formule (2.e), et on

a donc montré, 3 1'aide de cette formule, l'existence d'un processus Lt(y) indexé
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par t et y, tel que, pour tout t :

pour toute fonction f : R -+ R _, borélienne,

t
jodé f(BS)=de £)L, ),

avec :

2

t lylz 1 t (BV'Y)

L. (y)= - )- — | dB_ sgn(B -y)¢.,.( = )
SO R IR A

(2.4) Le cas des dimensions d = 2

Si 1'on retourne au début du paragraphe (2.2), on s'apercoit que la méthode ci-

dessus a consisté :

- d'une part,

ol

t
3 écrire : f ds f(BS)=1_j;gl jdy f(y)z(e) (Y,t) ’
0 €

t
. - 1 -
2’(8) (Y,t)-feds (an)a72 eXP( ZE )

- d'autre part, 3 développer 2(8) (y;t) comme somme d'une constante et

d'une intégrale stochastique. De facon explicite :

(y;t)=
(6) d je (Zns)

Or, en dimension d >

re(dB By) Byl |B |2

exp(- Jz'——)— (2)

2, tout point y#0 est polaire, et on a, i 1'aide de 1la pre-

miére écriture de !L(e) y;t) : R(e) (y,t) (=50 0 P p.s.,

d'ol 1'on déduit, 3 1'

aide de la seconde &criture de & (e) :

R 12
t (dB ;B -y) IB,-¥]

¢ ds lyl? .
2.9) joy?exp(‘ —%—)‘IOW-— ¢\) (ZT)C/_'\T)’
v

formule 3 rapprocher de (2.4d).

8. Temps locaux d'intersection en dimensions 2 et 3.

(3.1) Préliminaires.
—Eetminatres,

On reprend, cette fois

t t
pour 1'étude des intégrales f dsf du f (Bu-Bs) (fe CC(IRd))
0 ’s

la méthode développée en (2.1) et (2.2). On a :

o ﬁ;— {¢ (ﬁ)-%(T
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t t . t-€ (t-s e
IOdSLdU f(Bu-Bs)-i-];g)\fO ds.[e du H f(Bu-"S-Bs) IJ:1{1"'5-6 ]
t

t
[ oo wwmeo By )

¥ 1 ; t-e (t-s (uts-e |BV'BS')’[2 1
o0 @n¥? fdy (y)fo dsL dufs(dBV,BV-BS-Y)exp(- 2luts-v) 149
(uss-v) 2

L'intégrale triple en ds du dBv peut &tre réécrite sous la forme :

r-edsr dufu-e(dB B-B_-y)exp(- va-Bs-ylz :
0 s+e Js V'V s 2(u-v) (u-v)1+%'
=r-€(ds ;Jvdth du(B_-B_-y)exp- Bt )

0 Vo Jyse v's 2(u-v) (u-v)1+'c21'
_It-s( . JN B, -B.-y . |Bv-Bs-y| 2 |BV-BS-y | 2]
o v'lo IBV_Bs_y|2 v T2tV 0 —7 H

ol 1'on note toujours [} (x)=2w1 dv vVe (-v)
v P
x

On a donc obtenu, pour toute dimension d, la

Proposition 2 : Pour toute fonction f € cc(md), et tout t >0, ona:

t (t t t
Iodsjsdu f( Bu-Bs) —[Odsfsdu E f( Bu-Bs) 1

(3.a) | [2 | |2

t-g v B -B -y B -B -y B -B_-y

(dB H ds v_s ( v_8 -—¢ __U__B__
v v 2(t-v) v 2€

3y
d
0 |BB Yl

1 .
= —g7 lim de f'(y)J
(2m) %2 ev0 0

(3.2) Le cas de la dimension 2.

a) Dans ce cas, on a : v=0 et c|>o(x)=2exp(—x). L'intégrand qui figure dans

1'intégrale stochastique de 1'identité (3.a) est alors majoré, pour tout v > O

v @ v
donné, par : 2]——‘1-5—-=2I ds

0 |B,-B_-y| 0 |5l
Or, on a, pour tout y € Rz, la décomposition suivante du processus radial

(IB-yl 5 £>0)
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v
Byl=lyl+ad? + 3 [ &,

0 [B -y|
ol (B‘(Iy) » V> 0) désigne un mouvement brownien réel.
v as

Ainsi, on a, pour tout y € lR2 : El (J
0 [Bg-y|

)2 1 <TC.v.

pour une certaine constante C, indépendante de vy.
On peut donc appliquer le lemme pour déduire de la formule (3.a) 1'existence d'ume

densité oa(y;t) telle que :

t ot
(3.b) fodsfgu f(Bu-Bs)=Jd)’ f()aly;t)

avec

(3.¢) ot(y,t)=I:)d5_Edu ‘ZHJTZET exp- 'Z'P&g)' B g‘t o)

ot . t v B -B_ -y |B,-B 'le
3.0 0=+ Jo(dBv;fods |B:_B:_y|2 exp (- —prrey— )

b) Toujours dans le cas de la dimension 2, le résultat de renormalisation

de Varadhan, 3 savoir :

t t t t
(3.e) nzjodsjsdu f(n(Bu-Bs) )-H nzfodsLdu f(n(Bu-Bs) )|

converge dans Lp, pour tout p, découle aisément des formules (3.b), (3.c) et (3.d).

En effet, 1'expression (3.e) ci-dessus est &gale, d'aprds (3.b) et (3.c),

(O3

[oy £5, (D),

cette expression converge, lorsque n-oe, vers :
-[or £0123,©

ce qui prouve 3 la fois le résultat de Varadhan, et donne une représentation de la

=

limite comme intégrale stochastique, & savoir :
2
- t v B -B |B.-B_|
=1 . v S s
o (0) = FI (dBv’J ds ———5 -1y
0 0 [B,-B
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(3.3) Le cas de la dimension 3.

a) Dans ce cas, on a : v=1/2, et 1'intégrand qui figure dans 1'intégrale
stochastique de 1'identité (3.a) est majoré, pour tout v > O donné, par :
of @ o (f)cjv”"lz s

0 |BV-BS-y|2 0 |B.-y|? 0 |BS-1|2

Or, d'aprés [10] (lemme 2, p. 357), il existe une constante c > O telle que :

pour tout t > 0, H(Jt——df—T)Z] < c|log tlz.

0 IBS-1|

En conséquence, on peut encore appliquer le lemme figurant en (2.3) ci-dessus pour
déduire de la formule (3.a) 1'existence d'une densité a(y;t) telle que la formule

de densité d'occupation (3.b) soit encore satisfaite, avec :

t t 2
1 -

(3.1) (y;t)=| ds| du exp- -a, (),

o [O Js (27 (u-s)) 77 97 7(us t

et :
2

- 1 t v B -B-y | B -B_-y |
(3.2) a (y)= (dB ;| ds b /5 ( - )

Y o2 Io v Jo ——3-|BV‘BS’Y| 1728 7

b) Les formules (3.f) et (3.g) permettent, avec un peu de travail supplé-

mentaire, de retrouver le résultat principal de [10], a savoir que, en dimension 3 :

1 ¢ @
{2ma(y;t)- — 1 5 t 2 00— (B;28,; t > 0)
Aog lyl
lyl

(B3

ol (Bt, t > 0) désigne un mouvement Brownien réel issu de O, indépendant de B,
et (d) indique la convergence en loi associée & la topologie de la convergence com-

pacte sur 1'espace canonique C@R, ,(R4).

(3.4) Le cas des dimensions d = 4.

De méme qu'en (2.4), on montre en retournant au début du paragraphe (3.1),
et en utilisant le fait que pour ces dimensions 1'ensemble {(s,t):Bs-Bt=y} est p.s.

vide, pour tout y#0, que notre méthode fournit 1'analogue suivant de la formule (2.f):
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t ot ] J2 v BBy |B,-B,-y|?
(3.h) f dsf du —377 exp- - =J (dB ;I ds 2

0 s (u-s) 2lu=s) Jg Vg |BV-BS—y|q Ve 2t
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