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L'EXPONENTIELLE STOCHASTIQUE DES GROUPES DE LIE

par M. Hakim-Dowek et D. Lépingle

INTRODUCTION

L'intérét pour les mouvements browniens sur les groupes de Lie est fort
ancien puisqu'il remonte i un article de 1928 de F.Perrin [20], suivi longtemps
aprés par Ito [12], Yosida [24], puis McKean [16,17]. C'est ce dernier qui a intro-
duit la notion d'intégrale stochastique multiplicative, comme procédé pour cons-
truire un mouvement brownien sur le groupe 3 partir d'un mouvement brownien sur
1'algébre de Lie associde au moyen de 1'application exponentielle. Plus ré&cemment,
Ibero [9), Emery [51 et Karandikar [13,14] ont &tudié cette intégrale sous 1'angle
respectivement des diffusions, des semi-martingales discontinues et du calcul
stochastique basé sur une formule d'intégration par parties.

Ces trois derniers auteurs se sont bornés 3 1'étude des groupes de Lie de
matrices, tandis que McKean utilise le th&or&me d'Ado pour se ramenmer d'un groupe
de Lie quelconque 3 un groupe de matrices. Notre point de vue sera différent et
nous allons délibérément ignorer les groupes de matrices en nous attachant essen-
tiellement 3 la nature géométrique des groupes de Lie. Cela nous permettra d'utili-
ser le formalisme récent de la géométrie stochastique développé apré&s Ito par
Malliavin [15], Schwartz [21,22], Bismut (1], Meyer [18,19], Ikeda et Watanabe
{11], Elworthy [4]; dans le cas particulier des groupes de Lie, nous dégagerons
des résultats 3 la fois simples et non triviaux, du moins si le groupe n'est pas
commutatif.

Cette manidre de voir a déja &té celle de Shigekawa [23%, qui parle d'équa-

tion différentielle stochastique sur G 12 ol les précédents auteurs parlaient
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d'intégrale stochastique multiplicative. Nous reprendrons certains de ses calculs

de fagon légérement différente, notamment lorsqu'il utilise lui aussi le théoré&me
d'Ado pour démontrer la non-explosion de la solution. Ce point de vue géométrique
nous a conduits 3 manipuler essentiellement 1l'intégrale stochastique de Stratono-
vitch, et nous éviterons ainsi de parler de vecteurs tangents et de formes différen=’
tielles d'ordre deux comme en [18] et [22].

La premiére partie introduit la notion d'exponentielle stochastique d'une
semi-martingale M de 1'algébre g,du groupe G, comme solution X d'une &quation
notée dXt=Xtht. Nous avons repris de [14] le terme d'exponentielle et la notation
B, cependant notre exponentielle ne correspond pas au € de Karandikar, qui est une
exponentielle d'Ito, mais 3 son g¥* exponentielle de Stratonovitch: ignorant toute
structure linéaire sur G et donc - momentanément- toute notion de martingale sur G,
nous n'avons pas d'exponentielle d'Ito; néanmoins, ainsi que le révélera la qua-
triéme partie, cette équation dXt=Xtht peut étre considérée Egalement comme une
&quation d'Ito, et c'est pourquoi nous n'y mettrons pas d's, non plus que dans § .
Un résultat important sur cette exponentielle X est qu'elle peut s'approcher par

des produits de termes exp(M

¢ -Mt ), ce qui moatre qu'elle coincide avec 1'inté-
k

k+1
grale stochastique multiplicative de McKean et Ibero.

La seconde partie introduit la notion de logarithme stochastique , noté 3,

d'une semi-martingale X du groupe G. Cela correspond exactement 3 la lecture de X

dans un repére mobile invariant 3 gauche. L3 encore, on a un résultat d'approxima-

tion de £(X) & partir des sommes de termes 1og(X—]X

t ).

k i+l

La troisisme partie commence par montrer que les applications £ et & sont
réciproques 1'une de 1'autre. On prouve que les diffusions sur @ de générateur a
coefficients constants correspondent aux diffusions sur G de générateur d coeffi-
cients invariants 3 gauche (mouvements browniens gauches dans la littérature) et on
termine par des formules pour B(M+N) et €(XY); Karandikar les appelle formules
d'intégration par parties, on peut tout aussi bien les appeler formules de
Campbell-Hausdorff stochastiques.

La quatriéme partie définit une G-martingale comme 1'exponentielle stochas-
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tique d'une martingale locale de 1'algébre: c'est donc une notion purement géomé-
trique. Il est inté@ressant de noter que c'est exactement la notion de I'-martingale
de Darling [2] et Meyer [18] pour une commexion T tout i fait naturelle sur le

-

groupe G. Un point 3 relever Eégalement est que dans ce cas, X converge p.s. a
1'infini si et seulement si M converge p.s. Grdce a la formule d'int&gration par
parties, on obtient aisément les deux décompositions d'une semi-martingale du grou-
pe en produit d'une G-martingale et d'un processus a variation finie, dans un sens
comme dans 1'autre.

Enfin la cinquidme partie traite bri&vement de 1'exemple du groupe de Heisen-
berg: on y note que les puissances d'une martingale sont encore des martingales, et
on y retrouve 1'intégrale d'aire de Paul Lévy, comme chez Gaveau [7].

Au point de vue des notations, on se donne un espace probabilisé filtré
(Q,G;(G%),P) satisfaisant aux conditions habituelles. Tous les processus envisagés
seront adaptés et auront leurs trajectoires continues, on ne le reprécisera plus.
On se donne également un groupe de Lie G de dimension d finie et d'&lément neutre
e ; on peut le supposer connexe, et on note g son algébre de Lie. Le symbole C
désignera l'espace des fonctions réelles ¢’ a support compact définies sur G. En
suivant Schwartz [21), nous dirons que X est une semi-martingale sur G si pour
toute fonction f de C, f(Xt) est une semi-martingale réelle. De méme, le processus
X sera dit 3 variation finie si f(Xt) est 3 variation finie (sur tout intervalle
borné).

Nous n'utiliserons que des résultats &lémentaires sur les groupes de Lie,
méme pas — on 1'aura compris - le théoréme d'Ado. En ce qui concerne la fagon de
noter 1'intégrale de Stratonovitch, il a fallu choisir parmi les diverses possibili-

tés actuelles du marché: nous avons choisi 1'sx, en souvenir des moments passés 3 la

lecture de la "Géométrie stochastique sans larmes" [18].

1. EXPONENTIELLE D'UNE SEMI-MARTINGALE DE L'ALGEBRE DE LIE.

Soit M une semi-martingale sur 1'algébre de Lie 4: elle est de la forme

Mt=Mtl:H.1 (avec la convention d'Einstein utilisée dans toute la suite), ol (Hi’ i=1,..
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. P i, . .
.,r) est une famille de r €léments de g, et (M",i=l,...,r) une famille de semi-
martingales réelles. Nous allons donner un sens 3 1'équation différentielle sto-

chastique sur G
=X dM
™ X, t ot
Une solution X de (1) est par définition une semi-martingale sur G telle que si f

est dans C, on ait

1
s

t
£(X) = £(X)) +/o (H £) (X )t

t . . .
i 1 i 3
+ - < >,
f(XO) +][ (Hif)(XS) dMS 2)/t(Hiij)(Xs) d<M™ M s
0 0
L'intégrale stochastique de la premiére ligne est au sens de Stratonovitch, celle

de la seconde ligne au sens d'Ito. La valeur initiale XO sera une v.a. q%—mesura—

ble quelconque & valeurs dans G. Il est clair que la solution ne dépend pas de 1'é-

criture particuliére de M, non plus que de la valeur de MO.

LEMME 1. Soit Yt une solution de 1'équation (1), de valeur initiale Y. =e. Alors,

0

pour toute v.a. Xo S%—mesurable a valeurs dans G, Xt=X Yt est solution de (1)

0

avec XO pour valeur initiale.

DEMONSTRATION. a) Supposons tout d'abord que XO soit Egale & une constante g du
groupe G. Pour f€C, si 1'on pose h(x)=f(gx) sur G, on a
i t i
f(Xt) = h(Yt) = h(e) +/(:(Hih) (Ys)thS = f(g) +/0 (Hif) (Xs)idl"[s

en vertu de 1'invariance 3 gauche des (Hi)'
b) Soit X0 dénombrablement &tagée, a valeurs (gk) sur les &léments (Ak) d'une

qg—partition dénombrable de Q. Si 1'on pose Xi=gkYt, on aura

- ky t i
f(Xt) = Zk 1 f(Xt) = Zk lAk[f(gk) +/0 (Hif)(gst)-dMS]

t .
i
f(X + . .
Xy L(Hlf)(xs)«dms
c) Soit X0 Q%—mesurable. Par uniforme continuité de f et des Hif par rapport 3 la

structure uniforme 3 droite de G, il existe pour tout n un voisinage V" de e tel

-1 n N . =
que gh €V entraine simultanément

1
I£(e)-£()] < by iHif(g)-Hif(h)l <‘% pour i=l,...,r



356

Puisque G est dénombrable & 1'infini, on peut extraire du recouvrement de G par les

ensembles {Vng, g€G} un sous-recouvrement dénombrable {Vngﬁ,kzl}. Posons

_ .0 n

WIII_Vgl

n nn n n

W= Vgl NG W),
puis

n _

Ak—{XOEWE}

n _ n
Xt = gﬁYt sur chaque Ak
Alors, d'aprés b),
n n t n i
f(Xt) = f(XO) +/0 (Hif) (Xs)'dMs'
et comme sur AE on a
n, -1 -1, n,-1 n
X (XD = XYY (g) €V,
on en tire
n, 1 n 1
- < - - -
ExD-£XO1 <= et |EAHE)-EHEI| <=
ce qui prouve la convergence en probabilité de f(X:) vers f(Xt) et celle de

t . t .
/ (H.£) (Xn)mdM1 vers / (H.f) (X )del . 8
o 1 s s o i s s

THEOREME 1. L'équation (1) admet pour toute valeur initiale XO une solution unique

sur [0,(.

DEMONSTRATION. On peut se restreindre au cas oll M0=0 et dans ce cas M' se décompose
en N1+A1, ot N' est une martingale locale réelle nulle en 0 et A" un processus a

variation finie nul en 0. Posons

_ eI T i r i,\2
Q 2:i=lzj=1/0t|d<N N L Zi=1([|dAs') y

Par arrét, on peut supposer Q = 1imt_mQt inférieur p.s. 4 une constante c>0. Soient
a>0 et (V,$) une carte locale de domaine contenant e, tels que ¢(e)=0 et
$(V) > B(0,2a) . Soient q)J des fonctions de C égales aux composantes de ¢ sur

¢_1(B(O,a)) et nulles sur le complémentaire de ¢_I(B(O,2a)). Considérons le systéme
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différentiel stochastique sur Rd

Y, = 0
3 _ 4 i
(2) dYt }\i(Yt)‘th
-l et + 3ak%w) ooy aadt N>
iVt t TT MV kM Ve e
L i, -1 .
o A{(y) = (®6") (47 () si 1yl <2a
=0 si ty1 > 2a .

Comme les coefficients vérifient une condition de Lipschitz uniforme, il est bien
connu qu'il existe une unique solution non explosive, qui vérifie pour tout temps
d'arrét T
2
Ef1v1°JsmEfq].
T T
En particulier, pour

T, = inf {t>0:|Ytl >a}l ,

il vient
2
a“ p(r,<») s ME[Q.] .
1 T,

t i 1= -
Remplagant ensuite dans (2) Mt par Mt (Mt+T M

et § par §'= ,
1 t

)1
T1 {Tl<00} t t+T1

puis posant, si Y' est la solution de (2'),
= 1 >0: '
T, inf {t O.IYt|>a} ,

on obtient
a’ B(r <x) ¢ ME[(Q -Q. )1
2 T +T, °T {T<oo}]’
1 72 1 1
et par itération
a?x P(T<x) < ME[Q] s Mc<o
n n \N 00 < .

Ainsi, P(Tn<W) tend vers 0 quand n tend vers 1'infini. Posant alors

Xt = X0¢-1(Yt) sur [O,T]]

_1 '
XTI¢ (Yt—Tl) sur [TI,T]+T2]
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et ainsi de suite, on vérifie aisément que X est solution de (1) sur [0,°[.

L'unicité s'obtient comme d'habitude [11] en se ramenant dans une carte locale. ®

Nous allons voir grdce a4 1'approximation suivante que la solution de (1)
n'est pas autre chose que 1'intégrale stochastique multiplicative de McKean et

Ibero.

THEOREME 2. Soit X la solution de 1l'équation (1), de donnée initiale XO, et soit

R un réel strictement positif. Si pour tout n>0 le processus R est défini sur

(0,R] par
520 = X,
" kR (k+1)R
Qt = Rt exp{-:; (Mt -Mt )} pour 0S-;=tk<t<tk+l= ——<R ,
k R2 k+1 k 2 2

alors % converge en probabilité vers X uniformément sur [O,R].

DEMONSTRATION. Soient encore a>0 et (V,$) une carte locale de domaine contenant e
tels que ¢(e)=0 et ¢(V) DB(0,3a). Posons U=¢—1(B(O,a)), U'=¢_1(B(0,2a)),

U"=¢_1(B(0,3a)). Pour tout p entier strictement positif, on pose
Ap = {wen : X;]Xueﬁ pour O<t<usR et u-t<R2 P} .,

L'uniforme continuité de Xt sur [0,R] pour la structure uniforme a gauche de G
montre que P(l% Ap)=1. Pour >0, on choisit p tel que P(Ap)>l—€. Sur 1'espace
AP muni de la probabilité conditionnelle P(.ﬂAP)/P(Ap), la solution X de (1) reste
identique 3 ce qu'elle &tait pour P [19,p.170]. On supposera désormais sans changer
de notation que AP=Q pP.S.

Etudions sur [O,RP], oll RP=R2—P, la solution Yt de 1'équation (1) de donnée

initiale Yy=e : elle vaut XO X, et reste donc dans U p.s. Considérons sur le méme

intervalle le processus ¥ qéfini (pour n3jp) par

b

0

e

n
2 kR (k+1R

- 3 == = < = .

Mtk)} ol ¢ =g et Oszn tkst tk+b 0 st

¥

t

¢ exp{c_(t-t, )M
tk o k tk+]

Pour toute fonction f de C,

i

. e
af@) = (Mtk+l Mtk) @6 @) a sur 1e,t 0
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Soient (¢J,j=l,...,d) des &léments de C qui coincident sur U' avec les composantes

de ¢ et soient nuls sur le complémentaire de U™. Posons alors
Mo = nel 6™ on si tyl < 3a
=0 si  Jyl > 3a
Sur [O,Rp], le processus Zt=¢(Yt) est solution du systéme différentiel stochastique

Jo_33 i, Lk j i1
dzt—>\.1 th+2 >\1 Dko‘i) d<M™ ,M >t .

tandis que si 1'on pose
= 3 . '
T = inf {£>0 : ?t €7y,

le processus ¢(?t) coincide sur [O’Tn“Rp] avec le processus Et nul en 0, continu
sur [O,Rp] et solution dans chaque intervalle ]tk’tk+1[ de

27 =c o M) A de .
S T B
Mais on sait [1,19] que 2 converge uniformément en probabilité vers Z sur [O,Rp],

et par conséquent pour tout >0,
llmn»w P(SHPOStSRP th—Et]ga) =1 ,
d'oll encore pour O<g<a
lim P({TnkRp}ﬂ{supogtsR |¢(Yt)—¢(?t)|<a}) =1 .
P

. e =1 = :
L'uniforme continuité de ¢ = sur ¢(U') pour la structure uniforme 2 gauche de G

montre que pour tout voisinage fermé W de e dans G et tout >0, il existe n, tel

que

-1
P( uOStSRp {?t th WhH < e pour mwn, .
N o1 ~
Approchant de méme Yt—XSkXt par ?t dans ]Sk’sk+1]’ ol s

~

il vient pour n supérieur & un certain n

(KR, et k=1,...,2P-1,

1

_1 p
P(U, uskStSSkH {9t Yte'w}) < 2Pe

Mais la compacité de U permet de montrer que pour tout voisinage fermé W' de e

dans G, il existe un voisinage fermé W de e dans G tel que, pour r=2p, si
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EIERRRELN sont dans W et gz,...,gr dans ﬁ, on ait
x g} 1y W'
r8r Fr-178p ¥18283+ 8,18, € '

Appliquant ce résultat lorsque Sk<t<sk+l a

-1, g -1y o-lg -1 -1g -1
b xt-Qt Y Y, ?s Y.y ?s YY

¢ ...YS Yt

k %k 281 818 S
il vient

(Ve e {Rt"xtéw'}) <P . »

On obtient ainsi en particulier que XR est la limite en probabilité de

X Tt exp(M -M, ). C'est la convergence de ces produits qui sert de base i la
0 'k tk+l tk

définition de 1'intégrale stochastique multiplicative chez McKean et Ibero.

On notera désormais §(M) la solution de dxt=Xtht de donnée initiale X =e,

0

et on 1l'appellera exponentielle stochastique de M. Elle ne dépend pas de la valeur

de Mo.

Une conséquence immédiate du théor@me 2 est le résultat suivant.

COROLLAIRE. Si Mt=MtHi » B(M) prend ses valeurs p.s. dans le sous-groupe fermé

engendré par exp®), oll ¥ est la sous-algébre de Lie engendrée par les (Hi,i=1,..

v sT)

2. LOGARITHME D'UNE SEMI-MARTINGALE DU GROUPE DE LIE.

Du point de vue des notations nous identifierons désormais les fonctions
sur le domaine V d'une carte locale (V,$) et les fonctions sur ¢(V). Les fonctions
(¢j, j=1,...,d) désigneront des &léments de C coincidant avec les composantes de
¢ sur le domaine V (toujours supposé relativement compact).

Dans cette deuxime partie, on associe de fagon tr&s simple une semi-martin-
gale sur 1'algébre 4 3 une semi-martingale donnée sur le groupe G . Il faut pour
cela rappeler bridvement la notion d'intégrale d'une forme différentielle le long
d'une semi-martingale sur une varigté [10,1,18].

Sin est une forme différentielle sur G, si X est une semi-martingale sur G,

on consid@reun recouvrement localement fini (Uu) de G par des domaines de cartes
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locales, et une partition de 1'unité (ha) qui lui est subordonnée. Si dans la carte

de domaine U* la forme différentielle n s'écrit sous la forme aj(x) dx’ , on pose
_ o
/t”'ZaYt ’

t s
o _ o J
Y -4h (Xs)aj(xs):dqb (x,) -

t

Si X est une semi-martingale sur G, on appelle logarithme stochastique de X

et on note L(X) la semi-martingale M sur @, nulle en 0, définie par 1'égalité

™,,0) =4t 6

0
pour toute forme différentielle 6 invariante i gauche.

Si 1'on considére une base (Hi,i=l,...,d) de g, les composantes Mi de M
dans cette base forment exactement au sens de [18,p.87] la lecture de X dans le
repére mobile (Hi)'

Tout comme 1l'exponentielle, le logarithme stochastique peut s'obtenir par
approximation. Dans le cas des groupes de matrices, ce résultat est dd & Karan-
dikar [14].

LEMME 2. Le logarithme stochastique de X ne dépend pas de la valeur initiale X

mais seulement de Y=X81X.

0

DEMONSTRATION. Posons donc pour tout t0 Yt=XSIXt et montrons d'abord le résultat
lorsque XO est un &élément constant g de G, Au recouvrement U et 3 la partition de
Va2 10 . o_ =1 a o Ve z 10
1'unité h~ on associe le recouvrement V =g U~ et la partition de 1'unité k
définie par ku(y)=hu(gy). Si les (¢J) prolongent les coordonndes dans Ua, on pose

¥ (v)=¢7 (gy) et on a alors
o Jx ) = x® j
h7(X )=d (X)) =k (Y )sdy (¥) .
Si (Dj,j=1,...,d) est la base associée 3 (¢J) dans chaque espace tangent TX(G),oﬁ

o ca s j
x€U ', et (Dj) la base associée 3 (wJ) dans Ty(G), ol chu, on a pour 6 invariante

3 gauche

(Dj,e)(y) = (Dj,9>(g}')
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o Sy =@ . j
R 04,0 X)wat! (x) = 1) 1,0 ¥ sl ¥

ce qui montre que

(Mt,e) ='4; 6 .

0

Si maintenant X, n'

0 est pas constante, on termine la démonstration comme dans le

lemme 1. ®

Soit U un voisinage ouvert de e dans G tel que 1'application exponentielle
exp soit un diffomorphisme d'un voisinage ouvert de O dans § sur U, et soit log

la fonction sur G définie par
log x =y pour x =expy si xel

=0 si xgu .

THEOREME 3. Soit X une semi-martingale sur G et soit R>0. Le processus M défini

sur [0,R] pour tout n>0 par
B oo -1 -1
=%, . logX X + c (t-t, ) log X _ X
t 1=0 tl t1+1 n k tk tk"']

(avec les notations du théor@me 2) converge en probabilité vers M=&(X) uniformé-

ment sur [O,R].

DEMONSTRATION. Soient (V,$) une carte de domaine V contenant e et a un réel
strictement positif tels que 1'application exponentielle soit un difféomorphisme
de B(0,a) sur U=exp B(0,a) et que U.UCV . Comme dans la démonstration du théoréme

2, on peut supposer qu'on a choisi un entier positif p tel que X;]XueU pour

-1
0

Pour chaque forme différentielle 6 invariante 3 gauche,

Ost<usR et u—tsRZ_p=Rp. On pose Y =X Xt et on &tudie d'abord Mt et ﬂt sur [O,Rp].

- j
dM,,0) = (0,0 (Y)ed0 (¥) .

Posons

¢ = Y, exp{c (t-t ) log Y;lYt }  pour O0g
k nook k Tk+l 2 2
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Pour 0$t<Rp, ?t a p.s. ses valeurs dans V et

j - -1 N .
a? @) = ¢ (log Ythtk+l)(¢ YA de sur JeLe o0

par conséquent,

-1
c (log Y'y Lo)() at
n Bk tiel t

-1
c (log Y 'Y ,0) dt
n tk tk+1

d(ﬁt,e) .

j
®,,0) (¥’ @)

I1 résulte alors du théoréme 3 de [19] que i converge en probabilité vers M
uniformément sur [0, Rp]. La convergence sur les autres intervalles de [0, R]
s'obtient de facon identique, d'oll la convergence globale de B vers M sur tout
[0,R]. =

REMARQUE. Si 1'on consulte la démonstration du théoréme 3 de [19], on voit qu'il
faut introduire une connexion sur le groupe G, ou tout au moins sur 1'ouvert

o(V) de Rd. Mais d'aprés 1'exposé d'Emery [6], il suffit en fait de disposer d'une
fonction d'interpolation, qui nous est fournie ici par 1'application exponentielle.
De toute maniére, nous verrons dans la quatriéme partie que cette application
exponentielle détermine les géodésiques d'une connexion sur le groupe G; au lieu
d'utiliser le r8sultat de Meyer, on aurait pu citer aussi le théoréme A de [3],
qui donne directement le résultat sur une variété mais utilise des découpages

un peu différents de [O,R].

3. PROPRIETES DE L'EXPONENTIELLE ET DU LOGARITHME.

Le premier travail sera de montrer que les applications £ et £ sont réci-

proques 1'une de 1'autre, modulo la donnée initiale.

THEOREME 4. Soient X une semi-martingale sur G vérifiant X0=e et M une semi-

martingale sur g,vérifiant M0=0. Alors X=§(M) si et seulement si M=%(X).

DEMONSTRATION. a) Supposons M=M1Hi et posons X=¥8(M), puis N=¥(X). Pour toute

forme différentielle g invariante i gauche,



364

t

= a j
(,0) = 2 [ UKD (0,0) (X )ade? (X))

n

0
o j i
Zu[h (XS) (DJ-,G)(XS) (Hi¢ )(Xs)udMs

t
o i
I, /0 (X)) (H;,0) (X )sa

i
(Hi,e) M,
= (Mtse) .

b) Inversement, si M=¥(X), si fe€C et si (Hi,i=l,...,d) et (91) sont des bases en

dualité de §et 45‘, alors

o 3
dE(X) = I, n*(x) D,£(X,)ede? (x,)

o i j
Zy b (Xt) (Hif) (Xt) (Dj,e )(Xt)tdd) (Xt)

o i j
D (X)) (G 0H(x) (04,60 (x)wa (%))

(8, ) (xt).d(Mt,ei) . =

Voici maintenant deux propriétés 3 peu prés évidentes de § et & .

PROPOSITION 1. Si X=§(M) avec M0=0, X et M engendrent la méme filtration.

DEMONSTRATION. C'est clair puisque dans un sens on résoud une &quation lipschit-
zienne pour obtenir X & partir de M, dans l'autre on effectue une simple intégra-
tion stochastique pour obtenir M i partir de X. C'est &vident &galement d'aprés

les théorémes 2 et 3 d'approximation. ®

PROPOSITION 2. Si h est un homomorphisme de groupes de Lie de G dans H, d'applica-

tion tangente h, , alors

E(hx(¥)) = h(EM)) et h, (X)) =8((X)) .
DEMONSTRATION. Pour la premidre &galité par exemple, on a
E(h(X)) = d(feh) (X)) = hu(H) (D) (R(X))wdt, . ®

Dans [81, He, Yan et Zheng ont introduit la notion de convergence parfaite
d'une semi-martingale vectorielle: disons pour reprendre leur définition que sur

une variété V, une semi-martingale X converge parfaitement sur un ensemble F de
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% si, lorsque 1l'on conditionne par F, la semi-martingale X est prolongeable en

une semi-martingale sur [O,m].

PROPOSITION 3. Les ensembles de convergence parfaite de M et X=§(M) sont p.s.

ggaux.
DEMONSTRATION. a) Si M converge parfaitement sur 1'ensemble F, cela veut dire
avec les notations de la démonstration du théoréme 1 que Q.<® p.s. sur F. Si pour

un p strictement positif
8,= inf {e20: o >p} ,

alors F ¢ L% Un ({Sp=w}l\{Tn=w}). Comme XSPATn est parfaitement convergente
d'aprés sa construction , il en résulte que X converge parfaitement sur F.

b) Si X converge parfaitement sur F, on peut en conditionnant par F transformer
X en une semi-martingale jusqu'ad 1'infini (infini compris) dont le logarithme
stochastique, qui n'est pas changé sur F par la nouvelle probabilité, est aussi

une semi-martingale jusqu'a 1'infini puigqu'il est obtenu par intégration stochas-

tique. Donc M converge parfaitement sur F. @@

On va maintenant retrouver les mouvements browniens gauches de McKean [17)
en montrant que les diffusions 3 coefficients constants sur ",correspondent aux

diffusions sur G de générateurs invariants 2 gauche.

PROPOSITION 4. Soient HO un élément de $» (Hi,i=l,...,r) un systéme libre de @L

i, . . . .
et (B",i=1,...,r) un mouvement brownien sur RT. Si M est la diffusion sur g_é

coefficients constants obtenue en posant Mt=BiHi+tH0, alors E(M) est une diffusion

P, l.r 2 . . . P
sur G de générateur Ezi=lHi+H0’ et inversement toute diffusion de générateur

invariant 3 gauche sur G a pour logarithme stochastique une diffusion M du type

ci-dessus.

DEMONSTRATION. a) Si-Mt=BtHi+tH0 s pour f dans C

1
t

df(Xt) (Hif)(Xt)tdB + (HOf)(Xt) dt

(1, 6) (x) dB:‘: + (% I, Hi +HY () (X)) de .



366

b) Si X est une diffusion invariante 3 gauche, il existe H. dans (ﬁ,et un systéme

0
. . . P _1lr 2
libre (Hi,l—l,...,r) dans ‘5, tels que X ait pour générateur L = > Zi=l 1-1i + HO .

Cela signifie précisément que pour tout &lément f de C,
t
f(Xt) - f(XO) -/ Lf(XS) ds
0
est une martingale locale. Supposons pour alléger 1'écriture que la diffusion X

reste dans le domaine d'une carte locale (V,9). Considérons alors une base

(Bk,k=l,...,d) de %" telle que

(Hi,ek) = 61; pour i=l,...,r k=l,...,d ,
et posons

1 1 .

A - H i=l,...,r 1=1,...,d

a? - (Dj,ek) j=1,...,d k=l,...,d

de sorte qu'on aura

-~

Xia -8 i=l,.00,r k=l,...,d .

[Ty

Identifions @ a Rd par l'application qui 3 H associe ((H,ek),k=],...,d). Si g est

. < s d ©
une fonction réelle 3 support compact sur R et C ,

ag(,) = Bkg(Mt)thE
- 3,800 a5 pwat (1)
- 5. a? 1o} ae + 1 a? ©,3,8) ab (L") -o"I-¢ILe™) at
. 2 8 (L(a§¢j)-a§L¢j—¢jLa§) dt + d(martingale locale) .
Or
af ah ((sToD-gMod-edo™ - 3 & ab TE | (i 60900 -0 ule™
- & ol 3r, (o™ aye)
- Z§=15E 61 ’

tandis que

1 K3 ko3 Gk koo j o1 k i k2,3
3 (L(aj¢J)—ajL¢ -o'La)) = agge’ + 7 zi(z(uiaj)(ui¢ )+2a H; o)
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S T (Y T S S
ajH0¢ + 3 Zi(AiHiaj+ajHiki)

k.o .3 1 ik
ajHch + 3 Zi Hi(}\iaj)

(H,,0%) .

Il en résulte que si 80 représente la dérivation dans la direction de Ho,

1
- - +
B(M,) /(: G 25 0y 49 (M) ds
est une martingale locale, et on sait bien que cela entrafne la représentation
voulue pour M. [

~

Le reste de cette partie est consacré i 1'étude d'une formule du type
Campbell-Hausdorff pour les logarithme et exponentielle stochastiques. Rappelons
que si H et K sont dans gﬂ si g est dans G, on note Rg la multiplication 3 droite

=

par g sur G, Lg la multiplication 4 gauche par g, et on pose

Ad(g)H

gg ™! = Lox(Rym12(0)

ad(H)K

(u,k].
Le résultat suivant a &té obtenu par Karandikar [14] pour les groupes de matrices

et implicitement par Shigekawa [23] dans le cas général.

PROPOSITION 5. Si M et N sont deux semi-martingales sur “,

S(M+N) = B(AA(E(N))ul) &(N).

Inversement, si X et Y sont deux semi-martingales sur G,
—r-rsement, si A et

LXY) = Ad(Y X)) + %)

DEMONSTRATION. La deuxi&me formule se déduisant immédiatement de la premiére, c'est
celle-ci que nous démontrerons. Posons
Y =B, X = §(Ad(DaM)

ol Ad(Y)xM désigne la semi-martingale sur % définie, si Mt=MtHi, par

(Ad(Dwy) = f Ad(Y)H eal
0
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Supposons encore que nous n'ayons besoin que d'une seule carte. Alors, pour £
dans C, si 1'on pose & t fixé

h(x) = £(xY)) et k(y) = £Xy)

on a

df(Xth) th(xt)*d¢k(xt) + Dlh(Yt)ad¢1(Yt)

D h(X) (YtHiYEI)(¢k)(Xt).dMi + le(Yt)(Hi¢1)(Yt)*dNt

(YtHiYEI)(h)(Xt)ydMi + (Hik)(Yt)‘dNi

Mais pour x,y,g dans G et H dans ,

(gHg‘1><f°Rg)<x> (Hf) (xg)

(Hf) (gy) »

H(foLg)(Y)

i i
df(Xth) = (Hif)(Xth) th + (Hif)(Xth) dNt . -

LEMME 3. Si Y=§(N) S£~Nt=NiHi’ alors, pour tout H dans &,

d(ad(y;He) = (aa(r;hyn, B, Jeany

DEMONSTRATION. Pour g dans G, H dans § et 6 dans @*, on pose f(g)=(Ad(g_1)H,0).

Alors,
_ i
df(Yt) = Hi(foLYt)*dNt
avec
- -1
foly (2) = (AT DO
= arzhadg™Hu,0)
puis
- -1 -
Hi(foLYt) - (Ad(Yt )ad( Hi)H’e)

(adH[H,E],0 . .
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PROPOSITION 6. Si M et N sont deux semi-martingales sur g nulles en 0, avec

[

Mt=MtH' et Nt=NtHi’ si u et v sont deux réels différents de 0, alors
i = 2 0=

LE(uM) E(vN)) -uM - VN

uv

converge lorsque v tend vers 0 uniformément sur tout compact en probabilité

vers un processus R qui vaut
bk
R, = [Hi’H'k]/O NowdM .

DEMONSTRATION.

-1
L(E(uM) E(VN)) - uM - vN = u Ad((E(VN)) ")-Id)«M.
Si 1'on pose pour i=l,...,r Z;:Ad(z(vN)_l)Hi, alors d'aprés le lemme précédent
dz! = v[zV,H Jean®
i i g
d'oll 1'on tire
1 (z¥ -u,) » [u ] Nk en probabilité quand v»0, puis
v i i i’Hk ’

1 v i k 1 P
;-(Z.1 Hi)tM - [Hi’Hk] Nx«M~ en probabilité quand v-0 . [ ]

4. MARTINGALES SUR UN GROUPE DE LIE.

I1 est maintenant possible de donner une notion naturelle de martingale
(locale) sur un groupe de Lie. On dira qu'une semi-martingale X sur G est une
G-martingale si #£(X) est une martingale locale sur g.

D'aprés la proposition 2, cette notion est invariante par homomorphisme de

groupes de Lie. La proposition 5 nous fournit directement la décomposition

multiplicative des semi-martingales.

PROPOSITION 7. §i_X=XOEKM) et si M=N+A, ol N est une martingale locale et A un

processus 3 variation finie sur §,alors

= = y!
X=X, Y2Z=x,2'Y,

oli Y et Y' sont respectivement les G-martingales B(Ad(E(A))aN) et B(N), et Z et

Z' respectivement les processus 3 variation finie E(A) et E(AA(E(N))#A).
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On remarquera également que ces deux décompositions sont nécessairement

uniques.

PROPOSITION 8. Si M est une martingale locale sur g et si X=¥(M), les ensembles

de convergence quand t tend vers l'infini de M et de X sont p.s. &gaux.

DEMONSTRATION. Si M converge p.s. sur un ensemble F, M converge parfaitement sur
cet ensemble , donc &galement X, donc X en particulier converge p.s. sur F.
Inversement, supposons que X converge p.s. sur un ensemble F. En considérant les

G-martingales (X t>0) arrétées aux instants U™ ofi elles sortent du domaine

n+t’

d'une carte locale, on peut se ramener 3 1'étude d'une G-martingale X qui reste
dans un domaine fixé et qui y converge p.s. On a alors, pour une base (Hi) de 4,

j = h] dMi + l k j < i M1>
d¢ (Xt) Ai e 3 Al Dk(ki) d<M, e
D'aprés [25] ou encore [8], comme les coefficients sont bornés ainsi que ceux de
la matrice inverse des (Ai), les ¢J(Xt) ne peuvent converger p.s. que si les Mt

le font également. ®

Ordinairement [2,18], pour définir une bonne notion de martingale sur une
variété V, il faut munir V d'une connexion I', sans torsion de préférence. Sur un
groupe de Lie G, il est clair que la connexion 3 choisir doit &tre invariante a
gauche et transformer les courbes exp tA (t réel) en géodésiques, ce qui exige
que VAA=0 pour tout champ de vecteurs invariant 4 gauche A . On peut choisir de
plus T sans torsion, ce qui détermine T' par la condition VAB = %[A,B] pour A et B
dansﬁ. On va plutdt choisir VAB =0, qui a pour symétrisée la connexion pré&cé&den-
te, et qui posséde de surcroft deux jolies propriétés:

a) le transport parallile stochastique d'Ito au-dessus d'une semi-martingale
sur G admet au point terminal la valeur du champ invariant a4 gauche déterminé par
le vecteur tangent au point initialj

b) le développement d'une semi-martingale X n'est autre que £(X).

Pour vérifier ces propriétés, on commence par constater que si VAB =0, les

composantes (AJ) dans une carte d'un champ de vecteurs invariant & gauche et les



3N

~

composantes (a,) d'une forme différentielle invariante i gauche vérifient
J

j k _ - =
A Fij + DiA 0 a; ij Dkaj o ,

ot les F%k sont les symboles de Christoffel de la connexion; les &quations du
J . .
transport paralléle, qui sont dUE=—F§jUist;, coincident donc avec les &quations

k _ k i _ ki
dlt = Dikttdxt = Fijxt'dxt s

de la méme fagon, les équations du développement relativement i une base (Hl)

k d 1

_ kLl ok i
A dEp = AKX+ 5 Fij d<XT, X2,

s'8crivent aussi sous la forme

11,k .1 1.k i 1
= - > = .
g, = a dX + 5 a Tyj aX7,x> = aw

Il reste & montrer que les I'~martingales pour cette connexion coincident
avec les G-martingales introduites ci-dessus. Or X est une -martingale si par
e . kK 1k . i_j e
définition pour toute carte locale de domaine v, dXt+§Fijd<X ,X >t est une diffé-
rentielle de martingale locale dans 1'ouvert prévisible {XeV}; cette condition

équivaut 3 ce que

1.k 1 1 k A T |
a dXp g a T a0 x> =

soit une différentielle de martingale locale dans {Xev}, et cela correspond

~

exactement 3 la notion de G-martingale.

5. MARTINGALES SUR LE GROUPE DE HEISENBERG.

Terminons par une bréve &tude des martingales sur le groupe H des matrices

1 x 2z
g = 01 y
0o 0 1/
dont 1'algdbre % est constitude par les matrices
0 a ¢
0 0 b = aH] + sz + CH3 .
0 0 0 1 0 0

Un calcul simple montre que Ai(g) = 0 1 x
0
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1
2 334‘1 211 2
L XM+ M AR MO

1.1
X =M, X s 2

t
1.1 2 .2 3_3_/12_1 1.2
MX M=KD MUSKU- ) X ARO-SK X
Ces formules montrent que Xt = N , ol
1.1 23 1/‘
N =M, N oM t-M 54 MdM MdM) .

On peut remarquer que M est une martingale locale si et seulement N en est une,
et que la correspondance entre M et N est bijective non linéaire. Une conséquence

en est le résultat suivant.

PROPOSITION 9. Si X est une H-martingale, pour tout entier relatif n, (X)n est

encore une H-martingale.

DEMONSTRATION. Soit N la martingale locale associde par la bijection précédente
3 M=f(X). On calcule facilement les composantes de log (Xo)_n(Xt)n qui sont

n,1_ 1 n,2_ 2 n,3_ 3.1 8o 2 201
Nt nNt Nt nNt Nt nNt 2n(n l)(XONt XONt) .

On en déduit que £((X)™ a pour composantes

t
n,1_ 1 n,2_.2  .m,3_ 31 / 1.2 2.1
Mt th Mt th Mt th 2n(n 1) o (MdeS Mdes)
1 1.2 2.1
_in(n-l)(XOMt XOMt) ,
c'est donc encore une martingale locale. o

. s . 12 : 2 .
Une derniére remarque: si B=(B ,B”) est un mouvement brownien sur R™, si

M1=B], M2=B2 et M3=G, un résultat de P.Lévy montre que la martingale N de

composantes
t
1.1 22 3_14 1,2 2.1
N=B_  N_=B_ 5 4y (B,dB-B_dB))

oz . o 3 .
admet une densité strictement positive pour tout t>0 sur tout R™, et il en va
de méme de X = exp N sur tout le groupe H. Ici, X est exactement la diffusion

P 1 2. .2
de générateur 3 (H1+H2) .
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