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PROPRIETES D'ABSOLUE CONTINUITE DANS LES ESPACES DE
DIRICHLET ET APPLICATION AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

Nicolas BOULEAU et Francis HIRSCH

A lipschitzian functional calculus is valid in Dirichlet spaces for
the Dirichlet form and its "carré du champ" operator ; this is proved for
the wunivariate calculus in [Bl] in the locally compact case and in (BH1]
on general measurable spaces. Here we extend these results to a
multivariate calculus in the case of the Dirichlet space of the
Ornstein-Uhlenbeck semigroup on the Wiener space. This 1s done by
establishing a general density criterium for multivariate random
variables : the "density property of the image of the energetic volume".
The application to lipschitzian S.D.E. goes through a crucial
factorisation 1lemma and leads us to three theorems on existence of
densities for the 1laws of the solutions of S.D.E., including the

uniformly degenerated case.

PRESENTATION

Nous ne rappellerons pas les éléments de la théorie des espaces de
Dirichlet, pour 1lesquels nous renvoyons & (D1} et [F2) dans le cas
localement compact, A& ([Kl] dans le cas d'un espace de Banach avec des
hypotheses généralisant 1'espace de Wiener, et & [BHl1) dans le cas d'un
espace mesurable général.

Soulignons simplement qu'un espace de Dirichlet est un cadre plus
général que ceux dans lesquels on étudie usuellement les fonctions sur
l'espace d'état d'un processus de Markov, ceci étant rendu possible par

la symétrie du semigroupe. Les fonctions d'un espace de Dirichlet ne sont
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pas en général des semi-martingales sur les trajectoire du processus
associé. Fukushima a montré [F2) qu'elles se décomposent en somme d'une
martingale et d'un processus d'énergie nulle, et a établi un calcul
fonctionnel de classe C' (dans le cas d'un espace de Dirichlet régulier
et local sur un espace localement compact) pour la partie martingale
continue, ce qui est une fagon de retrouver le calcul fonctionnel de
classe C' établi par Le Jan [L1) pour l'énergie locale et 1'opérateur
carré du champ s'il existe.

Lorsqu'on fait opérer des fonctions d'une seule variable le calcul
fonctionnel peut &tre étendu (propriété de densité de 1l'énergie-image)
aux fonctions (localement) lipschitzienneg (qui contiennent les
différences de convexes) et ceci m@me dans le cadre général d'un espace
d'état mesurable. C'est ce qui est fait en [BHl] ol des conséquences en
sont tirées pour les E.D.S. unidimensionnelles en particularisant 1'étude
au semi-groupe d'O.U. sur l'espace de Wiener. Mais le cas univarié est
facilité par des propriétés particulidres (la continuité des contractions
notamment (Al}) et nous émettions en [BHl] la conjecture suivante :

Si f = (ft""‘fn) est un n-uplet de fonctions dans 1'espace de
Dirichlet D sur 1'espace mesuré (Q,F,m) pourvu d'un opérateur carré du

champ I, 1l'image par f de 1la mesure dét(r(f est

Pl g ™
absolument continue par rapport 3 la mesure de Lebesgue sur R".

Nous démontrons 1ici cette conjecture dans le cas particulier de la
forme de Dirichlet associée au semi-groupe d'O.U. sur l'espace de Wiener.
Ceci donne 1'absolue continuité de 1la 1loi d'un variable aléatoire
vectorielle sous des hypotheses plus faibles que celles utilisées jusqu'd
présent dans 1le calcul de Malliavin (Ml] pour 1'étude des E.D.S.
(hypoth&ses Al et A2 de [W1])) et mé&me que celles utilisées récemment par
Nualart et 2akai [NZl.section 5). La démarche est d'utiliser 1la
représentation de 1'opérateur carré du champ comme somme de carrés de
dérivées partielles [M2] pour se ramener 3 des résultats en dimension
finie tels qu'exposés par Federer [Fl]. Le critére d'absolue continuité
et le calcul fonctionnel lipschitzien sont appliqués ici aux E.D.S. de
type markovien avec des coefficients de diffusion et de dérive
lipschitziens en 1la variable d'espace et mesurables en 1a variable de
temps, c'est A dire sous les hypotheses classiques assurant 1'existence
et 1'unicité des solutions. La méthode permet de dire quelque chose dans

le cas uniformément dégénéré, notamment que si Xt est une diffusion de
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dimension n dont 1le coefficient de diffussion a un rang qui n'est pas
inférieur A k<n, alors la projection de Xt sur presque tout sous-espace
de dimension k a une loi absolument continue, le presque tout étant au
sens de la probabilité invariante sur la grassmannienne d'indice k. Nous

remercions D. LAMBERTON pour sa contribution décisive 3 ce résultat.

Le plan de 1'étude est le suivant

I - Cas fini-dimensionnel

II1 - Critere d'absolue continuité en dimension infinie

III - Lien avec les formes de Dirichlet générales

IV -~ Forme associée au semi-groupe d'O.U. sur 1'espace de Wiener
v -~ Application aux équations différentielles stochastiques

VI - Conséquence du critére et de la relation fondamentale
Les principaux résultats ont été annoncés dans [BH2]).

I - CAS FINI-DIMENSIONNEL

Nous donnons dans cette partie, les résultats sur les fonctions de
K" dans Rn, qui nous seront utiles. Ils sont tirés de [Fl1]. On désigne

par A" 1a mesure de Lebesgue sur R".

A. Soit f wune fonction Lebesgue-mesurable de R dans R. f est dite
approximativement dérivable en a € R, de dérivée approximative égale 2 b
si

1
ve > 0 1im - a' {x € [a-m,a+n] ; [f(x)-f(a)-(x-a)b| > e|x-a|) = O
™o 1

On note alors b = apf'(a).
Une conséqence immédiate de la définition est :
Si 11 existe f tel que f = ¥ A'—pp et si ¥ est dérivable A’-pp,

alors f est approximativement dérivable A’-pp et

apf' = 1' A’-pp.
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B. De méme, si f est une fonction mesurable de R" dans R, on peut,

en considérant les restrictions de f aux paralléles aux axes de

af - af af
coordonnées, définir ap — pour 1 { 1 { m et ap grad f = (ap — ,...,8p — ).
ax1 ax’ axm

. Si f est une fonction mesurable de R" dans R", f = (f‘,...,f“). et

si m { n, on pose

2 172

-

af
apJ f = z dét[ap —i ]

AEA(n,m) 8xk(j) 11, j<n |

od A(n,m) désigne 1'ensemble des applications strictement croissantes de
{(1,2,...,n) dans (1,2,...,m).
. Il résulte alors des théorémes 3.1.4, 3.1.8, 3.2.3, 3.2.11 de [Fl]

le théoreéme suivant

Théoréme . Soit f : R™ — R" une fonction Lebesgue-mesurable.

On_suppose m 2 n et

afi

ax

vl € 3¢&{m VvVl {1 <{n ap est défini A" - pP-P.

I1 existe alors un ensemble A de R" de complémentaire km—négligeable tel

que, pour toute partie B mesurable de Rr" ,

m m-n -1 n
]BBPJ“f(x) da (%) = IR“’)L [A NeNf" (y))fda(y)

ol a('m—n désigne la mesure de Haussdorff m-ndimensionnelle.

C. On déduit immédiatement du théoreme le corollaire suivant :

Corollaire : Soient m et n deux entiers non nuls quelconques et f

une fonction Lebespue-mesurable de R" dans rR" .

On_suppose
af m
vl € § {m vl ¢ 1 $n , ap 1 est défini A" - pP-.
3

3
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n
Alors, pour toute partie B An-négligable de R,

e — m_ o
_ det[<ap gradf ap gradf > dA =
lf 1(B) i 37 11¢1, 3¢n

od < , > désigne le produit scalaire canonique de r".

Le résultat est en effet évident s8i m < n car le déterminant
considéré est identiquement nul. Si m > n, le déterminant est nul en un
point 81 et seulement si apJnf est nul en ce point. Il suffit donc

d'appliquer le théoré2me précédant en remplagant B par f_t(B).

II - CRITERE D'ABSOLUE CONTINUITE EN DIMENSION INFINIE

A - Dans ce premier paragraphe nous donnons les hypothéses,
définitions et notations valables pour toute 1la suite. Elles ont
inspirées de [Kl].

. On considdre un espace de Fréchet séparable réel Q, muni de sa
tribu borélienne F° et d'une mesure de probabilité m. Pour tout y
de 2, on note ty la translation x € Q@ — x+y € Q. ty agit aussi sur les
mesures.

- Un élément de & de Q sera dit admissible si, & = O et pour
tout t de R, ttgm est absolument continue par rapport 2 m (pour pour t,
ttgm est alors équivalente A m).

. Pour § € Q, & » 0, on note o¢_ la mesure

3

]thgm dt.

Ug est une mesure borélienne o-finie et finie sur les compacts (en effet,
sl ¢ € 1' (dual topologique de Q) et (&) = 1, Ug(?-’(['“’"]) = 2n).

Si ¥ est admissible, Ug est évidemment équivalente 3 m ; on notera
alors kﬁ un représentant borélien, strictement positif en tout point, de

dm
la densité

, et on a

d
%z

(“) V¢ borélienne 2 0 Iv(w)dm(w) - le(w+t§) kg(w+tg) dm(w)dt .
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. Pour & dans Q, on note Dg 1'ensemble des fonctions boréliennes
u de 0 dans R telles qu'il existe une fonction borélienne U de @ dans R

(appelée dans la suite associée A u) vérifiant
~ ~
uwsmumppet Vel t— u(w+ t¥)

est une fonction absolument continue sur (tout intervalle compact de) R.

I1 est évident que si u € D, toute fonction égale m-pp 3 u est aussi

gl
dars D& (avec méme fonction associée).
On pourra donc aussi considérer les éléments de Dt comme des
classes.

B . On suppose, dans ce paragraphe, que ¥ est un élément admisible.

Nous allons définir, dans la proposition suivante, la "dérivée

directionnelle"V&u d'un élément u de D:

Proposition 1 : Si u appartient & Dg , t_’[l-lo‘t-":g ~ u] converge en
probabilité quand t tend vers 0. On note VQU cette limite (V@u est donc

une classe qui ne dépend que de la classe de u). Si U est associée A u,
on a

1im t™! (Yo + t&) - W(w)) = Vu(w) m-pp .

t-0 14

Preuve : Soit u dans D_ et 4 associée A u. On pose

3

O = {w ; lim ! [Y(w + t&) - d(w) ) existe}
t->0

Par continuité de 1'application t — u(w + t&) pour tout w, il est
facile de voir que A est un borélien.

D'autre part, pour tout w, w + 8% € A pour presque tout s
(relativement 2a ahy.

11 résulte alors de (.). 2z étant admissible, que m(d) = 1.

Donc t—‘[aot - ﬁ] converge presque partout et donc en probabilité

t3
quand t tend vers 0. On en déduit la proposition.

Remarque : Si u appartient 3 D, et Y est associé A u, on peut
3

définir un représentant de‘éu en posant
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Yo ‘7u(u) = 1im inf t [U(w + t8) - U(w)]).
S t—0

Pour un tel représentant on a

3 ~ 1
Yo ‘éu(w + tZ) = — u(w + t&) dr'(t) - pp
at

3
(0d — U(w +tZ) désigne 1im h™'[J(w + (t+h)&) - Y(w + t&)] lorsque
at h-0

la limite existe).

Dans 1les raisonnements et expressions qui suivent, on supposera toujours

que c'est ce représentant qui est choisi.

Proposition 2 : Si u appartient A Dg » pour m-presque tout w,
t — u(w + t&) admet en A’—pgesque tout t une dérivée approximative

égale 3 Véu(u + t2).

Preuve : Soit U associé A u. D'aprés (™)
l]lu(w +t8) - U(w +t&) | kg(w +t¥) dm(w) dt = 0 .
Donc il existe un borélien Qo avec m(Qo) =] et
Vo € e, llu(m + tg) - ulw +t&)lkg(m + t&) dt = 0 .
Ainsi
Vo € Q uw + t&) = ulw + t&) dA (t) - pp .

Comme t — u(w + t&) est dérivable dA'(t) - pp de dérivée Vg“("’ + t2),

le résultat découle de la remarque de I.A.

C. On considére maintenant (En)n21 une suite (éventuellement finie)

d'éléments admissibles et on pose

D = {u € N D : ( )2 fini m-pp} .
n1 & ngl V,:nu }

Pour u et v dans D, on pose

F(u,v) -ngl V= u Vg v .
n

n
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Théoréme 3 : Soiteun entier non nul et u = (u‘,....ue) un élément de

D2 . Alors 1'image par u de la mesure

dét (M(u ,u)) dm

141, 3¢¢e

est absolument continue par rapport A la mesure de Lebesgue ke.

Preuve : . Soit n un entier non nul et u un élément de D. D'apreés la
proposition 2 précédente, 11 existe un borélien Q1 avec m(nl) = 1 et
Yo € ﬂ‘ t — u(w + tEi) approximativement dérivable dk’(t) - pp de

dérivée approximative V@ u(w + t{ﬂ) .
1
Si tz,...,t“ appartiennent a4 R, (w0 ; w + tzgz +ooot tnan 3 ni) est

m-négligable.
Donc

Vtz""’ tn € R , pour m-presque tout w,

3
1
ap g:— [u(w + t & 4.+t &) existe dA (tx) - pp et vaut‘@ u(w + £ gttt 8
1 1
? n
Donc ap —— [u(w +t.&))] existe dm x dA - pp et par conséquent, pour
8tt

3 n
m-presque tout w, a8p — [u(w + t.&)] existe dA - pp. et vaut

at

1

\

4

1

u(w +t.Z). On obtient un résultat analogue pour les autres dérivées

directionnelles.

e
. Soit maintenant u = (u‘,...,ug) un élément de D et n un entier

non nul. Appliquant ce qui précéde et le Corollaire de I.C., on obtient,

en posant

n
Hnu = det [( 2 V: uy Vg uk)] :
=1 1 1€$3,ke

I1 existe un borélien Qo avec m(no) = 1 tel que, pour tout o de Qo et
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toute partie B Ag—négligeable de Re
IlBo uo + £.2) H uo + t.8) da"(t) = 0 .
Il en résulte que, si B est kz—négligeable.
n
- 0
I]lBo u(e +t.3) H u(w +t.8) ka (0 +t &) dm(w) dx (t)

1
puis, utilisant (') N

n n
l...]llao u(w +i§2t1§i) H_u(w +1zzcigi) dm(w) dt_...dt =0

D'aprés la positivité de 1'expression sous 1'intégrale on peut introduire
"
tc...
k§ (0 + tzgz) puis réutiliser ( ) etc
2

Au bout de n opérations on obtient IlBo u Hnu dm = 0 .

Il suffit alors de faire tendre n vers 1'infini.

III - LIEN AVEC LES FORMES DE DIRICHLET GENERALES

A. Rappelons qu'on appelle forme de Dirichlet sur (Q,F,m) une forme

bilinéaire symétrique positive (( , )) définie sur un sous-espace
dense D de L’(m), telle que

R la forme est fermée (i.e. D muni de la norme
[1E]] = [CCE,£)) + (f,f)]”2 , ol ( R ) est le produit scalaire dans
Lz(m). est complet).

+ les contractions normales opérent (i.e. si f appartient &4 D et T

est une application de R dans R telle que

Vx,y € R |Tx - Ty| € |x - y| et T(0) = 0O ,

alors Tof € D et ((Tof, Tof)) ¢ ((f,f)) .

Une forme de Dirichlet est dite admettre un carré du champ (propriété (R)

de [BH1])) si
vi e DN L%m) 3% € L'(m) vh € D N L®(m) 2((hf,£)) - ((h,£f3)) = lh?dm.

On pose alors f = Fr(f,f) et I' se prolonge en une application bilinéaire
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symétrique positive de D x D dans L‘(m) appelée carré du champ.

B. Un élément ¥ de Q sera dit strictement admissible si ¥ est

admissible
dm

et s'il existe un représentant kg de tel que

do

3

Yo € Q vT > 0 Ja > 0 kg(m + t&) 2 «a
pour presque tout t de (-T,T].
La proposition suivante est tres proche, pour 1'énoncé et la

démonstration, d'une proposition analogue de [Kl].

Proposition 4 : Soit ¥ un élément strictement admissible. Si (un)

est une suite de Dg et s'il existe u et v boréliennes telles que un —3 u

en probabilité et [Iv - V@“nldm — 0, alors u appartient & D_ et
u = v.
VE

Preuve : Soit t’\i“ associé A u . I1 existe un représentant devgun tel

que

t

Yw VYt ﬁn(w + tE) = Gn(w) + ] ‘éun(w + s&) ds.

o

llv(w) - ‘aun(w)ldm(u) = [l]v(w + tg) - Vgun(u + tg)]kg(w + t&) dm(w) dt .

Donc en utilisant 1'hypotheése de stricte admissibilité, on voit qu'il

existe un borélien ﬂ’ avec m(ﬂi) = ] et

Yo € Q1 gn(w) — u(w)

b
et va < b l [v(w + t8) - Vgun(w + tg)|[dt — 0
a

(od, par abus de notations, on note encore (3n) et (un) des suites

extraites).

I1 en résulte

t

Vwe 01 vt 3n(w + t&) — u(w) + ] v(w + s&) ds.
o
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Posons Q° - n‘ + R & . On peut supposer ni o-compact et donc n° borélien.

On pose alors

Vo € U(w) = 1im ¥ (w)
° o 0
Vo ¢ u(w) =0 .

Il est clair que U = u m-pp et Vo t — U(w + tEZ) est absolument

continue.

En outre
3 . 1
Vo € @ — u(w + t&) = v(w + t&) dx (t) - pp.
° at
Donc u appartient a Dg et‘éu(u + t&) = v(w + t&) m x a' - pp, soit,
d'aprés (), VEU = Vv  m-pp. O

C. On considere maintenant ({n)n>0 une suite d'éléments strictement

admissibles telle que
ve € Q' 2lez P <+ w .
n n

On pose
2
D-{ue[nn ]an(m) P 2 [V u] eL’(m)}
n zn n L gn 1]

1
et ((u,v)) m — 2 l V@ u Y7 v dm .
2 n n :n

Proposition . [D. (( . ))] est une forme de Dirichlet admettant

pour carré de champ

l‘(u,v)-z Vgu ng.
n n n

« On remarque d'abord que, si u € Dg et g lipchitzienne de R dans R,

si U est associée a u, gol = gou dm-pp et Vo t —3 gol(w + tE)

absolument continue, donc gou appartient a D_. Utilisant un résultat pour

g

les fonctions d'une variable on obtient aussi

N

3 ~ ~ 3u
Vo — gou(w + t§) = g'ou(w + t&) — (w + t&) dt-pp
ot at
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(ol g' est un représentant de la dérivée de g).

On a donc

Vg(gou)(u + tg) - g'oﬁ'(w + t&) vgu(w + t&) dm x dt-pp ,

et par conséquent

VE(SOU) = (g'ou)( Véu) m-pp .
On en déduit que les contractions normales opérent sur D.
. Montrons que D est dense dans L.
Si K est un compact de 02, 1l'ensemble des restrictions a K des
fonctions de 1la forme cos¢ et sing pour ¢ décrivant Q' est total dans
1'ensemble C(K) des fonctions continues sur K muni de la topologie de la

convergence uniforme. Or, par exemple,

cose € N D ] n Lz(m) et
n2l &
n

vn Vg (cos¢p) = - (simp)(v(?;n)) .
n
Donc cosp € D et, de méme, sine € D .

Si f e Lw(m) et si (Kn) est une suite croissante de compacts telle

que m[U Kn] = 1 , d'aprés ce qui précéde, pour tout n il existe hn dans D
n

tel que
2
[ £-h_|? dm < 1/n
K
Soit alors g une contraction de R vérifiant

vx  |g(x)]| ¢ Hfll°° et Vx € [-||f||m, + |If||w] g(x) = x ,

on a ] |f - goh |2 dm € 1/n
n
K
n
et donc

]lf— goh |* dm ¢ 1/n + 4[|£]]* m(2 \ K ) .
n © n

D'aprés le premier point de la démonstration, gohn appartient 4 D
o
pour tout mn, et donc f est limite dans Lz(m) d'une suite de D. L (m)

étant dense dans Lz(m), l1a densité de D dans L’(m) est démontrée.
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. Montrons que la forme est fermée : soit (ip) une suite de Cauchy

2 1/2
dans Dx i.e D muni de |(( N )+ || Ile(m)] ]-

Il existe f dans L*(m) tel que fp tend vers f dans Lz(m) et donc en

probabilité et, pour tout n, il existe A de L*(m) tel que Vé fp converge
n

2
vers v dans L (m).

D'aprés la proposition 4, f € Da et V& f= Vo ot
n n

La suite (fp) étant de Cauchy, 11 est facile de voir que f
appartient 3 D et que fp converge vers f dans D‘.

. Enfin, en raisonnant comme au premier point, il est facile de voir

que :
VE,h € DNL®(m)  2((fh,£)) - ((h,£%)) = ]hr<f.f>dm

donc la forme admet un carré du champ donné par T.

IV -~ FORME ASSOCIEE AU PROCESSUS D'ORNSTEIN-UHLENBECK SUR L'ESPACE

DE WIENER

A - . Dans cette partie, on suppose que

0 - {w e cR, ; R 5 w(o) = 0 }

muni de 1la topologie de 1la convergence compacte, F° est la tribu
borélienne et m la mesure de Wiener.
On note aussi w(t) = Bt(w) .
Pour 1a mesure m, (Bt)tZO est alors le mouvement brownien standard
de Rd-
. Le semi-groupe d'Ornstein-Uhlenbeck peut-&tre défini comme 1le

semi-groupe markovien symétrique (Pt) sur L3(m) tel que, si on note

d t20
pour tout a € LQ(R+, R7)

e, = exp {1 la(s).dns} et q(a) = Jla(s)l2 ds ,

on ait
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1
va e L3R, ) P (e) =C exp { - q(u)(e‘t-x)}
« e'tlza 2

On peut lui associer, de la fagon classique, une forme de Dirichlet

en posant

172 172

D=D ((-A)'7%) et ((£,6)) = ||¢-a)*"% £]]%,
L"(m)

(od A désigne le générateur infinitésimal de (Pt)tlo)'

B - . Suivant [M2], on appelle fonctions de Cameron-Martin, les

éléments & de Q@ de 1la forme
t
2o = | 2 (aas
o

avec &' € Lz(R+, Rd) (en abrégé, ¥ € C.M.)

Proposition 6 : Si § € C.M et § » 0, & est strictement admissible.

Preuve : En effet, d'apreés la formule de Cameron-Martin,

1
ttgm - exp {t]z'(s).st - ; tzq(t')}m

donc & est admissible. Un calcul simple donne

-1/2 1 2
Ug - J;: [q(g')] exp {——————— [ ]g’(s).st] }m .

2q(%")
I1 est facile de voir qu'il existe un représentant h: de lg'(s)st .
fini partout, et un ensemble A de mesure 1 tel que
Vo € A Vt h:(w + t8) = ha(w) + t q(&')

Vo £ AVt h,(w+tE) =0 .

Posant alors

1
la(z')1'7? exp {- —_— h;(w)}

2q(g")
J;; q(3

k (w) =

on a
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1
Vo £ A VE k(u+ £8) = — [a(g)]'7?

- {2n

VYo € A Vt kﬁ(m + t8) = ka(w) exp{-thg(m) -t

. aEh }

ce qui prouve que & est strictement admissible.

Proposition 7 : Si (&n) est une suite de fonctions de

nXl
d
Cameron-Martin telle que (“;'n)n)l est une base orthonormale de Lz(R+,R ),

alors pour tout ¢ de Q'

2
g leCg )|* < +a .

Preuve : En effet, si ¢ € ', 11 existe p‘,...,pd mesures A support

compact sur R+ tel que

d
o(w) = 2 [ w (t) dp (£) .
1m]
Donc
d
t
vn ?(an) - Zl Iog'n‘i(s)ds dpg () .
d
"121 Pi((8.+°l)¥:'n’i(5)ds- H(ls,+a().&' (s)ds.
Donc

2 letg )% = [[uCls,+a()]? ds < +a .
n

Soit alors (C“)“>l comme dans la proposition précédente. Les résultats de

III s'appliquent et on peut définir une forme de Dirichlet :

Pefee i e s 3 [0  e o)
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1 ] ]2
et (£, )™ = - [ £] dm .
2 ngl ‘En ] "

C. On conserve des notations des paragraphes A. et B. précédents.
Proposition 8 : D = I et Vf € D = B ((£,£)) = ((£,£)7 .

Preuve : Pour simplifier les expressions, nous allons raisonner sur
les complexifications naturelles des formes de Dirichlet considérées.

. Soit A = (a : R+ — Rd , support « compact et « A variation

bornée).
D'aprés [M2]), (ea ; a € A) est total dans 1l'espace de Hilbert Di.

D'autre part, si a € A, e admet pour représentant
eu(w) = exp {—1 Im(s).da(s)} .

Donc si & € Q, pour ce représentant .

vt € R eu(w + tE) = eu(w) exp {- it lg(s).du(s)} .

Par conséquent

v§ €C.M Ya €A e € DE et ¥ €a ™ €q [-1 ]g(s).du(s)] = -i ¢ (X)e

avec ¢ € Q' .

En particulier
VYa € A eﬂ € ﬁ et

1 _q(a-
va, pEA (e, eﬂ))~ =5 2 q(a,p)

(avec q(a,p) = Iu.ﬂ ds) .

Or i1 est facile de voir que
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1 _g(a-
Va, B € A ((eu, ep)) - ; e 2 q(a,p)

On en déduit, par un raisonnement de densité classique que
Dcfiet vEeD ((f,£)) = (C£,£))" .

. Considérons a € A, E € C.M et f € D_ | L3(m) tel el £ e L3(m).

3
Soit ¥ associé a f.

t
3 itq(a,g')-th (w) - q(g')
I V&f(w) ea(w) dm(w) = II——— ?(ﬂ + t¥)e z =
at

kg(w)ea(u)dm(m)

(avec des notations précédemment introduites.)

Donc
l ng(u) e (@) dm(w) = I[?(w + tg&) e (v + t&) kg(w + t&)

[-1q(a,&') + b (o + t&)] dm(w)dt

3
= ]f(m)eu(w) [-iq(a,&') + ha(w)]dm(w) .

D'autre part, d'aprds 1la théorie générale des formes de Dirichlet, Ptf

appartient 3 D et donc a D. on a donc, en applicquant ceci A Ptf

[ V%(Ptf)eudm = ](Ptf) eu(-lq(a,ﬁ') + htldm
- IfPt[eu(—iq(u,t') + hg)]dm .
et, d'autre part,
IP:(VQf) e dm = ](V@f)(pteu) dm

- ]f Pteu[-ie—t/zq(ﬂ.ﬁ') + h ]dm .

3
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Or on voit facilement, comme h: - ]g'das , que

t/2 t

h + 1Q(u’a')(l‘e_ )l o,

Pt(euh e

§) = (Ptea)[e

d'ol

t

_/2
I[V&(Ptf) - e P, ( V@f)]eu dm = 0 .

Donc, par densité, si & € C.M ,

t

2 2 -t/2
vE €D, N L7 (m) avec V;f e Lim) , V(2 f) = e P (V)

. Supposons alors f € . Pour tout t > 0 Ptf €D et
(P £,R £ < THUEENY ¢ (e ENT .

Comme Ptf — f dans Lz(m) quand t tend vers 0, par un raisonnement
de compacité faible, Ptf converge vers f faiblement dans ﬁl. D est donc
faiblement dense dans ﬁ’ et donc aussi fortement. D étant fermé dans ﬁ‘

(car complet), D = p.

D. On déduit, en particulier, de tout ce qui précéde le théoréme

suivant : (propriété de densité de 1'image du volume énergétique).

Théordme 9 : Si D est le domaine de la forme de Dirichlet associée

au semi-groupe d'Ornstein-Uhlenbeck, I 1'opérateur carré du champ

correspondant, on a :

vneN\ (0) , Vue (u’,...,un) € p" N 1'image par u de la mesure

det[r(u

9P g, gendm
est absolument continue par rapport A4 1la mesure de Lebesgue P En

particulier, si det{r(u est non nul m-presque partout, la

1'“1)1151,j$n
loi de u est absolument continue par rapport A PR

V - APPLICATION AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

A. Les notations sont les mémes qu'en IV, on pose en outre F la

tribu complétée de F° pour m,
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F: - c(Bs, s {t), Ft - F: V(m-négligeables de F).
Rappelons que ((.,.)) dénote 1la forme de Dirichlet associée au
semi-groupe d'O.U. de domaine D. On note D‘ 1'espace D muni de la norme

||.||l définie par
HEH, = (e + [e2am)* 72

Pour T € R+, on introduit 1l'espace H(T,Rn) des classes pour 1'égalité

1

A" x m-ps de processus h(t,u) mesurables,(Ft) -adaptés,d valeurs

te[o,T)

Rn. tels que
172

n T g 2
S N P R ERCITEN I
H(T,Rn) s'identifie au sous-espace fermé de 1l'espace de Hilbert

Lz(([o,T],kl),D?) des classes qui contiennent un processus mesurable

adapté.
On pose D‘(T) - D’ n LZ(Q,FT,m) et on note Q(T) 1l'ensemble des
combinaisons linéaires des e, pour a 2 support dans [o0,T], alors Q(T) est

dense dans D‘(T).

Lemme 10 . Soit R(T,Rn) 1'ensemble des processus de la forme

ko1
2_
(8 =2y 93 N, (roTg 8
ol qj I3 [Q(jT/k)]n , alors R(T,Rn) est dense dans H(T,Rn).
Preuve : cf lemme 5.1 de [BH1])
Remarquons que ce lemme entraine que toute classe élément de H(T,Rn)

posséde un représentant prévisible.

Lemme 11 . Soit u(t,w) un processus dont la classe est dans H(T,R),

alors il existe un processus prévisible v(t,w) € L’((o,T] x Q,Ai ® m) tel

que pour A'—presque tout t T

v(t) = r(u(t),u(t)) mps .

Preuve . Si q € Q(t), r(q,q) est Ft-mesurable et si r € R(T,R) on a

explicitement
k

-1
F(e(e),r(e)) -jgor(qi'qj)l]jT/k.(j-l-l)T/k](t)
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qui est prévisible.
Or s8fi r est p sont deux processus de H(T,R) 1'inégalité aisée

suivante

||r(r.:)-r(p.p)||L‘((°’T] X Q,A1 x m)sllr_plIH(I'rIIH+I|pI|H)

montre que lorsque rn tend vers u dans H, F(rn,rn) converge dans

1
L ({0,T) x Q.A‘ x m), le lemme en découle par extraction de sous-suite. E]

Les relations entre carré du champ et intégrale stochastique sont

exprimées par le théoréme suivant

Théoreéme 12 . Soient a € H(T,RnXd). p € H(T,Rn) et

t t
a(s)dB_ + [ p(s) ds od x e R",

(12,1) X(t) = x + ]
o o

alors

a) pour tout t € (0,T}, X(t) € p" et
n

!
(12,2) 1§§(x1<:).x1(t>)> < carn|Hall® oxa* lell?

(T,R H(T,R“)]

T
b) pour tout i,j,k on a ] (r(xi(s)'ujk(s))lzds < 4o mps,
o

et

d
t
(12,3)  TX®),X(0)") =3 ] (F(X(s),a  (s)™) + T(a , (s), X(s)")1dBY
k=1Jo . . -

t
. ] (F(X(s),B(s)™) + F(B(s),X(8)™) + F(a(s),a(s)™) + als)a(s)"]ds.
(o]

Preuve . Dans (12,3) les notations sont matricielles X(t) est une
matrice colonne, X(t)“ sa transposée.

Le fait que les intégrales stochastiques en (12,1) et (12,3) soient
définies et ne dépendent que des classes pour 1'égalité a' x m-ps est
démontré par exemple en [Pl].

La preuve donnée en [BH1] du cas unidimensionnel donne facilement le

résultat. D

B. Equations différentielles stochastiques.

on considére g R+ x " — R“Xd et b : R+ x R" —sR" des
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applications telles que pour tous 1,j les composantes oij et bJ

appartiennent 2 1'ensemble des applications g de R+ x R" dans R telles

que

1) (t,x) — g(t,x) est mesurable,

2) vt < T, |g(t,x) - g(t,y)]| € A(T)|x-y| vx,y € R,
(H.L)

3) ve < T, [g(t,x)] € A(TI(1 + |x]) vx € RV,

ol A est une fonction croissante de R+ dans R+.
On considere 1'équation différentielle stochastique
N t t
) X(t) = x + l o(s,x(s))st + I b(s,X(s))ds
o o

x e R".
Par la méthode classique d'itération de Picard qui démontre
1'existence et l'unicité de la solution de (“). en utilisant les espaces

fonctionnels H(t,Rn), on montre par le théoréme 12 le résultat suivant :

Proposition 13 . L'équation (’) a une solution X wunique A&

1'indistinguabilité preés, 1la norme ||x(t)||’ est bornée sur [o,T) donc

X € H(T,R™).
On en déduit aisément que 1les hypothéses du théoréme 12 sont
vérifiées avec a(s8) = g(s,X(s)) et PB(s) = b(s,X(s)), on a donc les

conclusions du théoréme 12 et

d
t
(13,1))  T(X(£),X(t)") = 2 I [r(X(s),0 k(B.X(s)).) + I (o k(s.X(s)).X(B)“)]dBk
k=1 o . . 8

t
. I [r(X(s),b(s,X(s))") + I (b(s,X(s)),X(s)™)
o

+ I(0(s,X(8)),0(s,X(8))") + o(s,X(s))o(s,X(s))"]ds.

Lemme 14 de factorisation. Soient u € H(T,Rn) et F une application

de R+ x R“ dans R" telle que chaque composante F1 vérifie (H.L. 1 et 2).

Alors il existe un processus U prévisible 3 valeurs R" borné tel que pour

A’-gresgue tout t
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F(FCt,uCt)),u(t)™) = Ult) rule),u(t)™) m-ps.
F(F(t,u(t)),F(t,u(t))™) = uCe)rcuCe),u(t)™)u”"(t) m-ps.

Ce lemme étant crucial nous donnons la démonstration avec quelques

détails.

Sous-lemme 1. Si A est une matrice n x n symétrique semi définie

positive,
lim e(A + taI).1 - PA

€lo

ol PA est la projection orthogonale sur KerA.

Preuve . 11 suffit de prendre une base de R“ constituée d'une base
de KerA et d'une base de ImA, pour que le raisonnement s'écrive avec

évidence.
(.

Sous-lemme 2 . Si A est une matrice symétrique n x n semi définie

positive, B et C deux matrices n x n telles qu'il existe une matrice H

telle que
B = HA et C = HAH",

alors J = lim B(A + eI)~‘ existe, on a

€lo

BmJA et C=JAJ"

et J est donnée par J = H ?A od ?A est la projection orthogonale sur

Im A.
Preuve. Si 1'on remarque que

1

B(A + €I) ! = H(I - e(A + €)™ 1),

i1 n'est que d'appliquer le sous-lemme 1. E]

Preuve du lemme de factorisation

Soit u € H(T,R") .
a) Fixons t € [0,T) tel que ||u(t)||t < +m.
11 existe des fonctions Fp(s,y) vérifiant (H.L. 1 et 2) avec la méme

constante que F, de classe c! en x telles que
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v(s,y) € [o0,T] x R" 1im F (s,y) = F(s,y).
pfw P

Par le calcul fonctionnel de classe C‘(c-f.(BHl]). on a, pour tous

p,q dans N, les égalités m-p.s.

r(yp(:,u(:)),u(:)“) = F'o(tu(t) r(u(t),u(t)™)

(ll"") » L] ]
r(Fp(t.u(t)).Fq(t.u(t)) ) = F'p(t.u(t)) r(u(t),u(t) ) F'q(t.u(t)> ,

od F' désigne la matrice jacobienne de Fp.

Quitte A extraire une sous-suite on peut supposer que Fp(t,u(t))

converge vers F(t,u(t)) faiblement dans D? et en prenant des combinaisons

linéaires convexes que la convergence est forte.

Alors les composantes de F(Fp(t.u(t)).u(t)') et de
r(Fp(t,u(t)),Fq(t,u(t)).) convergent dans L*(m) vers celles de
r(F(t,u(t)),u(t)n) et de F(F(t,u(t)),Fq(t,u(t))') resp. lorsque pTw. Et

aussi T(F(t,u(t)), Fq(t,u(t))’)—;ﬁ r(F(t,u(t)),F(t,u(t))”™) dans L*.
qTw

Considérons une sous-suite pk telle que

i

3F Kk
vi,g —= (tu(t)) — @,

axj 3

en prenant les limites dans a(Ll,Lm) 3 partir de (14,1), 11 existe une

pour o(L™(m), L'(m)),

matrice ¥(t) € Lm(m) telle que m-presque surement pour tout q € N
(14,2) F(F(t,u(t)), u(e)™) = @(tIr(ult),u(t)™)

FCF(E,u(E)), F (t,u(e)™) = 8T (ult),u(e)") P! (E,uCe))
donc en faisant tendre q vers 1'infini suivant la méme sous-suite Py dans

la deuxiéme égalité on a

(14,3) B(F(t,u(t)), F(t,u(t))") = SCLIr(ult),u(t)™) a(e)” m-ps.
avec ||011(t)||m € A(T) la constante de F dans (H.L.2).

b) t étant toujours fixé comme au a), par le sous-lemme 2,
FCF(t,uCe)),u(e) ) [F(uce),ult)™) + ex)”?

converge m-ps lorsque €lo vers J(t) avec
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FCF(E,uCt),ue)™) = JCEIM(ult),u(e)™)
FCFCE,u(t)),F(t,u(t))™) = JCE)r(ult),u(e)Hace)”,

od J(t) = &(t) ar(u(t).u(t) )

donc |Jij(t)| { n A(T).

c) Posons maintenant
-1

1
UCt,w) = lim [T(F(t, , " , " -
(t,w) ETE [T(F(t,u(t)), u(t) )lp{(r(u(t) u(t) )]p+ ” I}

si cette lim est telle que |Uij(t’w)' ¢ n A(T) Vi,j, = 0 sinon,

ol (l"(.,.)]p désigne les versions prévisibles données par le lemme

11. Alors U est prévisible borné et satisfait 1'énoncé par le a) et le

b). O

D'aprds ce lemme de factorisation, 1'équation (13,1) peut s'écrire
» d t
FeXee),x(e)™) = 2 ]

k=lJo

{Uk(s). r(x(s).X(s)“)}dnz

d
t
+ [ [eveornram xe™) + 3 5 orxe) k@D )" + olex()0te,x()" d,
o k=1

od (A,B) = AB + BA

avec U V prévisibles bornés.

k’
11 est alors classique (cf par exemple [S1])) qu'il existe un
processus M(t) continu 2 valeurs GL(Rn) tel qu'on ait 1'équation

fondamentale suivante :

t - ™ -—1n "
r(x(e),x(e)™) = j M(EIM(s) ™ o(s,X(s)) o(s,X(s)) "M(s) ™" "M(t)"ds.
o

Vvl - CONSEQUENCES DU CRITERE ET DE L'EQUATION FONDAMENTALE

Posons Ak = {((t,y) : o(t,y) est de rang 2 k) et soit 'I‘k le début

essentiel de Ak c'est A dire

t
Tk = inf(t : lolA (s,xa) ds > 0).
k
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'l‘k est un (Ft)- temps d'arr@t comme début d'un ensemble prévisible donc

progressif.

Remarque 15 . si k = 1, Tl est déterministe. Si X, est la solution

t
de x, = x + I b(s,x_)ds on a

t
= » 2(s,x_)ds = 0} .
Tl sup {t > 0 lo gjaij (s xs) s

Preuve . Posons pour la démonstration

t 2
- . ds = 0
. sup{t X0 ]o gjaij (s xs) s }
T

a) On a Io'oij(a,xs)dag = 0 m-ps Vij

donc

Xt(w) - X, sur [[o0,T)]) donc Tx < £
tx 2
b) On a Io cij (s,xs)ds =0 Vij

donc, pour t ¢ tx' X, est aussi solution de

t t
X, = X + loo(s.xs)st + Iob(s,xs)ds

donc xt = X, m-ps sur (o,tx]

t

t
donc l Xo 2(s,X )ds = O mps , donc t_ < T . []
o 13 8 X 1

Lemme 16 . a) Pour m-p.tout w on a s1 t > 0

1 .t
[Vv e R" limsup — I v'a(s,x ) o(s,X )'vds >0 =» v.F(X , X ~)v > 0]
elo € Jt-e 8 s £t

b) Si (t,x) — o(t,x) est continue ou seulement 8i Vv € Rn

(t,x) — v“c(t.x)o'(t,x)v est sci, alors si t > O pour mp. tt.w

(vv € R" v'c(t,xt)a.(t,xt) veO =» v'r(xt,xt') v e 0).

Preuve . I1 suffit de démontrer le a). Notons pour cela que par la
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continuité du processus M(t)

V8> 03k (@ <t (M) M(s) ' - I] <5, Ve €[t ,t])

ol |.| désigne la norme dans R0,

Par 1'équation (14,5) pour tout v € R" on a
t

v'r(x(t).x(t)u)v 2 ] v'd(s,x(s)o(s.x(s))'v ds - 2 Bklvlz(t-t’)
t

od k(t,w) majore |c(a,xs)c(s,xs)~| (hypothése H.L.3).

On en déduit que pour tout z € [t ,t]
1

t
vo(s,X(s))o(s,X(s)) "vds - 25k[v|2]

1
VU (XCE) ,XCE) M)V 2 (t-T) [ _
t-tT T

Donc 8i on note 1(t,w,v) la limite supérieure de 1l'énoncé, choisissant
T € [ti,t] de sorte que
1ot " 1(t,0,v)
—_— l v o(s,X(8))o(s,X(s)) v ds ? —————
t-v

T 2

1(t,0,v)

11 suffit de prendre 8 < pour voir que

ak(t,0)|v]*
vIr(XCe),X(t)")v > 0 . O

On en déduit le théoréme suivant.

Théordme 17 . Soit H un sous-espace vectoriel de R" et BH
application linéaire de R" dans H, on suppose que

une

Y € Rn(t,x) — v“o(t,x)o"(t.x)v est sci et que
v(t,x) € R" x R" Image(BHc(t,x)) = H.
+

Alors. si t > 0 la variable aléatoire BHXt a une loi absolument continue

par rapport 3 la mesure de Lebesgue sur H.

Preuve . Par 1la propriété de densité de 1'image du volume
énergétique (théoreme 9) il suffit de montrer que m.ps.

(VE €eH, 2m0 = g'r(BHx(t),(BHx(t))') Z = 0)
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donc que (B'Hg)' F(Xt,x't) B"H gm0
donc par le lemme 16 que
m.ps.(VE € H, & X0, (B"0)" a(t,X )0"(£,X )8, & w 0)
autrement dit que
m.ps. (2 € H |— o'(t,xt)5~H e e Rd est injective)
donc que
m.ps. (u € Rd |-——————9 BHc(t,Xt) u € H est surjective)

ce qui est le cas.

Remarque 18 . Plus généralement si v'a(.,.)c(...)'v n'est plus

supposée sci, sous les hypothdses (H.L.) on aura la conclusion du

théoréme si on suppose qu'il existe une fonction continue e de R.+ x R"

dans R.+ telle que pour A‘-presque tout t

Vy € R“, la matrice BHo(t,y)o(t,y)"B’H - e(t,y)IH est semi définie
positive sur H x H.

Reprenons les notations qui préceédent 1a remarque 15.

Théoréme 19 . Si m (t > Tn) >0, la loi conditionnelle de X(t)

sachant (t > Tn) est absolument continue par rapport a An-

Preuve . Si t > T (w), 11 existe S c[o,t] avec A'(S) > 0 tel que si

s €S
v'o(s.x(s,w))o(s,x(s,w))' v 2 A(s)|v|2 avec A(s) > 0

d'od en prenant v = M(s.u)—"u

t
I u"M(8) Mo (8,X(8)0(5,X(8)) "M(8) " "u ds 2 k(w)|u]?
o

t A(s)
ol k(w) = J —————5—ds > 0 .
o [M(s)]

Donc si t > Tn(u) M(t)-‘r(x(t).x(t)') M(t)™'™ est inversible donc on a

det(N(X(£),X()") > 0 sur (£ > T ) m.ps. O
En fait on a une propriété de permanence analogue A celle du
théoréme 19 m@&me dans 1le cas dégénéré quoiqu'un peu moins simple A

exprimer :

Théordme 20 . Soit t tel que m{t > Tk) > 0, alors pour presque tout
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sous-espace vectoriel H de R" de dimension k, la projection de Xt sur H

a, conditionnellement A (t > Tk) une loi absolument continue par rapport

4 la mesure de Lebesgue sur H.

Dans cet énoncé 1le ‘'presque-tout" est 3 prendre au sens le plus
naturel : pour la probabilité invariante sur la grassmannienne d'indice k
de R" considérée comme espace homogéne sur lequel opére le groupe
orthogonal 0(n).

Nous établirons d'abord un lemme purement déterministe.

L 21 . Notons k“ la mesure de Lebesgue sur le dual Rn. de rR".

Alors si A est une matrice n x n de rang k, 1 { k { n-1

ne n-k n-k
{(&i,....g“_k) e (R ) : KerA N 121 Kerl:1 ” (0)} -0 .

N ®(n-k)
n

Preuve . a) Supposons d'abord k = n-1, il existe u € R" u w 0 tel
que KerA = (Au, A € R).
La relation 1linéaire 1imposée aux composantes de & fait que

An(g e " : g(u) = 0) est nul.

’
b) On pose k = n-p, on raisonne par recurrence sur p.

Soit u‘,...,up une base de KerA, on voit qu'il faut évaluer

®p,, . .
An ((s’,...,&p) : dét(gi(uj))l“,Jsp = 0) .
Si on développe le déterminant selon la derniére ligne les mineurs
sont des fonctions réelles fi(gl,...,gp_l) { = 1,...,p qui par hypothése

de récurrence sont telles que

®(p-1) .
(21,1) AL ((&,....,gp_l) : fi(gi""‘&p-l) = 0) = 0

Or si (ni,...,np) #» 0 on a comme pour le a)

(21,2) An(z:p : “:p(":“a oot T\pup) - 0) =0 .

D'od par (21,1) et (21,2) en prenant ny = (-1)1i+p fi(gi,....ap_l)

on a An"""((a‘,...,ap) P dét(g(u)) =0y =0 .

Lemme 22 . Soit (Q,0,P) un espace de probabilité et A une matrice

®(n-k
nxn aléatoire de rang 2 k , alors pour An (¢ )gre59ue tout

(5,,.et ) € RWOTE,




159

n-k
P{KerA nn Kerg = (0)} =0
im]

Preuve . C'est un conséquence du lemme précédant par le théordme de

Fubini.

a) Supposons d'abord que A(w) soit toujours exactement de rang k.

Q(n-k)QP sur (Rnn)n-k

Pour la mesure produit kn x 2, l'ensemble

n-k
{((gx""’gn—k)‘w) : KerA nigl Kerg, » (0)}

est négligeable d'od le résultat.
b) Maintenant si A est de rang 2 k, on partage Q en sous ensemble nm

od A est de rang m avec k { m ¢ n. Alors le fait que si k { m c'est &

dire si n-k 2 n-m

- n-m
An@(n m)@P{((ti,...,gn_m).w) : KerA ﬂiglker.‘,’1 ” (0)} - 0

implique que

2 ®(n-k)

n-k
n ®P{((§l,....§n_k),w) : KerA niglKergi ” (0)} = 0

donne le résultat. Ej

Définisons une probabilité H, sur l'ensemble G(n,k) des sous-espaces

vectoriels de dimension k de R" en posant si E € G(n,k)

_ n-k
n-k : N Ker!:i € E}

®(n—k){
i=]

~ n”
M (E) = (X)) (B heeeg ) € (R™D

ol &n est une probabilité équivalente A An invariante par le groupe
orthogonal. Il est clair que Yy est invariante 1lorsque 1le groupe
orthogonal opére sur G(n,k), une telle probabilité est unique (parce que
G(n-k) est isomorphe A 1'espace homogeéne o(n)/o(k)xo(n—k) et les groupes
0(n) et 0(k)x0(n-k) sont unimodulaires parce que compacts.)

Le 1lemme 22 s'exprime alors en disant que pour W, -pPresque tout

sous-espace H de dimension k,
P {KerA NH“ (0)} -0

Le théoréme 20 est maintenant aisé A démontrer.

On repart de la relation fondamentale



160

- - - t - -q
MCE) IR CXCE) ,XCE) ML) T - ] M(8) " 'o(s,X(8))o(s,X(s)) "M(s) "ds.
o

La matrice M(L) 'T(X(t),X(t)")M(t)™'" est croissante au sens des
matrices semi-définies positives lorsque t croft. Si t > 'I'k par un
raisonnement analogue 3 la preuve du théoréme 19,

MCE) T CX(E),X(E) "IM(E)
est de rang 2 k donc aussi F(x(t),x(t)').

-1

On applique ce qui précdde A la matrice aléatoire F(X(t),x(t).)

définie sur aQ\(t ¢ Tk) et la relation

m(Ker T(X(t),X(t)") N H = 0) = 1
s'exprime aussi sous la forme (PH désignant la projection orthogonale sur

H)

m(Vu € H u“r(pHx(:).(pHx(t))') U=0 » umoO) =1
ce qui par la propriété de densité de 1l'image du volume énergétique

(théor2me 9) donne le résultat.

N. BOULEAU F. HIRSCH
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