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SUR LA THEORIE DE LITTLEWOOD-PALEY-STEIN

(d’après Coifman-Rochberg-Weiss et Cowling )

par P.A. Meyer

Cet exposé présente des démonstrations récentes des inégalités de
Littlewood-Paley-Stein, utilisant le « procédé de transfert » de Coif-
man et Weiss. Ces démonstrations permettent d’aller plus loin que les
méthodes de Stein ( et que les méthodes de martingales, qui sont de toute
façon moins puissantes ), en permettant surtout d’atteindre le cas sous-
markovien, qui est tout à fait important dans les applications. J’ai es-
sayé de mettre l’accent sur certains aspects de ces travaux que leurs au-
teurs, pressés d’accumuler beaucoup de résultats en peu de place, ont
traités de manière assez rapide.

Voici le problême : soit ~, une distribution tempérée sur ~+, c’est
à dire un élément du dual de l’espace des fonctions Cm sur K ( y com-
pris en 0 ), à décroissance rapide ainsi que leurs dérivées de tous ordres.
Une telle distribution admet une transformée de Laplace holomorphe dans
le demi-plan Rz>0

(1) m(z) = 

( en notant la valeur de ~ sur une fonction-test comme s’il s’agissait
d’une mesure ). Nous considérons ensuite un semi-groupe (Pt) comme on

en rencontre en probabilités, sur un espace E, sous-markovien avec une
mesure excessive ~ . Nous voulons donner un sens à l’expression
(2) P~ = 
en tant qu’opérateur borné sur pour certaines valeurs de p .
Symboliquement, si l’on pose P est l’opérateur m(L). La métho-
de de transfert permet de faire cela pour des semi-groupes généraux. En-
suite, la méthode d’interpolation complexe permet d’atteindre des classes
beaucoup plus larges de distributions ~ dans le cas des semi-groupes
sousmarkoviens symétriques. Quant à la théorie de Littlewood-Paley-Stein
proprement dite, elle s’interprète comme un problème analogue, mais où la
distribution ~ est à valeurs dans un espace de Hilbert au lieu d’être
réelle.

Comme les résultats anciens de Stein n’ont jamais été exposés dans ce
séminaire, nous commençons par les présenter rapidement.
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I. RAPPELS SUR LA THEORIE DE L-P-S .

La théorie de Stein suppose dès le début que le semi-groupe (Pt) est
symétrique. Alors on a sur L2 une représentation spectrale du semi-groupe

(5) Pt = 

et l’opérateur P est borné sur L2 dès que la fonction m(z) est bornée

sur l’axe réel, car on a simplement
(4) m(L) = P = 
( noter en passant une petite difficulté : la fonction 1 n’est pas une

fonction-test, donc m(0) n’est pas définie, et 0 doit être exclu de

l’intervalle d’intégration ). Nous allons donner des exemples d’opérateurs

de ce type, bornés sur les LP pour 1pao.

i) La décomposition de Littlewood-Paley. Pour k entier >1 ( en fait, on

pourrait prendre k réel > 0 ), on considère l’opérateur borné sur L2

(5) U(k)t = 1 0393(k)  03BBktke-03BBtdE03BB
Pour k entier, c’est simplement où D représente d/dt. Il

est immédiat de calculer sur (5)

~~~ 

Notons L20 le noyau de La formule

(7) f =  U(k)tf dt t pour feL20
est appelée une décomposition de Littlewood-Paley de f. J’ai trouvé cet-

te terminologie chez Y. Meyer, du moins pour k=l ; Y. Meyer fait remar-

quer que c’est un substitut pour la formule d’inversion 
de Fourier, tandis

que la formule suivante remplace le théorème de Plancherel

8 f,g> = ck   U(k)tf, U(k)tg > dt t pour f,g e L20 .

La seule valeur de ck méritant d’être retenue est cl=4 . Définissons
maintenant les opérateurs de Stein : nous prenons une fonction r(t)

appartenant à Z°° et nous posons

(9) T(k,r) = 

La fonction m(z ) correspondante est

(10) m(z) = 1 0393(k)r(t)zktko-zt dt t
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et la distribution ~, vaut Elle est donc locale-
ment d’ordre arbitrairement élevé.

ii). Inégalités de Littlewood-Paley. Pour établir que les sont

bornés sur LP, Stein introduit les fonctions de L-P : pour k

entier >1

(11) gk(f) = (+U(k)tf(.)|2 dt t )1/2 = (|tkDkPtf(.)|2 dt t)1/2
Le théorème de Littlewood-Paley-Stein est alors l’équivaleme de normes

~ 12)  

l’inégalité de gauche étant vraie sur l’inégalité de droite seulement
sur i.e. l’espace des éléments de I~ sans partie invariante au
sens de la théorie ergodique. Montrons rapidement comment ces inégalités
entraînent que les opérateurs sont bornés :

LEMME. Si u=T(k,r)f , 
Ici c désigne une constante pouvant dépendre seulement de 

On écrit alors (12)  et fini.

Démonstration du lemme. On écrit successivement, en supposant pour
fixer les idées

u = cskDkP f r(s)ds
s s

Ptu = 

d dt Ptu = cskDk+1Pt+sf r(s)ds s

t|d dtPtu|2 ~ ct(sk|Dk+1Pt+sf|ds s)2 ~ ct(~ sk|Dk+1Pf|ds)2dt t = t+s s - 

t s s

 
= 

t s s 
t S ) C )

Le dernier facteur vaut 1/t et disparaît avec t en tête, et il reste aprés
intégration en t

g1(u)2 ~ c dt (...)ds s = c (...)ds sdt = cgk+1(f)2 .

iii) Un exemple important. La fonction

r(t) = 

appartient â Zoo, et sa transformée de Laplace vaut zia-1. La distri-
but ion =-Dr = v.p. est du type précédent, avec k=1, et
sa transformée de Laplace est zla ( sa transformée de Fourier ).
Construire l’opérateur P  revient à définir symboliquement l’opérateur

Draprès le th. de Stein, celui-ci est borné sur Lp, 1poo.
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v) Indications sur la méthode de Stein. Le point crucial est la démons-

tration des inégalités (12). Pour cela, Stein introduit pour une fonc-

tion h de classe Goo sur + l’opérateur d’intégration fractionnaire

= 1 
que l’on peut aussi considérer comme distribution à valeurs vectorielles:

est la fonction t~--> On la définit d’abord pour 

puis pour tout OE complexe par prolongement analytique. On a I«I~=I«+~
pour ~.(~)>_0, 10 est l’identité , Ilh est la primitive de h nulle en 0,
I kh = D k - h pour k entier >1 . On pose encore t et

l’on introduit des « fonctions de Littlewood-Paley »

m (f) = ( dt )1/2 (Q complexe )

Pour c~=0,-l,-2... ces fonctions sont liées aux gk(f), et l’on vérifie

aisément que ~~m«(f ) ~~2 ~ Pour c~=l , Stein établit que 

~ . Après quoi, il étend ces inégalités aux valeurs complexes

a=-k+iu, ( dans L2) et (x=l+iu ( dans LP), et utilise la méthode d’inter-

polation complexe : si k est pris assez loin, on obtient que pour 

 1 arbitraire on a et en particulier, pour «=0,-1,
etc. on obtient les moitiés gauches des inégalités (12). Les moitiés droi-
tes s’établissent alors par dualité. 

_

vi) Indications sur la méthode de Cowling. Le travail de Cowling étudie

directement les opérateurs T(k,r) à partir de la propriété suivante

des distributions ~, considérées : la transformée de Laplace m{z) est

bornée sur tout angle avec Dans un tel angle, nous avons

en effet z=À+iu, Jt>0 et u ~  Or en utilisant (10) nous avons

1 =~r~l 1 0 ~ r ( t ){ 7~+iu ) ktke-J~t t dt (  _ .

La méthode de Cowling va permettre de dire qu’une distribution ~ dont la

transformée de Laplace est bornée dans tout angle 9 définit

un opérateur P 
w 

borné sur LP

- Pour tout p, lpoo si ( cas de Steiu ), avec deux faits

nouveaux :

si Q=n/2, on n’a plus besoin que (Pt) soit markovier et ~ invariante :
Q peut être sous-markovien et ~ excessive ;

si e>-rr/2 , (Pt) n’a plus besoin d’être symétrique.
- Si Q  n/2, pour certaines valeurs de p ( d’autant plus serrées au-

tour de p=2 que G est plus petit ).
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II. LA METHODE DE TRANSFERT

La méthode de transfert est une généralisation, due à Coifman et Weiss
[3L [~L d’un procédé de Calderôn ~~~ utilisé pour l’étude de la
« transformation de Hilbert ergodique » ( introduite elle même par Cot-
lar ). Coifman et Weiss en ont fait un outil pour l’étude des représenta-
tions des groupes. Nous reprenons leur démonstration en la rédigeant dans
un langage plus proche de la théorie des semi-groupes.

LE THEOREME PRINCIPAL ; 

.

On considère un semi-groupe G , polonais par exemple, avec une opéra-
tion notée + mais qui n’est pas nécessairement commutative ( (x,y)-~-x+y
est supposée continue ). On munit G d’une mesure positive a-finie v ,
sous-invariante à droite

(13) !v(s)f(s) ( teG, f>0 ) .
Lorsque G est un groupe, v est invariante, mais nous appliquerons cela
aussi avec G=B , v étant la mesure dt .

On fait l’hypothèse suivante :
(14) va compact, il existe M de mesure finie tel que 0 1+E

Dans le cas des groupes, C -W imposent à M d’être un voisinage de
l’élément neutre, et signalent que cette propriété ( condition de F~lner )
caractérise les groupes moyennables .

On se donne une mesure bornée ~ , , de masse totale et l’on définit
une convolution

(15) = 1 
G

On a alors en désignant par Il Il p la norme dans Zp( v ) , et en supposant
pour commencer que 

= 

~ 

~ 

où l’on a utilisé la propriété (13) à la fin. Cela signifie que la convo-
lution avec J1 définit un opérateur borné sur LP, de norme au plus 
( par homogénéité ). Nous désignerons cette norme par N (J1).On considère ensuite une représentation de G par des opérateurs
bornés Pt d’un espace ( on pourra supposer que E est une
tribu séparable ). Représentation signifie que , et que 
est fortement continue. On suppose aussi que

(16) ~Ptf~p ~ c~f~p ( normes dans 

ce qui est tout à fait normal, mais aussi
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(17) ~f~p ~ c~Ptf~p
ce qui est une conséquence immédiate de (16) dans le cas où G est un

groupe, mais semble tout à fait anormal dans le cas des semi-groupes.

Cependant, lorsque G=~+ , une très belle astuce de Coifman-Weiss permettra
de se débarrasser de cette hypothèse gênante, dans le cas des semi-groupes

vraiment intéressants.

THEOREME 1. La norme d’opérateur dans LP de l’opérateur linéaire

= j G 
est au lus c2Np ( ).

Démonstration. 1) On se ramène au cas des mesures à support compact, en

décomposant ~, en ~,’+~" ( ~,’ à support compact, on ut~ili.se

ici le minimum de régularité imposé à G. Alors donc si

l’on a. établi le résultat pour j.L’ on a et il ne

reste qu’à faire tendre e vers 0.

2) On suppose désormais que le support de ~, est un compact C . Soit feLP.
On choisit une version bimesurable h(s,x) de ( possible en

raison de la continuité forte ), et on montre que ( en mettant x en

indice pour plus de clarté )
pour presque tout x

PtP f(x) - pour presque tout x ( t fixé )

cette fonction étant bimesurable en (t,x). Pour voir cela, faire le produit
scalaire evec gLq. On prend alors le M de l’hypothèse du début et on
écrit

IM(t;PtP f(x) - portée par C )

= 

et le dernier IC peut être supprimé : reste donc 
On à la puissance p et on intègre en x

= 

On intègre en t . A gauche, d’après (17) le résultat majore 

A droite en enlevant le IM on obtient au plus

= 

~ 
= 

 

et comme v(M+C)/v(M)  1+~ le théorème est établi.
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COMMENTAIRES, a) Coifman et Weiss indiquent comment on peut transférer
des propriétés de type faible (p,p). Nous laissons cela de côté.
b) On aura remarqué les hypothèses relativement faibles imposées à la me-
sure v ( sous-invariance, et (14) ) , de sorte que l’on pourra en général
choisir v de bien des manières. A vrai dire, la sous-invariance de v ne

nous a pas servi à grand chose : seulement à ramener les mesures bornées

aux mesures à support compact. De quelle façon le résultat dépend t’il du
choix de v ?

Supposons que G soit un sous-semi-groupe d’un groupe E , avec une
mesure de Haar à droite ~ . . Nous définissons une représentation de G

dans en posant pour teG

Ptf(x) = f(x+t)

et comme ~ est invariante à droite, cette représentation satisfait à (16)
et (17) avec c=1 . Donc, d’après le théorème lui même, on a 

p 
Or P est l’opérateur de convolution défini par J1. sur E. Z ( ~ ~ 

,

Autrement dit, la norme de convolution de p, sur le groupe est au plus
égale à la norme Np(~,), calculée sur le semi-groupe par rapport à une me-
sure sous-invariante v satisfaisant à (14).

Supposons ensuite que G soit de mesure non nulle dans H, et soit v
la trace de la mesure de Haar q ; 7 est sous-invariante. Il est clair

que la norme de convolution de J1 calculée dans est au plus la
norme de convolution de J1 calculée dans sur le groupe entier. Donc
cette norme est au plus égale à NP(J1).

Supposons enfin que v satisfasse à (14). Alors nous obtenons deux ré-
sultats. 1) Il ne sert à rien de travailler avec d’autres mesures v que
la trace v de la mesure de Haar, car celle-ci donne la plus petite norme

Np(J1) possible. 2) La norme de convolution de J1 pour v sur le semi-groupe
et pour ~ sur le groupe entier sont les mêmes. Cela clarifie peut être la
note en bas de la page 22 de Coifman et Weiss [3].
c) Soulignons les deux difficultés d’application de ce théorème, que nous
lèverons l’une après l’autre : l’hypothèse (17) ( triviale dans le cas des
groupes, mais non dans celui des semi-groupes ), et le passage des mesures
bornées aux distributions, lorsque G=m ou E . 

En outre, nous aurons besoin de passer du cas où J1 est réelle, au cas
est à valeurs hilbertiennes. Nous le ferons tout à la fin du para-

graphe.

SUPPRESSION DE L’HYPOTHESE (17) LORSQUE G=m +
Lorsque l’on suppose que (Pt) est un semi-groupe de contractions posi-

tives d’un espace peut se passer de l’hypothèse 17. Coifman et
Weiss établissent cela, en s’appuyant sur des résultats délicats dus à
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Akcoglu ( cf. Canadian J. M. 27, 1975, p. 1075-1082 : A pointwise ergodic
theorem in LP spaces ) et Akcoglu-Sucheston ( Dilations of positive con-
tractions in LP spaces, Canadian Math. Bulletin , 19 , p. ). En

fait, Coifman-Rochberg-Weiss peuvent même atteindre certaines contractions

complexes " presque" positives. Nous n’essaierons pas de présenter cette

théorie générale, mais nous nous restreindrons à la situation intéressante

pour les probabilistes.
Nous supposons désormais que (Pt) est un semi-groupe sous-markovien

de noyaux sur E , ad.mettant ~ comme mesure excessive, suffisamment bon

pour que l’on puisse lui appliquer la théorie usuelle des processus de

Markov ( semi-groupe « droit » ). Nous supposerons aussi que le semi-

groupe adjoint (Pt) de (Pt) relativement à ~ possède les mêmes pro-

priétés.
Du point de vue de la théorie de la mesure, il n’y a pas là de perte

sérieuse de généralité : tout semi-groupe de contractions positives de Z1
et Loo peut être ramené, par un changement d’espace et une ccmpactification,
à une situation du type précédent.

a) Supposons d’abord que le semi-groupe (Pt) soit markovien et la

mesure ~ invariante. Désignons par n l’ensemble des applications con-

tinues à droite et pourvues de limites à gauche de ~ dans E ( muni d’une

topologie convenable...), par Xt l’application coordonnée d’indice t ,

par F la. tribu engendrée par les coordonnées, par 9t la translation

( tem ), par ~ l’unique mesure sur n pour laquelle

(Xt) est un processus de Markov, admettant (Pt) comme semi-groupe de
transition et ~ pour loi à chaque instan t t . Alors les 8t forment un

groupe de transformations préservant la mesure r~ , et le théorème 1 s’ap-

plique, l’hypothèseQ7) étant automatiquement satisfaite avec c=l, et l’on

voit que l’opérateur 0 est borné sur Zp(r~ ), avec une norme  Np(~,).
Mais soit nous lui associons la fonction sur n f=foXo ,

telle que ~f~L p(~) = ~f~L p(~)
. Puis nous remarquons que Ptf(X0) est

l’espérance conditionnelle E[fXt|X0] = E[f03B8t|X0]. Comme l’espérance

conditionnelle diminue la norme LP, on a bien établi que

(18) ~~ 0 I~ ptf 1~(dt) ~~ P ~ .

Or il n’y a aucune raison de s’arrêter en si bon chemin : soit J1 une

mesure bornée sur gy ; construisons l’opérateur Q , et conditionnons
par X comme ci-dessus. Nous obtenons le résultat bien plus surprenant

(19) !! ~0 + 
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où (P~) est le semi-groupe adjoint de (Pt). Autrement dit, Pt et Pt
sont suffisamment proches pour que l’on ait une certaine « cancellation »

de ces deux intégrales. C’est un résultat inattendu, inaccessible aux métho-

des du paragraphe I, qui sont très liées à la théorie spectrale des semi-

groupes symétriques.’

b) Lorsque (Pt) est sous-markovien, et la mesure ~ excessive au lieu

d’être invariante, on a une construction analogue, mais bien moins

évidente, due à J. Mitro ( Dual Markov processes : construction of a use-

ful auxiliary process ; ZW 47, 1979, p. 139-156 ). Ici 03A9 est l’espace des

applications continues à droite à limites à gauche définies sur ,à
valeurs dans E , à instant de naissance a et de mort 03B2 aléatoires. Ainsi

on a pour , Xt(w)=a ( un point supplémentaire ) pour ta
et Si l’on rend markovien le semi-groupe (Pt) en posant 

et si f est une fonction nulle au point a , on peut cons-

truire sur n une mesure ~ invariante par les 9t et possédant les pro-
priétés suivantes

1)  ~,f > pour tout t

2) Sur l’ensemble le processus est markovien,
de semi-groupe de transition (Pt) et de mesure initiale ~ ( de durée de
vie ), et le processus (X t-s ) s>0 markovien, ~ de semi-groupe dè
transition (P~) , mesure initiale ~ ,- et durée de vie (t-a)+.

On peut alors reproduire sur ce processus le raisonnement fait en a),
avec les mêmes conclusions.

Du point de vue des résultats concrets, cette extension aux semi-grou-
pes sousmarkoviens me semble être une amélioration très importante.

PASSAGE DES MESURES BORNEES AUX DISTRIBUTIONS. 1 .

Les questions que nous allons présenter ici ne sont mentionnées ni
chez Cowling, ni dans l’article principal [3] de Coifman-Weiss. Elles sont
traitées dans un autre article ~,~~ de Coifman-Weiss. La rédaction m’a don-
né du mal, et une première version ( qui a circulé ) était complètement
fausse.

Voici la situation : J1 est une distribution sur E , qui est un con-
voluteur de LP ( pour les fonctions-test ). Il est

exclu d’approcher J1 par des mesures bornées en norme N (.), mais on
va réussir à l’approcher par des mesures bornées n , au sens des dis-
tributions, de telle sorte que On sait alors que 
reste majoré par Np( )~f~p pour fLp(~), et il reste à trouver suf-
fisamment de fonctions f sur lesquelles PJlnf converge pour n~~,
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au moins. au sens faible dans LP, pour pouvoir définir l’opérateur P .
Qu’il y ait une difficulté se voit immédiatement sur le fait que, si

f est une fonction invariante pour (Pt), ne saurait avoir d’autre

sens que alors que 1 n’est pas une fonction-test et que 

n’est pas définie a priori. L’opérateur P ne sera donc défini en géné-
ral que sur L5 ’ l’espace des fLp sans partie invariante.

Dans cette section, nous allons seulement décrire l’approximation de

p, par les mesures bornées n . Le transfert proprement dit sera fait
dans la section suivante.

D’après les commentaires suivant le th.l, la mesure v sur ~+ peut

être ( et sera toujours ) la mesure dx .

a) Soit t la distribution définie par on a

f*J1t(s) = donc Np(~,) . Si G est une mesure posi-

tive de masse 1 sur ~+ , , la distribution est donc un convo-

luteur de LP de norme ~ Np(J1). Prenons G(dt)= an(t)dt, où an est une

cloche positive COO d’intégrale 1, nulle hors de l’intervalle [0,1/n].
Alors tend vers » au sens des distributions.

Mais la distribution ~, sur m+ peut être considérée comme une dis-

tribution tempérée sur B, et J1n ( comme distribution sur ) est une

régularisée de J1: : elle a une densité COO à croissance polynomiale,

nulle En tant que distribution sur la même densité.

b) La distribution m (dt) = eiutJ1(dt) est telle que

f~m u (s) - 
Donc m est un convoluteur de LP de même norme que ~,. Par conséquent,

si Q est une mesure de masse 1 sur ? , est un convo-

luteur de Lp de norme au plus Np( ).
Si l’on prend pour 9(du) un noyau de Féjer csin nudu/u, le convolu-

teur obtenu est à support compact. Mais nous n’aurons pas besoin de cela,

et nous prendrons pour Q une loi de Cauchy, de sorte que 

Ainsi, pour tout convoluteur de Zp(~+), la distribution
sur E est un convoluteur de norme plus petite ( d’où aussi

le même résultat pour e-zt(dt), ).

c) La distribution J1 dent on est parti est donc limite, au sens des

distributions, des mesures bornées ( les ~,n en a)

étant à croissance polynômiale ) lorsque n-> oo et c->0. Ce sont des convo-

luteurs de de norme au plus Np(J1), et on peut leur appliquer le
théorème 1. On peut en déduire quelques conséquences, qui n’étaient pas

évidentes a priori :
- J1 est un convoluteur de LPcm), de même norme 
- Si p et q sont conjugués, on a . 

P
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Exemples. a) Les distributions que nous avons considérées au paragraphe
I ( transformées de Laplace en (10)) ne sont pas des convoluteurs de

bien qu’elles opèrent sur les semi-groupes symétriques. En effet,
soit p. un convoluteur de la fonction e-zt ( R(z)>0 ) étant une
fonction-test, on a , d’où Or les

distributions considérées ont une transformée de Laplace non bornée dans
le demi-plan de d.roite.

b) L’exemple le plus classique de multiplicateurs de Fourier pour LP est
fourni par le théorème de Marcinkiewicz en dimension 1 : si m(u) est

une fonction bornée en module par M, dérivable pour u~O avec 
alors m(u) est transformée de Fourier d’un convoluteur de de

norme majorée par cpM ( cf. Stein (g~, p. 96). En fait, avec nos nota-
tions, m(z) désigne la transformée de Laplace de p, , et la transformée de
Fourier est m(-iu), ce qui revient à un simple changement d’écriture.

Cela s’applique à m(z)=zla ( l’« exemple important » du § I ) : le

transfert permettra donc de définir L1a pour tout semi-groupe sous-marko-
vien, symétrique ou non.

Cowling a fait remarquer aussi que cela s’applique à toute distribution
J1 sur ~+ , dont la transformée de Laplace m(z) peut être prolongée en
une fonction holomorphe dans un angle d’ouverture 0=S+e ,
où elle est bornée par une constante M. En effet, la formule de Cauchy
permet de calculer m’(iu) en un point de l’axe imaginaire, et de vérifier

que qui est une majoration du type précédent. Nous
ferons au paragraphe suivant de l’interpolation complexe à partir de ce
résultat.

PASSAGE DES MESURES BORNEES AUX DISTRIBUTIONS. II.

Soit g une fonction bornée sur E, nulle hors d’un ensemble de mesure
finie ; g appartient à tous les Lr, et il en est de même de la
fonction

(20) f = g ds
0 s

où a(s) est une fonction C~ à support compact dans Les fonctions
de ce type engendrent un sous-espace dense dans tous les Irp et
l’on a

(21) -- Ptf = (-1)" 1 P g Dna(S-t)ds
aussi bien ponctuellement qu’au sens Pour tout x et toit c>0 ]a fonction
t ~ e ctPtf(x) est une fonction-test On peut donc définir en
tout point x la valeur de la fonction
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(22) P~ f(x) = 

qui est aussi limite simple ( les mesures J1n étant les régularisées de
p. considérées dans la section précédente ) des fonctions Pcn f ’

Le théorème 1 et une application du lemme de Fatou
nous donnent alors

(23 ) IIp  
pour les fonctions f du type (20), d’où un prolongement par densité à
tout 

D’autre part, si heLq la fonction > est elle aussi une

fonction-test, donc Pcn f ( qui reste borné dans LP ) a une limite fai-
ble lorsque n2014~oo . Une suite faiblement convergente dans LP qui converge
en mesure converge fortement vers sa limite en mesure, donc en fait pour

f du type (20), Pcnf converge f ortement dans LP vers P f . A nouveau,
on étend ce résultat par densité à tout feLP.

Le problème plus délicat consiste à faire tendre c vers 0. Nous réglons
d’abord un cas facile.

Cas des semi-groupes symétriques. Soit d’abord spectre dans

[e,oo[ e>0 : alors pour hL2
 Ptf,h > = 

c
est une fonction-test, d’où il résulte sans peine que Pc f converge

faiblement dans L2 vers P f = Comme les opérateurs sont

uniformément bornés en norme L2, on étend cette convergence à L20 tout
entier. On vérifie aisément que pour 

Soit ensuite Lp0 l’ensemble des éléments de Zp sans partie invarian-

te. Soit fLp0 , et soit (h ) une suite d’éléments de qui conver-

ge vers f fortement dans LP . Alors les parties invariantes i(hn) ap-
partiernent à L2nLP et convergent vers 0 dans LP. Donc on peut appli-

quer le résultat précédent aux e L6 ’ et en déduire que ~P f~~
N 

p 
pour le transfert est achevé.

Cas non symétrique. Nous allons revenir à la méthode qui nous a permis

d’établir le théorème pour les semi-groupes, en les ramenant à un groupe

de transformations Gt préservant la mesure, puis à une projection.

Nous utilisons le théorème de représentation de Stone pour le groupe

à un paramètre Gt d’opérateurs unitaires ( en écrivant Ot h pour 

(24) 03B8th =  e-iutdEuh
après quoi il est facile de calculer QCh = 
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03B8c h = +~-~ m(c+iu) dEuh ( hL2(03A9), c>0 )

et le problême de la convergence dans L2 lorsque c->0 se ramène à. exami-

ner si m(c+iu)~m(iu) p.p. pour la mesure En fait, on s’in-

téresse seulement au cas où h=f oXC ( l’existence de Oh don-

nant alors l’existence de P f .

Ici Coifman et Weiss n’entrent plus dans les détails : ils supposent

(~,~~, p. 295, lemme 3.5 ) que la fonction m est « normalisée », ce

qui revient à peu près à dire que m(c+iu) a une limite pour tout u lors-

que c->0 . Certainement, cette condition est trop forte ï Par exemple,
dans l’exemple donné à la fin de la section précédente où m est holomor-

phe dans un angle d’ouverture > Tr/2 , on sait que m(c+iu)-> m(iu) pour
et cela suffit à établir le résultat pour car la mesure spec-

trale > admet comme transformée de Fourier t ~  >, qui
tend vers 0 à l’infini, et elle ne charge donc pas 0 .

Il est vraisemblable qu’en fait aucune condition n’est nécessaire, comme
le suggère le cas particulier suivant. Supposons que (Pt) soit markovien

et admette ~ comme mesure invariante. Soit Ft pour t la tribu en-

gendrée par les Xs , et soit F-~ = nt . Alors la v. a. 

admet une représentation de la forme

h = + ~. / 0 
~’°° ~ 

- oo 

( cf. Sém. Prob. IX, Lecture Notes in M. 465, p. 55 ) où les Z~- sont des

hélices du flot en quantité au plus dénombrable. Il en résulte que si
le premier terme est nul, la mesure spectrale est absolument

continue ( même réf., bas de la p.56 ), et comme m(c+iu)->m(iu) p.p.
( valeur au bord d’une fonction holomorphe bornée : th. de Fatou ) on a
bien convergence de dans L2 lorsque c->0. Mais pour h=f(Xo) on a

, qui tend vers 0 dans L2 pour feL6 ’ et donc 
est nulle.

Le pasage de L6 à LE se fait comme dans le cas symétrique.

TRANSFERT POUR CERTAINES DISTRIBUTIONS HILBERTIENNES

Soit ~,=(~Zl,...,~,~) un système fini de distributions, dont chacune est
un convcluteur de I~. Nous définirons comme le vecteur des f*J1o,
P h comme le vecteur des Ph, et leurs normes comme
(25) ~f* ~p = ~(03A3i|f* 8|2)1/2~p, ~P h~p = ~(03A3i|P i h|2)1/2~p

et est sup~f~p~l ~f* ~p . On a l’extension suivante du théorème de

transfert 
p
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(26)  = 

( f est scalaire, P é f est un vecteur ), sous les mêmes conditions que

dans le cas scalaire : sans restriction lorsque les ~Zi sont des mesures

bornées ; pour feL6 si les ji- sont des distributions et le semi-groupe

(Pt) est symétrique ; avec un point d’interrogation pour de « mauvais »
multiplicateurs dans le cas non symétrique.

La démonstration recopie celle du cas scalaire.

Bien entendu, lorsqu’on a traité le cas d’un nombre fini de distribu-

tions, le passage au cas dénombrable est immédiat. Autrement dit, on a

étendu le théorème de transfert aux distributions sur ~+ à valeur s dans

un espace de Hilbert séparable ~. La seule différence est que la transfor-

mée de Laplace m(z) = ( et sa valeur au bord m(-iu), la trans-
formée de Fourier ) sont maintenant à valeurs dans ? .

Ajoutons que le théorème de multiplicateurs de Marcinkiewicz mentionné

plus haut, et la conséquence qu’en tire Cowling, s’appliquent au cas hil-

bertien : si m(z) est holomorphe bornée dans un cône d’ouverture > n/2 ,

P f appartient à pour toute fonction feL~(~).

III. LA THEORIE DE LITTLEWOOD-PALEY

a) Nous commençons par interpréter les fonctions de Littlewood-Paley in-

troduites au-paragraphe I . Nous introduisons la distribution k sur E~,
à valeurs dans l’espace hilbertien ~ = L2(m+, dt/t), qui associe à la 

fonction-test h l’élément de

(27) ( t r-~ 

Alors l’inégalité de L-P-S (12) ( moitié gauche ) cpllfllp signi-
fie simplement que l’opérateur P J1k est borné de I~(~) dans L~(~). .
La méthode que nous avons présentée consiste à regarder la transformée de

Laplace mk(z) de qui vaut

(28) (-1) k t k z k e -zt )
et nous avons pour z=À+iu = la transformée de La-

place est donc bornée sur les cônes re = pour A~r/2.

Cette propriété ne permet pas d’établir directement les inégalités (12),

mais elle a une conséquence très intéressante : en fait, la fonction de

L-P-S la plus importante en pratique est la fonction gk(f) relative, non
au semi-groupe (Pt) lui même, mais au semi-groupe

1. La démonstration de Stein ([8],p.96) repose sur les inégalités de L-P
classiques ( pour le semi-groupe de Poisson ) et celles-ci sont vraies

dans le cas hilbertien. Il y a la un amusant va et vient entre les divers

théorèmes, dû aux hasards pédagogiques.
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(29) ~ = 
où (pt) est le semi-groupe stable sur ~+ , de transformée de Laplace

Calculer l’opérateur Q k revient à calculer P ,
où vk est la distribution à valeurs dans k ~ de transformée de k
Laplace mk(,~z) . . Mais celle-ci est holomorphe bornée sur tout cône d’ou-
verture  ~r~ et le transfert s’applique, même dans le cas (sous-markovien
et) non-symétrique. Ajoutons que l’inégalité est vraie dans LP et non

seulement dans L~ .
[ Cependant, pour passer des inégalités de gauche en (12) aux
inégalités de droite, on a besoin de la dualité fournie par
la symétrie du semi-groupe ; les inégalités dans le cas non-
symétrique semblent donc dépourvues d’intérêt ].

b) Nous allons maintenant rappeler les ingrédients analytiques dont nous
aurons besoin. Le premier est le théorème d’interpolation de Stein

( Stein [1J, p. 69 ). On considère une famille (Uw) d’opérateurs

linéaires, indexée par la bande Sl={w: holomorphe au sens sui-
vant : si f et g sont des fonctions simples ( combinaisons linéaires
finies d’indicatrices d’ensembles ), la fonction  Uwf , g > est continue
bornée dans S1 , , holomorphe dans Sl .
THEOREME 2 ( Stein ). Supposons que pour R(w)=0 on ait ~Uw~p ~ U0 , et
pour R(w)=l Alors 

I-t t l I-t t 

~ 
°

pour R(w)=t 1-t p0 + t p1 .
Ce théorème est à la base de la méthode de démonstration de Stein,

rappelée sommairement au g I, v). Il est aussi à la base de la modifica-
tion proposée par Coifman-Rochberg et Weiss : dans celle-ci, au lieu d’in-
terpoler comme Stein entre les valeurs R(a)=-k; L2 et on

va un peu plus loin vers la droite ( R((y)>l ), ce qui permet d’utiliser
le transfert au lieu des inégalités de martingales employées par Stein :

un gain appréciable en généra.lité.

c) Nous considérons une fonction sur l’axe réel, et nous supposons
qu’elle est prolongeable analytiquement en une f onction m(z) holomor-
bornée par une constante M, dans un cône r - Nous

voulons montrer que l’opérateur m(L) - bien défini sur L) par représen-
tation spectrale, puisque est supposé symétrique - est borné sur LP

P- , le transfert résout la question, et il n’y a
pas besoin de symétrie. Nous supposons donc ~~r/2 .
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On choisit un angle 0>Tr/2, un paramètre assez près de 1 pour que
et on utilise le lemme suivant

LEMME. Il existe une famille de fonctions ~(?~) sur indexées par

la bande 0~(w)0 , et possédant les propriétés suivantes
1) Pour tout À , m (A) est holomorphe dans la bande ouverte, continue

bornée sur la bande fermée, avec borne uniforme indépendante de h .

2) Pour m,~(.) est prolongeable analytiquement en une fonction
holomorphe dans l’angle r s cp+( 1-s ) ~ , bornée ( indépendamment de Im(w))
dans tout angle un peu plus petit.

3) 

Il est alors clair que l’on peut appliquer le théorème d’interpolation
de Stein en prenant pour pour R(w)=0 on a une

borne uniforme dans L2 obtenue par théorie spectrale, pour il(w)=1 une

borne uniforme dans I~ obtenue par transfert ( ( 1-ô ) ~+ô 8>rr/2 ) . D’où par
interpolation un résultat pour qui s’applique à Prenant

G près de rr/2, b près de 1, on obtient les bornes indiquées.
Le même raisonnement devrait, je suppose, s’appliquer à un multiplica-

teur à valeurs dans # , donnant ainsi les inégalités de L-P-S. Mais le cas
réel est déjà assez compliqué.

d) Démonstration du lemme (?). Cette démonstration est très sommairement

indiquée par Cowling, ce qui m’a mis en rage contre les referees de Ann.

of Math..

D’abord, il est plus facile, au lieu de travailler sur un angle r~, â

élargir en un angle rg, de travailler sur une bande à

élargir en une bande On se donne donc une fonction p(x)

( p(x)=m(ex)) bornée sur l’axe réel, prolongeable en une fonction holomor-
phe bornée p(x+iy) pour ( et même si l’on veut, quitte à diminuer a,
dans une bande plus large ). Soit M sa borne.

La transformée de Fourier de la fonction bornée p(x+iy) est 

( p est ici une distribution ). Le résultat est classique ( Paley-Wiener :
Fourier transforms in the complex domain, chap. I ) lorsque p(.+iy) est
borné dans L2. Pour passer au cas général, multiplier p par puis

faire tendre e vers 0.

Donc p(u)Ch(yu) est transformée de Fourier d’une fonction bornée

pour L’idée de la démonstration consiste à définir pw(x) par
quelque chose du genre 

p (.) = 2TB (ôl) .p
w

(.) = F-1( (u)Ch(03B4u)a-w) (03B41) .

Il est d’abord clair que pa=p . Pour vérifier la condition 
de borne sur

l’axe réel, on écrit la fonction
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(p(u)/Ch(au)). (Cha-W(ôu)/Ch(au))
Le premier facteur est la transformée de Fourier d’une fonction bornée

q(x), le second appartient à S , , donc est la transformée de Fourier dfune

fonction et l’on a p = Four obtenir des normes uni-

f ormes, il faut majorer la norme de ~ dans Ll, et une méthode pour faire
cela consiste à majorer les normes dans Z2 de et de xh (x), ce qui
revient à majorer les normes dans Z 2 de bw(u) et de sa dérivée. J’espère
que ça marche. Après tout, ce n’est pas mon affaire.

Ensuite, le prolongement analytique : on a formellement 
’

= ~ 1( 
et tout revient, comme ci-dessus, à voir si est dans

S et à estimer sa norme LI. Lorsque R(w)=v, on voit apparaître la condi-
tion 

En fait, Cowling utilise une fonction un peu plus subtile, qui lui
évite le paramètre ô . Mais comme il dit simplement « by Fourier analy-
sis, one sees that... », le lecteur ira regarder s’il en a envie.
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