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SUR LES GRANDES DEVIATIONS ABSTRAITES

APPLICATIONS AUX TEMPS DE SEJOURS MOYENS D’UN PROCESSUS.

F. BRONNER 
*

Soit un espace polonais ou lusinien muni de sa tribu des

boréliens et une famille de probabilités sur dont on étudie

le comportement lorsque a.t+oo. Classiquement, on obtient un théorème de "grandes
déviations" donnant l’existence d’une fonctionnelle "d’action" I sur , telle

que pour tout borélien A de ~~ (~) P 
a 
(A) Un résultat bien corr

nu de Varadhan montre qu’alors pour toute fonction continue bornée

(1) lim - Log E = i (cf. [:5]).
ta "

En fait, comme on se propose de le montrer ici ; ; l’existence de la limite

sous forme donnée par la formule (1) est équivalente au résultat de "grandes dévia-
tions". On en profitera ensuite pour reprendre l’exemple des temps de séjours
moyens d’un processus dans un borélien de l’espace de ses états.

I - GRANDES DEVIATIONS ABSTRAITES

On munit l’ensemble des fonctions continues bornées sur Î

de la topologie de la convergence uniforme. On fait l’hypothèse suivante dans ce

paragraphe 

Hypothèse (H) Il existe une fonctionnelle "d’ action" I : ,~ -~ 1R+ telle

que pour tout a>0 ~a = {I~a} soit compact dans ,~,

On pose pour tout borélien A de ~ I(A) = infil(X) ; ; xEA}.

On peut alors énoncer

Proposition 1 : Sous l’hypothèse (H) les deux propriétés suivantes sont

équivalentes

(i) (Grandes déviations) : Pour tout ouvert A de àÉ

Log Pd(A) > -I(A), ,

et, pour tout fermé A de Je
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. 1

lim  Log Pa(A)  - I(A).

(ü) Pour toute fonction F de la limite suivante existe et
vérifie

. aF ’Ylim 1 03B1 Log E (eaF) = sup(F(x)-I(x) ; 

On pose H(F) = lim 1 03B1 Log Ea(eaF) lorsque cette limite existe.

Démonstration : i ii): résultat de Varadhan [5].

ii) i) : démonstration de la majoration pour les fermés.
Posons Log P 

a 
(A) _ -b avec b _ > 0. Si il n y a rien à dé montrer

on se limite donc à Supposons d’abord 0_ b  1. Soit a  I(A) alors
et comme est métrisable, Ja compact et A fermé , il existe une

fonction F, 0  F  1, et =0, F A =1 ; ; alors ealA  e aF . D’où

1-b = 1 + lim 1 03B1 Log P (A)  H(F).a a

Comme 0  b  1, H(F) > 0 et donc d’après ii)

H(F) - supfF(x) - I(x) ; x Ja}  1-a

ce qui donne bien -b  - I{A) en faisant tendre a vers I(A). Si maintenant
b ? 1 soit en remp laçant la famille (P ) a a>0 par la famille (P’) a a>0 avec

Pa Pa on ob tient

Y 
- ] -blim 1 03B1 Log P’(A) = b (>-1)

et

lim a J .Log E’(e03B1F) = 1 03B3 H(YF) - sup [F(x)-I‘ (x)],

La fonctionnelle I’ - ~ Y I est donc la fonctionnelle d’action de la fami lle
(Pa}a>0 et on a donc lim â Log P’(A)  - I’(A} mais en revenant à P et l

on obtient la majoration cherchée.

Démonstration de la minoration pour les ouverts.
Supposons I(A)  +~ sinon il n’y a rien à démontrer, pour toute fonction F

continue bornée, 0  F  1 et vérifiant F  1 
A , 

on a eaF  eal A + 1 
Ac 

; d’où

lim â LogCP (Ac) + ea P (A)] > H{F),- a a et-
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Supposons d’abord qu’il existe une fonction F~ (0  Fl ~ lA’ , (~~‘))

avec H(Fl) > 0. Cela impose ea P03B1(A) +c° et donc pour toute fonctio.n F,

et F continue,

lim l Log P (A) > H(F) - 1.
" " ~

Alors sup(H(F)-1 ; lA I(A). En effet, soit x~~A tel

que  I(A) +e , comme ~ est métrisable, il existe une fonction G

continue bornée avec G(xE) = 1, 0  G  lA, alors

I(xE) - 1 = - I(xc) > - I(A)-E.

D’où la minoration lorsqu’il existe au moins une fonction F, 0 F  lA, F

continue avec H(F) > 0. Mais comme I(A)  +°o cela est toujours vérifiée pour la

famille avec P’ = P , y>I(A), et on se ramène au cas général comme

pour la majoration. ~

En fait la démonstration de la minoration n’utilise pas la compacité des

È a mais uniquement le fait que H(F) > sup[F(x) - I(x) ; Ce qui fait

que l’on a en fait démontré la proposition suivante indépendante de l’hypothèse

(H).

Proposition 2 : Soit (Pa)a>0 une famille de probabilité sur 

si pour toute fonction continue bornée F 3f ~ IR, lim 1 03B1 Log E (é F) = H(F)
" "

existe, on a pour tout ouvert A de É§ :

- lim ! a Log P (A) > -I(A)
atoo 

" "

où I(x) = sup[F(x) - H(F) ; 

Remarques et exemples :

1). Pour les boréliens A de pour lesquels I(A) = I(A)*=I(A) on a

lim - Log P (A) = - I(A). La fonctionnelle I est donc unique.
"

2). En général et bien que cela ne soit pas nécessaire pour l’équivalence que

l’on vient de démontrer le résultat de grande déviation est sous jacent à

la convergence étroite des Pa vers une mesure de Dirac , avec

x E 3E et I(x) = 0. 
o

Inversement, s’il existe un unique x E X tel que I(xo) = 0 alors

P a converge étroitement vers .

0



85

3). L’existence seule de la limite H n’entraîne.pas en général la majora-
tion pour les fermés sans hypothèses supplémentaires. De plus un résultat

de grande déviation n’est utilisable que si I vérifie la condition de

compacité pour les £f .a

4). Exemple : Un exemple important est celui des petites perturbations des

systèmes dynamiques introduites par Ventsel et Freidlin. Dans [3J Doss

donne une démonstration dans ce cas particulier de l’implication

ii) --~ i) en utilisant quelques propriétés particulières des diffusions.

On s’est ici inspiré de sa démonstration, notamment pour la minoration.

5). Autre exemple, l’étude du comportement asymptotique des solutions xe du

système dxt = F(x , où est lipschitzienne

bornée et (Yt)t _> p un processus de Markov, par un résultat de grande

déviation sur (cf. Cl]). Ceci est donc équivalent à

trouver une fonctionnelle d’action A sur ~,°(LO,T] avec 

compact, telle que pour toute ~td) , IR)

lim t Log ) = 

II. APPLICATION AUXTEMPS DE SEJOURS MOYENS D’UN PROCESSUS

Soit (E,~(E)) un espace polonais ou lusinien muni de la tribu de ses

boréliens, X = (5~,~,P,Xt,t > 0) un processus à valeurs dans E. Le temps de

séjour moyen de X dans un borélien A de E est

Lt(03C9,A) = 1 t to 
0 o 

1A(Xs(03C9))ds.

Pour tout w , est une probabilité sur E dont on étudie le

comportement lorsque t 1 +~ par un résultat de grandes déviations pour les lois

(PL) des Lt sur l’espace des probabilités sur (E,.,%~ (E)). Un résultat
t

de ce type est obtenu par Donsker Varadhan C5] sous des hypothèses markoviennes
et ergodiques. côté Gartner obtient un résultat analogue sans

hypothèses markoviennes mais en supposant que la limite de

j to f(X )ds

~ Log E(e 
0 s 

) quand existe pour toute fonction f mesurable bornée

et que l’on a des conditions importantes de régularités C4]. C’est dans cette
dernière optique que nous présentons une approche de ce problème.
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Les espaces ~~~ et b des probabilités et des mesures bornées
sur (E,~J(E)) sont munis de la topologie de la convergence étroite. On fait

l’hypothèse suivante :

Hypothèse (H’) : Pour toute fonction la limite

H(03A6) = lim - Log E(e 
existe.

En particulier, en considérant pour tout f de la fonction

sur ~~ ~ f : v -~ v(f) on voit que la limite

h(f) = lim t Log )

existe aussi.

On pose alors pour toute mesure p~ 

(*) = h(f) ; 

et comme d’habitude On remarquera que I est la fonction-

nelle d’action de Gartner et de Donsker Varadhan. On dira que les (Lt) vérifient:
la propriété de grandes déviations (G.D.) pour la fonctionnelle d’action I si :

Propriété (G.D.) i). Pour tout a > 0 Ja = {I  a} est étroitement- 

a a -

compact.

ii). Pour tout ouvert A de m1 1 lim - Log 

iii). Pour tout fermé A de lim l Log -I(A).
~ 

Proposition-3 : : Les trois propriétés suivantes sont équivalentes.

1). Les (Lt) vérifient la propriété (G.D.) avec I donnée

par (*) comme fonctionnelle d’action.

2). L’hypothèse (H’) est vérifiée et de plus :

a). Pour tout a est compact

b). Pour tout H(~) = -I(u);uE Î~1}

3). L’hypothèse (H’) est vérifiée et de plus

a). Pour tout 

sup(~(u)-H(~) ~ = 

b). Pour tout e>0 il existe un ouvert 0 de "~ , de
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complémentaire étroitement compact tel que

sup{h(~ f) ; 0  f  1D ; ; fE ~’b(E,1R)}  l

E

L’équivalence I ) ~---,~ 2) est simplement la proposition l , l’hypothèse (H’)

et 3) a) permet d’appliquer la proposition 2. Le reste résulte des lemmes l, 2,

3, ci-dessous. On revient sur des conditions suffisantes de compacité des

g~§ a à la fin.

On remarque d’abord facilement que I(u) _ +~ si ~~ ; I est
convexe et s.c.i; f + h(f) continue (pour la convergence uniforme) par suite

h(f) = sup I(u) ; i 

Lemme 1 : Sous 1‘hypothèse (H’) on a l’équivalence

i). Pour tout a > 0 Ja = {I  a} est étroitement compact

ii). Pour tout e>d il existe un ouvert OE de de complé-
- 

e - -II"

mentaire étroitement tel que

f) ; 0  f  ,fE ~.

E

’ 

Démonstration :

i ~ ii). Pour tout E>0 ~~/E est. étroitement compact ; il existe

donc un ouvert OE de complémentaire compact tel que e}E. Soit

telle que 0  f  10 ,
0  h (É f) - f) ’ I(u) ; i ~

Si h(~ 1 f) = 0 il n’y a rien à démontrer, sinon

0 h(~ f) - f) - 1~E ~ / E } ~ .f)~ uE y }  l.

Pour tout e>0, si 0  f  lo dn a

u(f)  f)) pour tout Par suite  E(a+1) E ce. qui montre

que Ja est étroitement compact parce que tendu.

Lemme 2 : Si le résultat de grandes déviations pour les (PL) avec Z comme

fonctionnelle d’action est vérifiée, on a : 
t

I(u) = H(~) 

Démonstration :

D’après l’implication i) ii) de la proposition 1 pour tout 03A6 de .
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= i uE 

D’où

~~~(~~)}
mais l’inégalité inverse est évidente.

Lemme 3 : Si pour tout a >0 ’~ - {I  a} est compact, ou a, sous l’hypo-

thèse (H’) pour tout fermé étroit de ~l A,

lim t Log -I(A).

La démonstration de ce lemme repose sur le résultat élémentaire suivant,

valable pour les vecteurs aléatoires sur 1R , et l’introduction ci-dessous d’une

fonctionnelle an vérifiant les propriétés du lemme 4. On note ,-> le produit

scalaire sur lR .

Résultat sur Soit t > 0) une famille de vecteurs aléatoires de

dans telle que pour tout 03B2~IRn lim - Log t ’S>) = h(03B2)

existe alors, pour tout fermé A de 1Rn

llm 1 Log  lZ(A)§t ’ Log P[Z~~A]  -*zA>
BEA) avec = sup(a,s> - h(a) ; 

(on trouvera une démonstration de ce résultat dans Gartner [4]).

On définit la fonctionnelle -~ 1R+ par

X n (a,f) = f dp = a}

et on pose hn(a,f) = h(a,f>) pour 03B1~IRn et 

Il est facile de montrer que si les ~ = {I  a} sont étroitement compacts,

a 
n 

est s.c.i. sur IRn x pour tout n. De plus a -~ ~ 
n 

est

convexe.

Lemme 4 : Si pour tout a>0 ’~a est étroitement compact, on a ,

*

pour tout n ~ IN ,

(1) X n (a,f) = a> - h (~,f) ~ 
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(2) I(u) - = 

(3) = ’’E f du E F}

pour tout borélien F de lRn.

Démonstration :

La transformée de Legendre À n (.,f) de À n (.,f) est

= sup (03B2,03B1>-

= sup sup I(p); f dp = 03B2 = hn(a,f)j3 u E E 

ce qui donne (1) comme_ À est s.c.i. et positive. Les formules (2) et (3) s’en

déduisent aussitôt.

Démonstration du lemme 3 :

On suppose d’abord A = V(f,F) c {uE~~ ; 1 f avec F fermé dans

lRn et f f = (f1,... ,fn). 0n obtient unEvecteur aléatoire de (03A9, ,P)
dans IRn en posant

(t t to f n (X s )ds).

De plus {LtEVn(f,F)} _ = d’après (2) du lemme 4. D’où

d’après (3) du lemme 4

Si maintenant A est un fermé étroit de m1 
et a  I(A) on peut recouvrir

le compact If a contenu dans AC, par des voisinages ouverts de la forme
V (f,0) ; avec 0 ouvert dans Soit. V (f.,0.) i=1,...,k un recouvrement

fini de 1’. Comme n (V (fi,0i))c - V (f,F) avec n = E 

et F = 1I 0c.. Il vient alors
i=J 1

lim - Log  lim t Log  - I(V (f,F))  - a

puisque V (f,F)c 

La condition 2)b) de la proposition 3 qui assure la compacité des 

est en particulier satisfaite si l’on a la propriété : :

Il existe une suite (f ) de avec compact et

sup h:(f )  +00.
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En effet il suffit pour tout n de poser 0 = {f > n} et 10~1 n f .
En particulier si E est compact, m1 

. 

est étroitement compact et les Ja
qui.sont étroitement fermés puisque par définition 1 est s.c.i; le sont aussi.

Une condition de compacité des Ja s’écrit encore 

J t 
- Pour toute fonction mesurable bornée f,h(f) = lim t 1 Log E e 

existe ~ 
~ 

L J

- Il existe une suite d’ouverts (0 ) de complémentaire compact tel que

sup  +ce.

n n
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