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SUR LA CHARGE ASSOCIEE A UNE
MESURE ALEATOIRE REELLE
STATIONNAIRE

par

J. NEVEU (*)

Résumé : Etant donné une mesure aléatoire réelle (de Radon) stationnaire
H définie sur 1'espace [, Q. ,P; (et’t € R)], la variable aléa-
toire positive

W=sup (N(]- t,o]) - t)
teR,

reorésente a 1'instant zéro la charge d'un serveur assurant la
demande de service N(dt) au rythme dt. (A tout instant la
charge du serveur est la quantité de service demandée antérieure-
ment et non encore effectuée). Les oronriétés de W sont bien
connues lorsque N est un processus ponctuel discret ; nous les
étendons ici dans le cas aénéral en remarquant que dans le cas
d'une mesure aléatoire de la forme N(dt) = o0, dt par exemple,
ces propriétés prennent une forme un peu différente.

(*) Laboratoire de PROBABILITES
Tour 56 - 3eme étage
4, Place Jussieu

75230 PARIS Cédex 05
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Soit (et, t €R) un flot mesurable réel défini sur 1'espace de probabilité
«Q, Cl,P} qui préserve la mesure et soit ergodique. Soit N une mesure aléa-
toire réelle stationnaire par ce flot, c'es;—é—dire une application mesurable
de @ dans le cdne des mesures de Radon positives sur R qui vérifie la
propriété d'équivariance N(etw) =1, 0 N(w) (w€Q, t€R) ol (-ct, tER)
désigne le flot des translations (Tt (s) = s - t) sur R et son extension

aux mesures de Radon.

Deux cas particuliers de mesures aléatoires stationnaires sont plus

intéressants du point de vue des applications :

- les mesures aléatoires ponctuelles stationnaires, d'une part,
et
- les mesures aléatoires de la forme o(etw) dt ol o est une

v. a. r. positive et intégrable, d'autre part.

Notons la "décomposition de LEBESGUE" suivante, qui se démontre trés simple-

ment.

PROPOSITION 1 : Pour toute mesure aléatoire stationnaire N, <1l existe

une v. a. r. positive o unique d une équivalence prés, telle que pour

presque tout w , la mesure U(et w) dt  soit la partie absolument conti-

nue de N(w,+) par rapport d la mesure de LEBESGUE.

Nous dirons dans la suite que © est la partie absolument continue de N.

Démonstration : Soit © 1'involution de o x R définie nar

o[(w,t)] = (6w, - t). Elle abplique la mesure positive
P(dw) N(w, dt) sur le oroduit d'une mesure positive o -finie
P sur o (1a mesure de Palm de N) et de la mesure de Lebesque
x sur R . Si ¢ désigne alors la v.a.r. positive unique a
une équivalence pres, telle que o+P soit la partie P -absolu-
ment continue de P, la mesure produit o(w) P(de) r(dt) sera
aussi la vartie P(dw) A(dt) - absolument continue de P(dw) A(dt)
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sur © x R ; ensuite par transposition par © ©opuisque

o[f(w) P(dw) A(dt)] = f(o,0) P(dw) A(dt), 1a mesure o(6.uw)
P(dw) A(dt) sera la partie P(dw) A(dt) - absolument continue
de P(dw) H(w,dt) ce qui équivaut a dire que pour P Dpresque

tout w, c(etm) A(dt) est la partie absolument continue de
N(w,dt) par rapoort a A(dt).am

La masse totale i = P(Q) de la mesure de Palm de N

s'appelle 1'intensité de N car elle vérifie 1'égalité

E[N(F)] = i A(F) pour tout borélien F de R.

PROPOSITION 2 : Si N est une mesure aléatoire stationnaire

d'intensité < < 1, la v.a.r. positive

W = Sup (N(]- t,o]) - t)
tER,

est p.s. finie.

La f.a.r. positive et stationnaire (W(t) = Wob, , t €R)

est cadlag, ses seules discontinuités sont les sauts éventuels

de la mesure N, elle vérifie l'équation différentielle stochas—

tique

(1) d Wwit) + 1 dt + 1 cetdt = N(dt)

{Wwit) > o} {Wit) = o}

<

ou o désigne la partie absolument continue de N.

Enfin o £ 1 sur {W = o} et
(2) [ (1 -0)dp =1-1,
W = o1}

de sorte que P (W =o0) 21 - 1, 1'égalité ayant lieu ST o =o p.s.
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Démonstration : les v.a.r. positives

W, = sup (N(J- t,o0]) - t)
ostsu

sont intégrables car W, s N(J- u,0]) et E[N(]- u,0])] = iusu ;
elles croissent avec u et tendent vers W 1lorsque u + = ,

De plus si 0 s v = u

W e, = sup (N(]v
UV ostsu

t, v]) - t)

par la stationnarité de N et comme

sup (N(Jv - t,v]) - t) = N(Jo,v]) - v + W
vstsu u-v
tandis que
suo (N(Jv - t,v]) - t) = N(Jo,v]) - v + ™M
ostsv v
a condition de poser
M, = sup (s - N(Jo,s])) (veRr,),

nous pouvons écrire que

W, 6, = M(Jo,v]) - v + max (W, _

" M) (u,vER,) 3

v 'y

I1 est facile de vérifier que la f.a. réelle (Mv, v E R+)

est positive, croissante et continue, et telle que MV S V.

En faisant tendre u 4 < dans 1'équation nrécédente, nous

obtenons que la v.a. W = lim * W, de la proposition vérifie
u

1'éqgalité

v+ oo = M(Jo,v]) + max (W, Mv) (ver,).
Cela montre d'abord que 1'évenement {W <=} est invariant oar
les o (v €R+) et donc que sa probabilité vaut o ou 1

v
par 1'ergodicité du flot.
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D'autre part, en prenant 1'espérance des deux membres de

1'équation en W nous nouvons écrire, si o0 £ v £ u, que

u’

1]

E(H(Jo,v]) - v+ (M, - W, )] = EQ, e, - W ]

z2 0

EQW, - W]

puisque Nu est intégrable et supérieur a Nu-v ; en faisant

tendre u + « i1 vient alors
EC(M, - W' 2 (1 - d)v
Si i< 1, 1le second membre est strictement positif avec v
et il est donc impossible dans ce cas que W soit p.s. infini,
ce qui implique que

P(W < =) =1 Tlorsque i < 1 d'apres ce qui précede.

On sait que pour une transformation 6 bpréservant la
orobabilité P et une fonction réelle o.s. finie f , la fonction
foe - f posséde une espérance nulle dés qu'elle est intéarable
(que f elle-méme soit intégrable ou non). Lorsque W est p.s.
finie, en particulier lorsque i < 1, 1'équation en W montre
donc que

ECM, - W7') = (1 -14)v (veRr,).

Montrons ensuite qu'il existe une mesure aléatoire station-

IA

naire de la forme n(etw)dt avec o0 s q 1 sur o telle que

D.S.
v
v+He - W=NJo,v]) + fo ne  ds (veRr,)
En effet, pour tout o fixé, la fonction d'intervalles

Ju, u+v] > v + Woe, ., - Woo - N(Ju, u+v])

qui vaut encore

{v+We - W - NJo,v]) 08, = (Mv - W 08, (ueR, v €R,)
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d'aprés ce qui précéde, est additive, continue en v, positive
et majorée par v ; elle est donc 1'intéqrale sur les intervalles
d'une mesure positive, inférieure 3 la mesure de Lebesgue, Cette
mesure aléatoire (elle dépend manifestement mesurablement de )
est évidemment Stationnaire s puisqu'elle est majorée par la mesure

de Lebesgue, sa mesure de Palm P est majorée oar P, c'est-a-dire

de la forme n.P pour une v.a. n a valeurs dans [o,1] ; 1la

mesure aléatoire elle-méme est alors p.s. égale a n(etw) dt.

D'apreés la formule que nous venons de démontrer, p.s. la
f.a. (W(t) = Wob , , t €R) est cadlag et ses discontinuités sont
exactement les sauts (positifs) de la mesure aléatoire N ; en
particulier si N = 08, dt, 1la f.a. W(*) est continue sur R.
De plus elle satisfait 1'équation différentielle stochastique

(3)  dN(t) + (1 -ne.) dt = N (dt)
sur R. I1 reste & identifier n . Or d'aprés ce qui orécéde et
le théoreme ergodique local

v

. 1 I . 1 +

n = lim p.s. = n® ds = 1im n.s. — (M - W) ;
v o+ op Vi 5 vV Vo v v

cela montre d'abord que n = o sur {W > ol puisque

1im M_ = o.
vivo VY ,
Etablissons ensuite que n = lim = Mv =1 -0 sur {W= ol.

Vi+o
D'aprés le théoreme classique de dérivation de Lebesgue,

si o désigne la v.a. associée a N par la proposition 1,

lim + M(w,Ju,u+v]) = °(9um)
vyolV

pour P(dw)du presque tout (w,u) ; comme N(w,lu,u+v])

= N(ou, Jo,v]), si A désigne 1'événement

A= o Tin NG, Jo,v]) = o(u))
vV ¥ 0
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Cela revient a dire que 1'ensemble {(w,u) : 0,0 ¢ A} est P(dw)du

négligeable et puisque P est invariante par le flot, cela montre

que P(A®) = o Or sur A
. 1 + fpa s .
vllmo v M, = [0 - o(w)]” par définition des M . Enfin

sur {W = o}, N(]- t,o]) =t pour tout t ¢R, et comme par

symétrie de ce qu'on vient de démontrer

. 1
Tim + N(]- t, o]) = ¢ p.s.,
AL ] ]

on a donc
o £1 p.s. sur {4 = o0}.
Cela acheve de prouver que

(4) n-= 1{N -

o3 (1 -9 op.s.

et donc que

1 - no, =1 + 15 _
t {wet>o} {uet-o}cet
Enfin par application du théoreme de convergence dominée 2a
1'€aalité E[(M - w)'] = v (1 - 1), on obtient que E(n) =1 - i

c'est-a-dire que

n
—
1
-
.
]

f (1 - ) dp
W= o1}

Aprés le résultat d'unicité que constitue la proposition
suivante, nous montrerons que la variable aléatoire n de 1la
démonstration précédente s'interpréte comme étant la disponibilité

du serveur & l'instant zéro.
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PROPOSITION 3 : Sous les hypothéses de la proposition précédente,

la v.a.r. W est d une équivalence prés, 1'unique v.a.r. positive

telle que la f.a. stationnaire (WOet, t €ER) soit une solution

cadlag de l'équation (1) et telle que o < 1 sur {W = o}.

Démonstration : Supposons que W* soit une seconde v.a.r. positive

p.s. finie jouissant des propriétés de la proposition ; alors oour

tout t €R+

0
ur = Wro_, - [ (Oltra, > 03 * Touro, = 03 o) ds + H(I-t,0]) -t
-t

N(]-t,0]) -t

v

et i1 en résulte que W* > W. Comme la v.a. W vérifie aussi

1'égalité de la premiére ligne, il vient par différence

0]
(We = u) = (u* - We_, = f_t (o8, - 1) ‘{wes =0 < Wxo ) ds.

Le deuxieéme membre est une v.a.r. néaative (car o < 1 sur (W = 0})
et intégrable qui d'apreés la forme du premier membre, posséde une
espérance nulle ; les deux membres sont donc o.s. nuls. Ainsi, la
v.a. positive W* - W est p.s. invariante par le flot et donc
constante p.p. Cette constante ne peut é&tre que nulle car sinon,

la v.a. W* serait p.s. strictement positive et 1'égalité ci-
dessus entrainerait que

0
[ (oo, - 1) 1{Nes _ oy ds = o (teRr,)
-t

et donc que

EL(U"1) 1{N=0}] =0 5
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or ceci contredit la formule (2) de la oronosition nrécédente.

Nous avons ainsi établi que

Wx =

Considérons pour terminer,

W p.s. =

elle translatel'instant t € R

la demande formulée jusqu'a

satisfaite.

De plus,

si

N({t}) # o,

1'application

t >t + W(t)

au premier instant auquel toute

(t

compris)

aura pu &tre

la demande ponctuelle

N({t}) sera satisfaite pendant l'intervalle de temps

Jt + w(e=), t + w(e)]

de longueur :

AW(t) =

N({t}),

si le serveur sert les demandes dans leur ordre d'arrivée.

Ces considérations rendent plus

de la proposition suivante

PROPOSITION 4

intuitive

la premiére parti

Sous les hypothéses de la proposition 2, si

e

N =V, + 1V, est la décomposition de N en mesure ponctuelle
stationnaire N, =Xo, e, et en mesure diffuse (Nz(w,{t})
n n

sur Q x R), la mesure aléatoire stationnaire N* = N*1 + N*
ou N*,(dt) = (Z 1 _ ) A(dt) et oun
o8 ¥%, w 1T, +wir =), 1+ w(r ] gres
N*, est l'image de Ny par t >t + Woe, est donnée par

N* (d¢) = (1 - ne,) dt
o n est la v.a. d valeurs dans [o0,1] de la formule (4).

2

o
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La mesurealéatoire N* est done majorée par la mesure de

Lebesque et inversement W est d une équivalence prés la plus

petite v.a.r. positive, telle que l'application t + t + W,

transforme N de la maniére précédente en une mesure aléatoire

majorée par la mesure de LEBESGUE.

Démonstration : L'intégrale de toute fonction borélienne positive

f : R > R, par la mesure aléatoire M* est donnée par

T +W(T.)
[ £ netas) =5 [ rs)as + [ f(sauls)) Ny(ds)
R "N, ) R
Or, d'aprés la formule (3)
f F(s+H(s)) Ny (ds) = [ F(s+H(s)) d(ss(s)) - no_ ds

{s : aW(s) = o}

ouisque les sauts de W <coincident avec la partie ponctuelle de

N ;3 par conséquent, par le changement de variable t » t+W(t)

"

f f(u)du - I f(s+W(s)) ne, ds

[ £(s) N*(ds)
R R R

[ F) (1 - o
R

car neg =0 si W(s) > o .

Enfin, si W* est une v.a.r. positive telle que t + w*et
soit cadlag en t et transforme la mesure M en une mesure
majorée par la mesure de Lebesque, lTa masse N(]- t,o]) est

pour tout tE€R, appliquée sur 1'intervalle J- t + W*e ., W]
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et 1'hypothése de majoration de la mesure imaqe par la mesure de

Lebesgue entraine que

W o+t - Wre_ s Nyl - t,o]) (t €R,)

La définition de W montre alors que W* 2 W . =
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