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SUR L’INEGALITE DE SOBOLEV LOGARITHMIQUE DE GROSS

par Antoine Ehrhard

Université de Strasbourg

Séminaire de Probabilités

1982/83

Dans son article "Logarithmic Sobolev inequalities" [2] Gross

esquisse une démonstration qui fait le lien entre son inégalité et l’iné-

galité de Sobolev classique, via l’inégalité de Gagliardo et Nirenberg. .

Mais il obtient ainsi un résultat plus faible ( Th.5,p,1075 , où

apparait un terme parasite affecté d’une oonstante qui dépend de la dimen-

sion). En s’inspirant de cette démarche nous proposons une démonstration

simple de l’inégalité de Gross qui, rappelons le, est équivalente au théo-

rème d’hypercontractivi~té de Nelson. L’argument utilisé dépend de l’inéga-

lité de Borell.

I. NOTATIONS

Dans , muni de la norme euclidienne 1 .) , d n est la mesure

de Gauss canonique (de densité ). Les normes H ’ ° ~ip
désignent les normes dans Lp( IRn; . L’inégalité de Sobolev logarithmi-

que de Gross est la suivante

1. . THEOREME. Pour toute fonction f: 1Rn ~ IR telle que E L2( n)

on a

~ f2 ln |f| ~1 Il + ~ f ~22 ln Il f ~ 2 
.



195

Nous allons démontrer cette inégalité.

II. L’INEGALITE DE SOBOLEV DANS :IR .

L’inégalité de Gagliardo et Nirenberg (voir par exemple Stein ~3’
p.130) en dimension un s’écrit ~u~~ ((u’(( 

L 
1 
(dx) 

pour toute fonction

dont la dérivée u’ est intégrable; c’est un résultat trivial.

Nous en déduisons par Solder

L 1 ( dx ) 
~ ~~ u ~~ 

L 1 ( dx )

En posant u a v2 et en utilisant Holder à nouveau on obtient l’inégalité

2 ~ v2 ln ( v | B  ~ v ln( 2 ~v~L2(dx) Il v’ )

que l’on écrit

~ ~f)vf(~ ~ Il v )

+ ~v~2L2( dx ) 
ln !) v 

( dg ) 
.

Avec la majoration ln t ~ t on a ensuite

( 2.1 ) 
L l (d.x) v ~ ~~ v’ ~I2 L2( dx ) .

On effectue maintenant le changement de variable v(x) - 
-1/4

et on a les formules

d.x .. = 

= 2 2 ~ ~ 2 4 ( ) ~1(~} . .
En remplaçant dans (2.1) on obtient l’inégalité

(2.2) + a 
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où c m In( 203C0 e2)/4 .

III. L’INEGALITE DE GROSS DANS lÔ .

Pour passer en dimension quelconque nous utilisons l ’ inégalité de

Borell ou plus précisément le fait suivant qui en découle (voir [ fl])

3.PROPOSITION. Soient p [1; +aJ] et g: IRn - lR une fonction lipschi-

tzienne. Si g* est le réarrangement équimesurable croissant de g sur

( I&#x26; , Îfi ) alors on a

jj ( gfl) ’ Il £ 11 19 girl .

P P

L ’ inégal ité ( 2 . 2 ) et la proposition 3 entrainent l ’ inégalité

 3 , 1 > f2 in ,f > n  ~|~f| ii ) + ii f~22 in i f~2 + a Il 

pour toute fonction ft lB dont le gradient qf est dans L2( Qf ) .
Nous allons raffiner un peu l ’ inégalité ( 3. 1 ) . Si on considère le cas où

g = f~k avec f; 2P P IR une fonction dont le gradient i7 f est dans

L2( y ) alors (3,1 ) appliqué dans (IRn)k fournit après simplification

f2 ln|f|n  11 19£1 J’ ) + ~f~22 ln ~f~2 + i " f " É .

En faisant tendre k vers l’ infini on achève la démonstration.
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