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CARACTERISATION DES SEMIMARTINGALES

par C. STRICKER

Séminaire de Probabi lités

1982/83

Dans [3] nous avons donné une démonstration élémentaire de la forme

forte du théorème de Dellacherie-Mokobodzki , , suivant laquelle , , si X est un

processus permettant une intégration stochastique , , on peut transformer X par

changement de loi en une semimartingale appartenant à n’importe quelle classe

. En réalité nous avions montré que l’ensemble des intégrales stochastiques

de processus prévisibles élémentaires , , bornés par 1 , était un sous-ensemble

borné d’un certain L2 (Q). Il I nous restait à montrer ( sans uti liser tout l ’arsenal I

du calcul stochastique que X se décomposait sous Q en une martingale de carré

intégrable et un processus prévisible à variation de carré intégrable. Par souci

de complétude nous rappelons d’abord les résultats de [3] . .

On considère un espace probabi lisé fi Itré ( 03A9 ,  , ( t ) , P ) . .

Pour éviter des localisations fastidieuses tous les processus considérés sont

indexés par [ 0, 1 ] . ~ désigne l’espace vectoriel I des combi na i sons linéaires

d’indicatrices de rectangles de [0,1 1 ] X 03A9 de la forme ]u, , 1 ] X A avec 1

si X est un processus adapté nous poserons X* = ess sup Xt et si

t E [0, 1 ] 
’

H = L a. ’ 1 
] t. i ’ ti+1 ] 

avec a. ’ ti-mesurable , on définit l’intégrale
taire H.X = L a. 1 Xt, i+t - Xt ) i > et H. Xt = H 1 ]0,t].X. Dorénavant H
et K désigneront des éléments de e. . Dans la suite toutes les espérances se rap-

porteront à une loi Q qui changera de place en place, , tout en restant équiva-

lente à P . . Tout repose sur le résultat suivant, , dû essentiellement à Niki0161sin,

dont on pourra trouver une démonstration très élégante dans [4] : :
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THEOREME 1 , Soit  un sous-ensemble convexe de L1 ( ( 03A9 ,  , P ) , Si our

tout E > 0 i I existe un réel 1 c > 0 tel ue P [ V > c ~  E our tout t V E ~’ , , i I
existe une variable a léatoire bornée Z telle ue Z > 0 p. s. et que .

sup E [ ZV ]  + ~ .

THEOREME 2. Si l’ensemble ~H, X , IH I s 1 ~ est borné dans L° , i I existe une

loi Q équiva lente à P telle ue sup H, X ]2  + ~ .

La démonstration de ce théorème comportera plusieurs étapes.

LEMME 1 , 1 s 1 ~ est aussi borné dans L° ,

Démonstration. Supposons le contraire: il I existe une suite (Hn) de ~ tel le que

| Hn| ~ 1 et que P [ ( Hn, X )# > n ] > E > 0 , Choisissons un ensemble dénombra -
ble D tel que pour tout n : ( Hn. X )# = sup |Hn.X It p, s, Pour toutn il 1 existe

tED

un temps d’arrêt Tn ne prenant qu’un nombre fini de valeurs et tel que

P [ |Hn.X IT 
n 

z n ] > E , Il suffit de prendre Tn = t E p , I t z n } oû

p est une partie finie de D assez riche, Remarquant que Hn, XT = Hn 1 1 
0 T ’ X’n ~ ’ n

on voit t que cela contredit t l’hypothèse du théorème.

LEMME 2 , L’ensemble des variables aléatoires 03A3 ( Xt. - Xt. )2 est borné
Q i+ 1 i

dans L° lorsque Q parcourt les subdivisions finies de [ 0, 1 ] et i l en est de

même de son enveloppe convexe.

Démonstration. Quitte à retrancher ô à X , on peut supposer Xo = 0 , Notons
d’abord une conséquence évidente du lemme précédent: X# est fini p,s, Ainsi

les processus prévisibles élémentaires H = ~ Xu. i i ~ t. i ’ t, i+1 ~ 
avec s ti 1 sont

majorés par X~’ qui est p,s, fini. Donc la famille ( H, X ) est bornée dans L°
ainsi que son enveloppe convexe et il en est de même de l’enveloppe convexe de

2 
n-~ 

2 2 n-1
la fami Ile 03A3 ( Xt. - Xt) car  (Xt - Xt. )2 = Xt - 2  X ( X - X ) ,

i+1 i i=0 i+1 i n i=0 ti ti+1 ti
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LEMME3. !t existe une to! Q équivalente à P tette que sup EQ|H.X|+~.
20142014201420142014201420142014201420142014 2014201420142014201420142014201420142014 

~~~ 1

Démonstration. D’après le théorème 1 il existe une )o) Q équivalente à P telle

que U = sup E [E(X, - X, )~ ] , E [X~]~ et sup E [H.X] soient tous finis

a ’+~ ’ 

pour la !o! Q. En prenant H == E 1~ où C~ 1 = ] >0 ~

(resp. (E[X -X j? ] ~ 0 ’} ) on remarque que X est une quasimartingale ,
!+1 î ’

-X )? .Pour toute suite

0 ’+1 ! ’

J-1
de variables aléatoires a1 appartenant à 3!. on note A = E a.E[X 

et on pose Mtj = Z a.(X, -X )-A On obtient aisément les inégalités sui -

vantes si )a. | ~ 1 : E [Mtn]2 ~ 4 U et 1 ~ Var X . Il en résulte que t’en-

veloppe convexe de l’ensemble ( |H| ~ 1 ’; est aussi bornée dans L .

Ainsi il existe une to! Q équivalente à P telle que sup E + 0153 .

Passons maintenant à la démonstration proprement dite du théorème 2 . Comme

(M )._ est une martingale discrète, l’inégalité classique de Doob mon-

tre que E [M*t ]2 ~ 16 U . Soient H un processus prévisible élémentaire borné

n

par 1 et A une partie finie de [0, 1 ] . On peut écrire H = 1 
1 avec A

contenu dans {t = 0, ..., Alors E [ sup i ] ~ 4 U1 2 + Var X . D’où

~ ~ t ~ A

un résultat meilleur que celui du lemme 3 : sup EQ|H.X|  + ~ . En parti -

culier l’enveloppe convexe de ); (H.X) , |H| ~ 1 ) est bornée dans Si

H = ai 1]ti,ti+1] et si K =  aj [ ai(Xti+1 - Xti)]1]tj,tj+1] , alors

on a l’égalité évidente : (H.X)2 = a2j(X -X )2 + 2(K.X). Comme

,==0 
1 

ï+1 1 ’

K ~ (H.X) si |ai| ~ 1 pour tout ï , l’ensemble des K.X est borné dans Lo

ainsi que son enveloppe convexe d’après !’hypothèse du théorème 2 . Il en est de

même de l’enveloppe convexe de ( ( H.X)2 , )H | ~ 1 } . Une nouvelle application



151

du théorème 1 permet d’affermer l’existence d’une loi Q équivalente à P telle que

sup E~ ( H. X J2  + ~ et le théorème 2 est démontré.
1

Nous supposons maintenant que notre espace filtré ( 03A9,  , ( t ) , P ) vérifie les

conditions habit uelles , Sous les hypothèses du théorème 2 nous venons de mon-

trer qu’il existe une loi Q équivalente à P telle que ( i ) sup E Q [H.XJ2  + ~

1

et ( H ) sup 
EQ [ E ( - 

i ! )2 ]  + oo . .

Dans ces conditions on a le théorème suivant sous la loi Q :

THEOREME 3. X = M + A oû M est une martingale de carré intégrable et A un

processus prévisible à variation de carré intégrable ,

Démonstration . La condition (i i) ci-dessus entraine que sup E [M03C31 J2  + ~ où
1

M~ = E 0 
- E - 

X ~ ~ ti 1 
ti 1 

J . Grâce au théorème de compacité fai-

ble dans L2, il existe une suite ( Qn ) de subdivisions que nous pouvons supposer
dyadiques, de plus en plus fines, de pas tendant vers 0, telles que la suite

(MQn ) tende faiblement dans L2 vers une variable aléatoire M .
On pose M = E ] et on constate aisément que M = E J tend

faiblement dans L2 vers E ] si t E U Q , On pose A = X - M et il reste
1 t 

n 
n t t t

à montrer que At est à variation de carré intégrable , Soit ( sk ) une subdivision
de [0, i ~ telle que pour tout k sk E U an et soit Y une variable aléatoire apparte-
nant à la boule unité de L2 , (Vk) désigne une suite de variables aléatoires à
valeurs dans f -1, 1 = Qn ~ [ sk , sk+ 1 J , ’ Comme A 

sk+1 
- Ask est égal â

la limite faible de  
k 
E [ X 

i+i 

- 

i 

] lorsque n tend vers + ~ , on a :

~n

~ sup (E[ |E[Xti+1 - Xti|ti]|]2 )1 2.



152

Ce sup est fi ni . En effet si i H~ = sign(E [X ti+1 
- 

i 

] ) et si i

H = H
i 

1
] t

i , t
i+1 ] ,

Hi ti+1 _X ti _E[X ti+1 _X ti 
Hi E [ i+1 - Xt. i i 

] .

Donc:

sup E [ ~, ~ E [ X - X ] I ]2 s sup E [ H. X ]2 + 2 sup E [ ~,( Xt _ Xt. )2 ]
n Q ti+1 1 ti ti n i+1 1 i

 + ao .

Ainsi i E Vk ( As - As ) ] est ma joré par une constante a i ndépendante de
k sk+1 sk

Y , des Vk et de la subdivision ( sk ) , si bien que A est à variation de carré in -

tégrable . Il reste maintenant à montrer que A est prévisible, c’est-à-dire que
1

pour toute martingale bornée (Nt) on a l’égalité : E ] = E [ Nt_ dAt ] ,
0

Reprenant les subdivisions ( Qn ) ) définies précédemment nous avons:

E ( 
i 1 

Nt_ d At ] = lim E [  Nt. (At. - At.) ] . Or At = Xt - Mt et (Mt) est

une martingale, si bien que E [N ( A - At ) ] = E [Nt.( Xt. - Xt ) ]ti ti+1 i i i+1 t

E [ N lE [Xt ~t. ] ] ~
i+1 i i

1
E [ 

I 

Nt_ d At ] = I i m E [NI i ~ E C Xt. Xt. ~ ~t. ] ] = E [NI 1 A1 ]

Notons que ce dernier calcul est désormais classique et qu’il est dû à Rao ,

REMARQUE. Une application simple du lemme de Khintchine montre que la

condition (i) implique la condition (ii) du théorème 3 (voir [t ] ) .
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