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Séminaire de Probabilités

1982/83

CARACTERISATION DES SEMIMARTINGALES

par C, STRICKER

Dans [3] nous avons donné une démonstration élémentaire de la forme
forte du théoréme de Dellacherie-Mokobodzki , suivant laquelle , si X est un
processus permettant une intégration stochastique , on peut transformer X par
changement de loi en une semimartingale appartenant & n'importe quelle classe
s,p . En réalité nous avions montré que |'ensemble des intégrales stochastiques
de processus prévisibles élémentaires , bornés par 1, était un sous-ensemble
borné d'un certain L2 (Q). Il nous restait & montrer ( sans utiliser tout I'arsenal
du calcul stochastique ) que X se décomposait sous Q en une martingale de carré
intégrable et un processus prévisible & variation de carré intégrable. Par souci

de complétude nous rappelons d'abord les résultats de [3] .

On considére un espace probabilisé filtré ( Q, , (Et) , P) .
Pour éviter des localisations fastidieuses tous les processus considérés sont
indexés par [0,1] . & désigne l|'espace vectoriel des combinaisons linéaires

d'indicatrices de rectangles de [0,1] x Q de la forme Ju, 1 Jx Aavec A €3 ;

si X est un processus adapté nous poserons X¥* =  ess sup Xt et si
tel0,1]
H=Y% a. 1 avec a, ¥, -mesurable , on définit I'intégrale élémen -
FTt by ) tY
taire H.X =Y ai( xti+| - )(ti ) et H., X, =H ]]0, £° X . Dorénavant H

et K désigneront des éléments de g . Dans la suite toutes les espérances se rap-
porteront & une loi Q qui changera de place en place , tout en restant équiva-
lente 3 P . Tout repose sur le résultat suivant , di essentiellement a Niki¥in,

dont on pourra trouver une démonstration trés élégante dans [4]:
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THEOREME 1, Soit?' un sous-ensemble convexe de L'( Q,3,P).Si pour

tout ¢ >0 il existe unréel ¢ >0 tel que P[V >c J<e pour tout V enr , il

existe une variable aléatoire bornée Z telle que Z >0 p.s. et que

sup E[2V ] <+ o .
Ve

THEOREME 2. Si l'ensemble {H.X , |[H| <1 } est borné dans L® , il existe une

loi Q équivalente 3 P telle que sup EQ [H.X ]2 <+ »,
H| <1

La démonstration de ce théor&me comportera plusieurs étapes .

LEMME 1 . L'ensemble {(H.X)¥*, |H| <1} estaussi borné dans L° .
Démonstration . Supposons le contraire : il existe une suite (Hn) de ¢ telle que

[H" | <1 etque P[(H".X)*>n ]>¢>0. Choisissons un ensemble dénombra -

ble D tel que pour tout n : (H”.x)*= sup |Hn.>( It p.s. Pour tout n ilexiste
teD

un temps d'arrét Tn ne prenant qu'un nombre fini de valeurs et tel que
PLIHNX |; 2n1>c. Il suffit de prendre T =inf{tena, H.X]| 2n1} ob
n

A est une partie finie de D assez riche, Remarquant que Hn. XT =H" 1 Jo, T ].X,
n ''n

on voit que cela contredit |'hypothése du théoréme .

LEMME 2 , L'ensemble des variables aléatoires ¥ ( >(t - ><t )2 est borné
(9] i+1 i

dans l_o lorsque ¢ parcourt les subdivisions finies de [0,1] etil en est de

mé&me de son enveloppe convexe .

Démonstration . Quitte & retrancher xo a X , on peut supposer Xo =0 . Notons
d'abord une conséquence évidente du lemme précédent : X* est fini p.s. Ainsi

les processus prévisibles élémentaires H = Z',Xu 1

avec u. <t. sont
Pt ) bt

majorés par X* qui est p.s. fini . Donc la famille (H.X) est bornée dans L°

ainsi que son enveloppe convexe et il en est de méme de I'enveloppe convexe de
2 n-1 2 2 n-1
la famille L (X, =X, ) ecar L (X, - %) =X -2 L X (X -X ).
i+1 i =0 Yi+1 i n =0 Y Y+ Y
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LEMME 3, Il existe une loi Q équivalente & P telle que sup EQ |H.>< | <+ o,
H|=<1

Démonstration . D'aprés le théoréme 1 il existe une loi Q équivalente a P telle

que U = supE [Z(Xt - X, )2 71, E[X* ]2 et sup E [H.X ] soient tous finis
o i+1 i H|=<1
pour la loi Q. En prenant H =T, lci XJti’tH-l] ol C, = {E[x'iﬂ—xti Ig'i 1>01}

(resp. {E[xt - X, |3t ] <0 }) onremarque que X est une quasimartingale ,
i+1 i i

clest-a-dire Var X =sup E [T |[E[X, - X, 13, ] | ] <+ « . Pour toute suite
o i+1 i i
j=1
devariables aléatoires a. appartenanta 3, onnote A, = ¥ a.E[X =X, | ]
: 4 om0 | Ner N

j-1
eton pose Mt =y a; (Xt —)(t ) - At . On obtient aisément les inégalités sui -
j i=0 i+1 i j
vantes si ]ai | <1 : E [Mt ]2 <4 UetE |At | sVar X . Il en résulte que l'en-
n n
veloppe convexe de I'ensemble { |H.X|, |H| <1 } est aussi bornée dans L° .

Ainsi il existe une loi Q équivalente & P telle que sup EQ ]H.xl <+ ® .,
H]=<1

Passons maintenant & la démonstration proprement dite du théoréme 2 , Comme

(Mt )j=0 n est une martingale discréte , I'inégalité classique de Doob mon-
i s ovey

tre que E [M:" ]2 <16 U . Soient H un processus prévisible élémentaire borné
n

par 1 et A une partie finie de [0,1]. On peut écrire H = Ta.l It

| ] avec A

i Y+

1
contenu dans {t =0, .., t, }. Alors E[ sup |H.><t |7 <4 UZ+Var X, D'ob

teA
un résultat meilleur que celui du lemme 3 : sup EQIH.XI* <+ « o, En parti -
H|=1
culier I'enveloppe convexe de {(H.X)* , ]H} <1 } est bornée dans L° . si
n-1 n-1 j-1
H= Y a. 1 etsi K=Y a. [ ¥ a.(X -X, )] , alors
im0 1 Itptig) P A A R S D
2 1 2 2
on a I'égalité évidente : (H.X)*= T a; (X' - X, )+ 2(K.,X) . Comme
i=0 i+1 i
K¥ < (H.X)* si |ai | <1 pour tout i , llensemble des K.X est borné dans L°

ainsi que son enveloppe convexe d'aprés I'hypothése du théoréme 2 , 1l en est de

m&me de I'enveloppe convexe de { (H.X)2 , |H] =1 3. Unenouvelle application
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du théoréme 1 permet d'affirmer I'existence d'une loi Q équivalente a P telle que

sup < [H. X ]2 <+ o et le théoréme 2 est démontré .,
H]=1

Nous supposons maintenant que notre espace filtré (Q, 3, (&), P) vérifie les

t
conditions habituelles , Sous les hypothéses du théoréme 2 nous venons de mon-

trer qu'il existe une loi Q équivalente -a P telle que (i) sup g9 [H.X]2 <+ o
H =1

et (i) sup EF[T(X,  -%X 1P ]<ta.
o i+1 i

Dans ces conditions on a le théoréme suivant sous la loi Q :

THEOREME 3, X=M+ A oll M est une martingale de carré intégrable et A un

processus prévisible a variation de carré intégrable ,

Démonstration . La condition (ii) ci-dessus entrafne que sup E [M? ]2 <+ o ol

o
M9 =% X -X, -E[X -X, |% ] . Gréace au théoréme de compacité fai-
1 t. t. t. t. t.
(o} i+1 i i+1 i i
ble dans Lz, il existe une suite (o.n) de subdivisions que nous pouvons supposer

dyadiques , de plus en plus fines , de pas tendant vers 0, telles que la suite

c
(M1n) tende faiblement dans L2 vers une variable aléatoire M] .

o] o]

On pose M, = E [M, | % ] et on constate aisément que Mtn =E [Mln |3, ] tend

faiblement dans L2 vers E [Ml |3t Isitevu Op On pose At = xt - Mt etil reste
n

a montrer que At est a variation de carré intégrable, Soit ( Sk ) une subdivision
de [0, 1] telle que pour tout k S €U o, et soit Y une variable aléatoire apparte-

nant 3 la boule unité de l_2 . (Vk) désigne une suite de variables aléatoires 3

k
valeurs dans { -1,1 } et 0, =0, N |:sI< Sk ] . Comme As - As est égal &
k+1 k
la limite faible de ¥ E [X, =X, 13 1 lorsquen tendvers+ , on a
k i+1 i i
%n
E[YZV, (A -A_)]=1lmE[YLV_(TE[X -X |% J)]
KR Sker Sk n kK K ey Ty Ty

ssup (E[L |E[X,
i

n g,

_xt.lgt.] ”2 )%‘
n I 1

+1
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Ce sup est fini . En effet si H' =sigr\(E[><t - X, |3t 1) et si
i+1 i i
i
H=ZH 1 ,
o 1, 4y, )
HoX =T H (X =X -E[X =X |3 N+THEIX  -%X |5 1.
o i+1 i i+1 i i o i+1 i i
Donc :

supE[ L |E[X, -xt_|3t_]|]2ssupE[H.x]2+zsupE[z(xt_ -x, %]
1 ]

n o i+1 n i+1 i
<+ o
Ainsi E[Y L Vi (A - A_ )] est majoré par une constante o indépendante de
s s
k k+1 k
Y , des Vk et de la subdivision (sk) , si bien que A est a variation de carré in-

tégrable . 1l reste maintenant & montrer que A est prévisible , clest-a-dire que

1
pour toute martingale bornée (Nt) on a I'égalité : E [NIAI 1=ET Jl Nt‘ dAt 7.

0
Reprenant les subdivisions (cn) définies précédemment nous avons :
1
E[‘f N dA J=ImE[T N (A =A)J. 00 A =X -M et (M) est
0 n On i i+1 i
une martingale , si bien que E[N, (A -A )]=E[N (X -X )]
t. t. t. t. t. t.
i i+1 i i i+1 i
=E [Nl E [Xt. -Xt- |3t' 173
i+1 i i
D'ol :
1
:—:[J' N dA ] = lim E[N, T E[X, =% |3, 11=EIN A T.
0 n On i+1 i i

Notons que ce dernier calcul est désormais classique et qu'il est dG & Rao ,

REMARQUE , Une application simple du lemme de Khintchine montre que la

condition (i) implique la condition (ii) du théoréme 3 (wvoir [1]) .
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